El presente documento sélo contiedes partes muy difrentes: en la primera se repakssn
conceptos basicos de la Combinatat@tipo medio de dificultad, y en la segunda se irdn
incuyendoalgunos temagstudiados con mas detenimientdblo constituye un tratado
completo ni ese es su objetivo.
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CONCEPTOS ELEMEN®BALE

PRODUCTO CARTESIAGIORRESPONDENCIAPYIGACIONES

El producto cartesiano de dos conjuntos Ay B es otro conjunto cuyos elementos son todos los
pares posibles formados por un elemento de Ay otro de B en ese ordegpr8senta como
AxB

Al |B1[CT| D1

w b=

A3 |1B3[C3|D3

Unacorrespondenciantre dos conjuntos es cualquier subconjunto de su producto cartesiano.
En la practica consiste en asignaa pareja o varias a todos o algunos elementos del
conjunto.

X AN EENNCERE

1 | A1]B1 D1
2 C2 [ D2
3

B3

Unaaplicaciénes una correspondencia en la que cada elemento del primer conjunto le
corresponde un elemento del segundo conjunto y solo uno

Segun esta definicion podremos asignar un nombre (por ejemplo G) a la aplicacion y usar la
notacionG(A)=1, en la que expresamos que al elemento A del primer conjunto le asignamos el
elemento 1 del segundo. En este caso, a A la llamarengsny al 1,jmagen.Asi, en el

diagrama de la figura, se puede afirmar que G(A)=1 G(B)=3 G(C)=2 G(D)=2.



Como se vela definicion permite que dos origenes compartan la misma imagen. Al conjunto
de todas las imagenes le llamareni®acorrido, Rango €onjunto Imagerde la aplicacion G.

Al conjunto de todos los origenes, que segun la definicion es todo el primer conjunto, le
llamaremosDominiode la aplicacion.

Para mas detalles debes consultar cualquier texto de Mateméticas.

|FACTORIALES
Llamaremos factorial de un niero natural n (o el cero) a otro nimero naturaldefinido por
a) Si n=0 su factorial se define coma0l=1
b) Si n=1 definiremos su factorial como 1: 11 =1
c¢) Si n>1 su factorial viene dado por la expresibr 2.3.4.....(AL).n
Podemos también dair el factorial por recurrencia:
0! =1; n! = n*(Al)!
También se llamfactorial de n de grado k y diferenciaal producto
a(ad)(a2d)..... (hasta k factores)
Si la diferencia ed=1, el factorial se representa por
a" = a(al)(a2)(a3)...(ak+1)
Es facil demostrar que‘aes divisible entre n!

Igualmente, llamaremosemifactarialde un nimero naturah al producton(n-2)(n-4)(n-6)....
terminando el producto er? 0 1, segun la paridad akey lo representaremos asi!!

VARIACIONES, PERMCGTANEY COMBINACIONES

Arreglos

Llamaremosrregloen un conjunto finito a cualquier sucesion también finita formada por
elementos de ese conjunto. Al ser el arreglo una sucesion, intervendré en él el orden, y se

podran repetir elementos. Estas dos caracteristicas distinguen los arreglos de los
subconjunos.

En los textos de Combinatoria encontraras varias formas de nombrar estas sucesiones:



1 Palabrasen recuerdo de las palabras de un idioma, en las que se interviene el orden y
pueden repetirse elementos

1 n-plas que es la notacion mas usada en textos ctési

1 Selecciones ordenadags una denominacion muy sugerente, porque describe
perfectamente la construccion de cualquier arreglo.

Se puede caracterizar cada arreglo como una aplicacion de un conjunto finito de nimeros
naturales del tipo {1, 2, 3, 4, ..sdbre elementos del conjunto.

El arreglo representado en la imagen se corresponde con la sucesion
{B, B, C, E, D}
También se podria representar comg=B, y=B, y=C, y=E, y=D.

Aqui usaremos preferentemente la notacion {B, B, C, E, D}

Este conceptermite desarrollar las definiciones clasicas de variaciones y permutaciones.
Variaciones con repeticion

Llamaremowariaciones con repeticiéae m elementos tomados da enn, (simbolizadas por
VRm,n a todos los arreglos deelementos que se pueden formar en un conjuntonde
elementos si se permite la repeticion de los mismos

El arreglo de la imagen anterior es un ejemplo de variacion con repeticion de 5 elementos
tomados de 5 en 5.

El nimero total dé variaciones de estediviene dado por la formuldRm,n = M

En el ejemplo anterior. el nimero total de variaciones setfa%125

Otro ejemplo: el nimero total de posibles quinielas de 14 partidos SéFA8782.969
Variaciones sin repeticiéon

Llamaremowariaciones sin regticion de m elementos tomados da enn, (simbolizadas por
Vm,n) a todos los arreglos deelementos que se pueden formar en un conjuntorde

elementos si no se permite la repeticion de los mismos

Se pueden considerar otras interpretaciones de las vanmes:
- Formas de elegir ordenadamenteelementos distintos de un conjunto ¢he elementos
- Ordenes totales posibles definidos en todos los subconjuntos de orden

El nimero total de variaciones de este tipo viene dado por la férmula



Vm,n=m(ml)(m2)...(mn+1) = m! /(mn)!
Segun la notacion explicada mas arriba, esta expresion también se puede escribmmo

Dos variaciones se pueden distinguir entre si o por los elementos que contienen o por su
orden. Esta es la caracterizacion aagle las variaciones.

Si en una carrera intervienen 9 atletas, la composicién del podio puede presentar V9,3=9*8*7
= 504 resultados distintos.

Permutaciones ordinarias

Se llaman permutaciones ordinarias o sin repeticiém & las variaciones sin repetoien las
gue m=n, es decir, que en cada arreglo enttados los elementos.del conjunto.

Dos permutaciones sobre un conjunto se distinguen sélo por el orden de/los elementos. Por
ello se pueden identificar con los distintos 6rdenes que se pueden estal@edos elementos
de un conjunto.

También se llaman permutaciones adgdicaciones biyectivade un conjunto en si mismo. Es
el concepto tradicional dsustitucionen un.conjunto. Mas adelante trataremos este concepto
de permutacién como aplicacion kistiva interna en un-conjunto.

El nimero de permutaciones formadas con un conjunto de n elementos coincide con su
factorial: Pn = n!

Un caso especial de permutaciones es el deitaslares que son las distintas formas de
ordenar unos objetos en circulo (por ejemplo, invitados a una cena). Su nun(éleléé

Permutaciones con repeticion

En los distintos 6rdenes posibles quizas se desee admitir la repeticion de algunos elementos un
namero ceterminado de veces. Por ejemplo, en la palabra CATAPULTA, si quisiéramos ordenar
sus letras, deberiamos admitir que la A se repitiera tres veces y la T dos. Llamaremos
permutaciones con repeticion a estas ordenaciones.

Para calcular el nimero de permuiaices de este tipo bastara dividir el factorial del nimero
total de simbolos, contando sus repeticiones, entre el nimero de veces que se repite cada
uno.

(@]
¢
¢
¢

En el ejemplo, el numero de permutaciones de la palabra CATAPULaTdesgti/(3!*2!)
=3.326.400



Combinaciones

Llamaremogombinacionedde m elementos tomados da enn, (simbolizadas pa€m,n a
todos los subconjuntos deelementos que se pueden formar en un conjuntondelementos.

Por su propia definicién se deduce gleorden no interviene para distinguir unas
combinaciones de otras.

El nimero total de combinaciones viene dado por la formula

EA
h At & A

Combinaciones con repeticion

Las combinaciones con repetici@Rm,de m elementas tomados da enn admiten varias
definiciones. Se usan todas porque es un concepto mas dificil que los anteriores y para abrir
aplicaciones diversas de este tipo de arreglos.

Podemos elegir las siguientes:

(1) Son los distintos arreglos que se pueden formar en un conjatoalementos de forma

gue en cada uno se elijanelementos que pueden ser repetidos y se diferencien unos arreglos
de otros sélo en los €lementos que los forman y no por el orden elegido.

(2) Son aplicaciones del.conjunto (1,2,3...n) en el conjunto dad®ean crecientes en sentido
amplio.

(3) La<CRm,requivalen a un reparto den objetos enn cajas.

(4) LasCRm;,requivalen al conjunto de todas las soluciones enteras positivas de la ecuacion

+ X%+ ...+ X=m

La férmula para calcular CRnsgpuede expresar de varias formas:

" a £
0 Yp o} R P , P

Q
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Q
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PRINCIPIOS COMBINARTOS

Casi todos los problemas combinatorios elementales se pueden resolver con las definiciones y
férmulas anteriores, el concepto de Producto Csideo y losprincipios fundamentales que
se explican a continuacion.

Representaremos por Card(A) el cardinal de un conjunto A, es decir, su niumero de elementos
si es finito.

|PRINCIPIO DE LA AMIR
Dados los conjuntos; A%,,...A;, disjuntos dos a dos, semple que

Card(Ac Acc...cA) =Card(f) + Card(8 + ... +Card(A)

Es decir, que para contar los elementos de la unién'de varios conjuntos disjuntos, deberemos
sumar.

Consecuencias de este principio (que se-puede demostrar rigurosamente) son:

Si A ed incluido en B, el cardinal de A serd menor.o igual que el de B

Si Ay B no son disjuntos, el principio de adicion se debera corregir asi:

Card(AB) =Card(A) + Card(B}ard(AEB)

Es decir, en la suma se deben restar los elementos repetidos

Esta formulase generaliza facilmente a varios conjuntos, con la particularidad de que las

intersecciones apareceran con signos mas 0 menos segun el nimero de conjuntos que
abarquen.

‘PRINCIPIO DE LA MUROICACION
Si los conjuntos AA,...A, sSon no vacios, se cumplae
Card(AxAxx...xA) =Card(A x Card(A) x ... x Card(A)

Podemos traducir este principio a la idea de que al combinar mediante pares, ternas, etc.
varios conjuntos, el numero total de elementos resultantes equivale al producto de los
cardinales ddos conjuntos que se combinaron.

Como consecuencia, el numero de aplicaciones que se pueden construir entre un conjunto A
de cardinal n y otro B de cardinal m viene dado por



AB=n

Este principio también se aplica cuando un arreglo se construye en etajes y las
posibilidades de cada una son independientes de los resultados anteriores, por ejemplo en una
tirada de tres dados.

También es util al combinar dos conjustde arreglos distintos, como é&s matriculas de los
cochedD-1234- AZ en las quese combinan tres variaciones distintas.

PRINCIPIO DE DISTRTBON
Este principio se conoce también cofoncipio de las cajas, del palomade Dirichlet
Lo desarrollaremos en dos versiones equivalentes:

(a) Sirepartimosn objetos enn cajas, yn>n, entonces, al menos una caja debera contener 2
objetos o mas.

(b) Si se repartenp+mobjetos enn cajas, entonces alguna caja debera contener al menos
p+1objetos.

Ambos principios, que resuelven muchas cuestiones combinatorias, los damos sin
demostracion.

Segun ellos, en una clase con.35 alumnos, habra al menos dos que compartan el mismo
namero de dia del mes como cumpleafnaos. "Ambos nacieron un 12, pero de distinto mes". Si en
un centro de ensefianza-hay mas de 366 alumnos, habra al menos dos que congartan |

misma fecha de cumpleafos. Lo que no sabemos es qué fecha sera esa.

PRINCIPIQO DE INCLOBSIY EXCLUSION

Se llama asi a la formula obtenida anteriormente

Card(ACB) =Card(A) + Card(Bard(AB)

y a su generalizacion para mas de dos conjuntos. Por ejemplo, para tres seria
Card(ACBCC) =Cardf) + Card(B) + Card(QYard(A8B) - Card(ABC)- Card(BEC) + Card(AEBAC)

En el caso de varios conjuntos aparecerian sigeadas intersecciones de un nimegar de
conjuntos y signo + en las de nimero impar:

CardCS0 I HAH /NIRMEW® { b HASERNR O ) H / | NRAS)



NUMEROS COMBINATORIO

Los numeros combinatorios o binomiales se definen por la férmula

A& aA
£ cEAG €A

Equivalen al nimero deombinaciones sin repeticiéde n elementos tomados deenr.
Sus principales propiedades son:

£ £
n Pg P

gue aplicandola reiteradamente nos lleva a esta otra

€ e Q
i n-—Q
€ € & = &
E . C
Tt p C €
€ € € x €
1 P C E-p € n
E p & & p E ¢ g Q
Qp 0 Q Q Q
€ a € € a € a a



Su conjunto ordenado en forma de triangulo toma el nombrd déngulo de Pascal, de
Tartaglia o Aritmético

Es clasica la formula del Binomio de Newton, que expresa la potencia de un binomio en
términos de numeros combinatorios. 8asarrollo es

Mediante la sustitucién day b por valores adecuados (41,...) se pueden demostrar
bastantes propiedades, como algunas de las contenidas en parrafos anteriores.

GRUPOS DE PERMUTANHGS CICLOS

Como una permutacion equivale a una aplicacion biyectiva de un conjunto en si mismo, al igual
que estas, formaréan grupo(el gruposimétricodel conjunto) para la operacion @emponer
aplicacionesToda la teoria que sigue es independiente del tipo gugan los elementos del

O2yedzy(i2 LI2N) t2 ljdzS adzl2yRNBY2a Sy G2RI I

Es trivial considerar.gue se cumple la propiedad asociativa, que existe una permutacion
identidad (en la que no se altera el orden existenteh& permutacion inversa.

Este grupo no posee la propiedad conmutativa. En general@é8uce un resultado distinto

a S™*S, pero si existiran sustituciones permutables entre si, como por ejemplo una sustitucion y
su inversaPara dstacar el caracter daplicacionediyectivas, las permutaciones las podemos
escribir asi:

(12345678)
(21846753)

en las que el conjunto de arriba seria el origen y el de abajo la imagen. Al conjunto de arriba le
podemos llamanumeradory al de abajalenominador. Si aplicamos una misma permutacion

a ambos no se altera la correspondencia entre origenes e imagenes, por lo que podemos
escribir el numerador siempre en el mismo orden, al que llamareriosipal. Asi, con

nameros, podemos usar el orden creciente1324...

A este grupo le llamaremdsrupo de Sustitucione$§, del conjunto. Su nimero de elementos
seran!

Q)¢

(p))



Descomposicién en ciclos

Si en una permutacion vamos recorriendo los transformados de cada elemento de forma
consecutiva, pudiera ser que uno de elboéncidiera con el primero, con lo que se habria
cerrado urciclo o permutacion circularAsi, la permutacion

(12345678)
(21846753)

contiene un ciclo que recorre-%- 7 - 5, otro formado por el 3y el 8, otroporel 1y el 2y un
ultimo que forma 4 consigo mismo.

Al considerar un ciclo se debe recordar que actta sobre k elementos dejando invariantes los
n-k restantesOtro hecho que se debe tener en cuenta es que dentro del ciclo es indiferente
cual sea el primer elemento que se escrifai,(3,4,2), (4,2,3) y (2,3,4) representan el mismo ciclo.

Toda permutacion se puede descomponer en ciclBsprescindimos de escribir el conjunto
origen, podriamos expresar este hecho de la siguiente forma:

(21846753)=(12)(38)4)(567)

Esta descomposicion es Unica salvo el ordeny la forma de escRhirdaencontrarla podemos
usar este procedimiento sistematico:

Elegimos el elemento 1, y aplicamos la permutacién de forma reiterada hasta que la imagen
vuelva a ser 1. Como.el conjunts finito, esto se acabara logrando, con lo que ya tendremos

el primer ciclo de la descomposicion. Buscamos después el siguiente elemento que no
pertenezca al ciclo conseguido (si hemos acabado es que la permutacion estudiada se reduce a
un solo ciclo, esiclica) y efectuamos la misma operacién para obtener el segundo ciclo, y asi
sucesivamente hasta agotar el conjunto.

Coma cada ciclo opera sobre elementos distintos, dos ciclos de una misma descomposicion
seran siempreermutables

La potenciacién de susiciones se define como su composicion reitera8a= S*S*S...*S (n
veces). Es también trivial demostrar que el conjunto de potencias de una sustitucion S forma
un subgrupo, llamadoiclicoo mondégenoengendrado por S

Recordamos la definicion derden de un elementoaen un grupdG, como el menor

exponente natural (en notacién multiplicativa) para el glie I(identidad). Esto también es
valido para sustituciones, y los grupos ciclicos engendrados por S, que tendra cada uno un
orden, que coincide con saimero de elementos. Segun la teoria de grupos, todes lo
ordenes seran divisores de n!

Es facil demostrar esta propiedad:



Si una permutacién se descompone en ciclos, su orden coincidird con el M.C.M de los
ordenes de dichos ciclos.

Asi, la sustitucion dejemplo anterior tendré orden 6.
Calculos interesantes
Permutaciones circulares o ciclicas

Puede ocurrir que una permutacion sea en si misma un ciclo. La llamaremos ciclica o circular.
Dentro del grupo simétrico Sn el nUmero de permutaciones cicliazégadg a (Al)! Es algo

muy conocido y se justifica porque para inventarte una permutacion de-este tipo en primer
lugar ordenar todos los elementos, lo que puedes realizar de n! formas diferentes y una vez
elegida una, esta representa n circulares idérgjgmrque tienes n formas de elegir el primer
elemento, luego el numero es n!/n=({)!

Permutaciones de n elementos que son ciclos de orden k

Deberemos elegir k elementos para el ciclo y dejar los restarkef§as. El elegirlos nos
supone Cn,kormas y dentro de los elegidos;1K ciclos posibles,luego el nimero total de
ciclos de orden k sera

(k-

Permutaciones reducidas

Son aquellas que no dejan fijo ningan elemento, las que en la descomposicion en ciclos
ninguno de ellos tiene orden 1. S@s Iconocidas como desarreglos, que explicaremos mas
adelante.

Paridad de una permutacion

Un caso particular de ciclo es el compuesto solo por dos elementos. En este caso lo
llamaremostransposicién y consiste en la permutacion entre esos dos elementos, p
ejemplo (3 8)

Todo ciclo se descompone en transposiciones, pero no de forma Unica. Asi, tenemos que (12 3
)=(12)(13)=(13)23).

Lo que si se conservadaridad: todas las descomposiciones en ciclos de una misma
permutacion comparten el tener un nimero par o bien impar de transposiciones. Llamaremos
permutacionpar a aquella que se puede descomponer en un nimero par de transposiciones, e
igualmente definiremos lpermutacionimpar.



Es facil ver que transponiendo dos elementos de una permutacion se afiade o se quita una
transposicion, con lo que todas las permutaciones pares se pueden convertir de esta forma en
pares, y viceversa. Por tanto.

En todo conjunto de nlementos se pueden definin!/2 permutaciones pares y n!/2
impares

También es facil demostrar que las pares formarsemigrupo Jlamadogrupo alternadodel
conjunto sobre el que actian. No asi las impares, que al componerse entre si producen una
par.

Sepuede definir lssignaturade una permutaciéon como el nimero +1 si es par-{ sl es
impar.

Numeros de Stirling de primera clase.

Dado el grupo de permutacion&ssobre un conjunto-d@ elementos, se podria plantear la
cuestion de cuantas permutacies se pueden descomponer exactamente en k ciclos. A este
nameroS1(n,k)asi definido lo llamaremdsimero de Stirling de primera clase

Por ejemplo, el nUumero S1(4,3) = 6 significa que hay seis permutaciones de 4 elementos (por
ejemplo. en el conjunto 1234ue se pueden descomponer en 3 ciclos. Serian estas: (1)(2)(34),

(1)(3)(24), (1)(4)(23), (2)(3)(14), (2)(4)(13) y (3)(4)(12).
Se puede definir S1(n,0) con n>0 como 0, y aceptaremos que S1(0,0)=1y que S1(0,n)=0.

Es claro que se cumple que S1(n,n)=1 mdés obtendriamos la permutacién identidad, y es
facil demostrar que S1(n,1)={)!

Los primeros nameros de Stirling de primera clase son

o
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La propiedad fundamental de estos niumeros, y que permite generarlos en una tabla, es la
siguiente:

S1(n,r) {n-1)*S1(n1,r)+S1(A1,r-1)

Se puede comprobar en la tabla.

‘DESARREGLOS

Dentro del grupo de permutaciones son interesantes aquellas llandetasreglosen las que

la imagen de cada elemento es distinta del mismo. Por ejemplo, S=3412, es.un desarreglo,
pues S(1)=2, S(2)=4, S(3)=1, S(4)=2. Un ejemplo clasico es el de las cartas a las que se
asignansobres con la direccion ya escrita, y si se emparejan al azar; los desarreglos se
producirian cuando todas las cartas se metieran en un sobre inadecuadde(Raote los
sobres o de Montmort)

Sillamamos S a un desarreglo, se debera cumplir que S(i) sea distinta de i para todo i del
conjunto.

Para conseguir su féormula es mejor contar las permutaciones contrarias F, es decir, en la que
existe algun elemento fij8(i)=i. Basta considerar que las que dejan fijodlm @lemento son

en total (nl)!, las que dejan 2, {B)!... pero cada una debera ser multiplicada por las formas

de elegir un elemento, o dos; o tres, etc., es decir las combinaciones de los eleantsmn

fijos. Por el principio de inclusiéexclusion quedara:

F = (?11) (n—-1D!— G) (n—-2)'+ (g) n-3).—-(=D" C:)

El nimero de desarreglos D equivaldra a la diferencia de F con el nimero total de
permutaciones, luego quedara:

== ()= 004 () a2 () - D ()

gue se suele escribir mas bien de esta forma:

o 1 1 1 nl
D=ni1-gtg—g+- ")

El resultado de esta férmutacibe también el nombre dgubfactorial y se representa pdin.

El paréntesis es el desarrollo del nimero 1/e truncado por los términos que dan cocientes



enteros con n! Por ello podemos interpretar esta formula como "el nUmero entero mas
cercano ah!/e"

Una propiedad importante de Dderivada de la férmula anterior, es que tiende al limite
(1/e)n! = 0,36787944n! cuando n tiende a infinito. Por tanto, para valores grandes de
podemos suponer que un 37% de las permutaciones de un conjunto de n eleraentos
desarreglos.

D, también se calcula mediante recurrencias. Se puede demostrar gaeD.;+(-1)", o que
unido a que =0 y D=1 nos da la lista de los primeros subfactoriales: 0, 1, 2, 9, 44, 265,
1854...

Curiosidad:

El numeral48,349 es el Gnico numero en que es igual a la sierias subfactoriales de sus
digitos:

148,349 41 +14 +18 +13 +14 +19



PARTICIONES DE UNNGONTO

Una particién de un conjunto C es una familia X de subconjuntos, displmdasdos, cuya
unién coincide con el conjunto total. Es decir:

cX%=C; X/AEXI' paratodo pari,

Es interesante preguntarse cuantas particiones distintas de k conjuntos se pueden definir en
un conjunto de n elementos. El resultado se denominacotmero de Stirling de segunda
clasey lo representaremos por S2(n,k). Asi, el nimero S2(5,4) representara el nimero de
particiones distintas en cuatro conjuntos disjuntos que se pueden definir en 'un conjunto de 5
elementos. Por ejemplo, en el conjuntg13,4,5} se pueden definir estas particiones de 4:

{1{2H{3H45}.{1H2HAH35} {1H{ZH5H34} {IH3HAH25}. {ITH8H5H24})
{1{4H5K23}.{2{3H4K15}, {2ZH3HSK14}, {2ZHAHSH13}, {SHAHBH2}.

En total 10, como se puede comprobar etallala de abajo.

Es claro que S2(n,0)=0y que S2(n,1)=S2(n,n)=1 porque solo hay una forma de partir un
conjunto de n elementos en conjuntos de n elementos (él mismo) y también una sola forma de
partirlo en n subconjuntos (les de un solo elemento).

La propielad que permite generar estos nimeros es:

S2(n,r) =r*S1(f,n)+S1(Al,r-1)

Puedes comprobar esta propiedad en la siguiente tabla de nimeros de Stirling de segunda
clase:

01 2 3 4 5 6 7 8|9
01
101
2001 1
301 3 1
401 7 6 1
501 15 25 10 1
6/01 31 90 65 15 1
7/0/1 63 301 35C 14C| 21 1
8/0 1/127 966 1701 105C 266 28 1
90| 1) 255|302¢|777( 6951 264€/462 36| 1



El nimero total de particiones que admite un conjunto, independientemente de su estructura,
se llamanimero de Belldel conjunto y se representa por B(n). Es evidente que se pueden
deducir de los anteriores sumando toda una fila. Los primeros numeroslideoBgpor tanto:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1 2 5 15 52 203 | 877 | 4140 21147 |11597¢

PARTICIONES DE UNMERO

En toda esta seccion nos referiremos a la descomposicién de un niamero en sumandos.

Se llamarparticiones de un namero natural i las distintas formas de descompaonerlo en
sumandos enteros positivos sin tener en cuenta el orden y admitiendo repeticion de
sumandos.Para no tener en cuenta el orden se puede exigir que los sumandos sean
decrecientes en sentido amplid\si es mas fdaepresentarlos.

Al nimero total de particiones de N lo representaremos por la funcion P(N). Por tanto la
afirmacion anterior se puede representar coma P(9)=30.

En efecto, el 9 se puede descomponer en estas sumas:

9, 8+1, 7+2, 7+1+1, 6+3, 6+2+1, 6+1+1+1,5+4, 5+3+1, 5+2+2

5+2+1+1, 5+1+1+1+1,4+4+1,443+2,4+3+1+1,4+2+2+1, 4+2+1+1+1
4+1+1+1+1+1,3+3+83,3+3+2+1, 3+3+1+1+1, 3+2+2+2B3+2+2+1+1,3+2+1+1+1+1
3+1+1+1+1+1+1, 2424242 P4 242+1+1+1, 242+1+1+1+1+1, 2+1+1+1+1+1+1+1
1+1+1+1+1+1+1+1+41

Son 30 en total

Cada posible.suma se puede representar mediante los llamados diagramas de Ferrer, en los
gue los sumandos se dibujan como conjuntos en filas.

Por ejemplo, 3+2+2+1+1 se pua@@resentar asi:

000
00
00
O

@)

Puedes investigar en la Red las propiedades de estos diagramas.

El nUmero de particiones se corresponde con el de soluciones no negativas de la ecuacion
diofanticalx+2»%+3%+X Y, E N como es facil demostrar.



Tambiéncoincide conel de soluciones no negativas de la ecuacion diofamticga+x+X E=N
si se exige que las soluciones formen una sucesion no creciente:

X>=%>=%>X &

Igualmente, representa también las formas de repartir N objetos indistinguibles en cajas
indistinguibles. En la imagen, extraida de una hoja de calculo, puedes observar la distribucion
de seis bolas (11 particiones del nimero 6)

[ c [ c T c [ e[ cTec
!oooooo

|ooooo o

|oooo 00 | |

|oooo o o I

loco 000 | |

|ooo 00 o

|coo o a lo

joo 00 0o |

loo oo o o

loo o o ) o

o o lo lo o o

Mas adelante estudiaremos otras funciones de particion condicionada de un nimero y su
calculo. Mientras tanto tpuedes dedicar a comprobar (con piezas, bolitas o 1apiz) estos
resultados:

N P(N)
1 1
2 2
3 3
4 5
5 7
6 11
7 15
8 22
9 30
10 42
11 56
12 o 77

No perderas el tiempo, porque es divertido encontrar estrategias para no olvidar ninguna
suma.

Funciones de particién de un nimero

Hemos llamado P(N) al numero de particiones en sumandos decrecientes del nUmero N, pero
se pleden definir otras:

Esta definicion basica de nimero de particiones P(N) se puede someter a condicionamientos
de los que surgiran nuevas definiciones. Las expresaremos asi:

P(N / condicionamiento)

Vemos algunos ejemplos y sus propiedades



‘FUNCION DE PARTGIPK(N)
Es la misma funcién P(N) condicionada a que sélo intervenga un nimero K de sumandos:
P«(N)= P(N / k sumandos): Particiones con un numero k de sumandos fijado.

Su interés radica en que permite una formula de recurrencia para el calculo de P(N). La
demostracion se puede consultar en manuales especializados.

Se parte de fk)=1 y de Bk)=1 y se van calculando todos |IgE\® por recurrencia.

Es claro que después de encontrar los valores¢) Pastard sumarlos'todos para k menor o
igual a N a fin de obtener P(N), pues la suma abarcaria todas las posibilidades.

El siguiente esquema esta copiado de una hoja de calculo programada para encontrar P(7)

K| 1§ 2 3| 4] 5 6f 7
N
1 1 1
2l 2 1 1
3] 3 1 1f 1
44 5 i 2 1f 1
5 7 1 2f 2f 1
6] 11 i 3 3] 2f 1
71 15 1 3} 4 3 1

FUNCION DE PARTICIQMW)

Como la anterior, cuenta el nimero de particiones, pero en este caso se exige que los
sumandos sean todos distintos. Por ejemplo, el entero 7 admite las siguientes particiones
como numeros distintos: 7 = 6+1 = 5+2 = 4+3 = 4+2+1, luego Q(7)=5

Euler demostb que esta funcién coincide con el nimero de particiones de n en partes
impares.



FUNCIONES GENERAERBIC

UN EJEMPLO INTRODORTO

Antes de iniciar cualquier planteamiento tedrico sobre las funciones generadoras (0
generatrices), muy usadas en Combinatoria y en el estudio de las sucesiones de nimeros, las
introduciremos mediante un ejemplo.

Problema

Deseamos elegir nueve cuentas daares. Disponemos de cantidad suficiente de cuentas
rojas, amarillas y verdes, pero queremos elegir entre 2 y 5 rojas, menos de 4 amarillas y al
menos 3 verdes. ¢ De cuantas formas podemos efectuar la eleccion?

Este problema nos plantea el desarrollogieticiones condicionadagée un namero.
Independientemente de que se trate de particiones, intentaremos resolver el problema con
varias técnicas, y entre ellas la del uso de una funcién generatriz.

Con un producto cartesiano

Como de las rojas hemos de etegntre 2 y-5; de las @amarillas de 0 a 3y de las verdes un
minimo de 3 y un maximo de 7 (¢, por qué 7?), bastara formar el producto cartesiano
{2,3,4,5}0,1,2,343,4,5,6,7} e ir eligiendo las ternas que sumen 9. Un problema totalmente
elemental que se pude resolver en ensefianzas medias.

A poco que nos pongamos obtendremos: 9= 2+0+7 = 2+1+6 = 2+2+5 = 2+3+4 = 3+0+6 = 3+1+5
= 3+2+4 = 3+3+3 =4+0+5 = 4+1+4 = 4+2+3 = 5+0+4 = 5+1+3.

En total 13 particiones. Para este problema no se necesitarian mas técnicakk) pstamos
tomando‘como modelo sencillo de introduccion.

Funcién generatriz

La idea revolucionaria de la funcién generatriz consiste en sustituir los distintos elementos
numeéricos por potencias de una indeterminagldps conjuntos convertirlos en polimaios.

Asi el producto cartesiano {2,3,4,50,1,2,3}{3,4,5,6,7} se puede escribir en forma de producto
de polinomios:

08+ X+ X+ X)) (L+x+ 5+ X)( X+ X+ X+ ¥+ X)

Es facil darse cuenta de que si multiplicamos algebraicamente estos polinomios,iebtéem
grado 9 tendra como coeficiente el nimero de particiones pedido, en este caso 13.

Hemos sustituido una técnica de conteo por otra de tipo algebraico o analitico (esto ultimo lo
veremos mas adelante)

En este caso tan sencillo parece que esto es anglicacion, pero en casos generales
veremos que puede resultar muy Gtil. Por dos motivos:



1 Las técnicas algebraicas y analiticas permiten simplificar estos productos y encontrar
directamente el coeficiente deseado.

1 Al desarrollar estos polinomios no sdkesolvemos el problema para 9 cuentas, sino
para cualquier otro total posible.

Disponemos en este caso de una ayuda, y es que sabemos sumar muy bien las progresiones
geométricas. Asi, el producto de polinomios dado se puede expresar como

2xt=1Dxr = 1Dx3 (- 1)

P(x) = (x—1)3

Este a su vez smiede simplificar

X18 _ 2x14 _x13 +X10 + 2X9 —XS

P(x) = TEE

Con tres pasadas del algoritmo de Ruffini encontraremos todos los coeficientes (omitimos los
que no influyen en el problema)

Grado 18 17 16 15 14 13 12 11 10 9 8

Grado 15 14 13 12 11 10 9 8 7

Hemos destacado el que nos interesa: con grado 9 aparece el coeficiente 13, que es la
solucion, pero estprocedimientonos devuelve mucho mador ejemplo, con suma 7 sélo

son posibles estas-elecciones: 7=2+0+5=2+1+4=2+2+3=3+0+4=3+1+3sdlis @tBtota)

como marca el esquema, y. con suma 14 sélo deberan aparecer 3. Son estas: 4+3+7 = 5+3+6 =
5+2+7

Hemos reuelto varios problemas en uno

LA TEORIA

En el apartado anterior presentdbamos como un artificio sustituir los elementos de un
producto cartesiano condicionado de conjuntos numéricos por polinomios en una
indeterminada con exponentes idénticos a los nlosea combinar.

Ahora lo convertiremos en un desarrollo teérico.

Funcion generatriz de un conjunto numérico



Dado un conjunto ordenado de numeros reales o complejos (aqui usaremos casi
exclusivamente los enteros positivosy,{@a, &, a2 X}Hlamaremos facion generatriz
(ordinaria) o generadora del mismo al polinomio de la forma

mn
P(x)—a + 1 2 3 n__ ]
=dg + ayx" + azx“+azx” + - apx” = a;x

i=0

Si el conjunto tiene infinitos términos sustituiremos el polinomio por una serie de potencias,
pero en este caso la igualdad

oo

P(x) = ag + ayx' + apx2+agx® +--- = Z axt
i=0

s6lotendréa sentido si dicha serie posee un radio de convergencia-no nulo y la funcién esta
definida dentro de ese radio. No obstante, aqui no trataremos la convergencia, sino las
relaciones entre coeficientes. Si no converge, P(x) no sera una funcionapeégoriicas siguen
valiendo.

Casos sencillos
9 € OFa2 Yta aSyOattz2 (RS FTdzyOAsy EIS)/SNJ-GNJ\T Sa

Si este es finito con elementos, sabemos que su funcién generatriz se puede obtener
mediante la férmula de la suma deaiprogresion geométrica

1— x?’l,+1

T+x+x2+x3+ +2x"=—m—
1—x

Ya usamos esta formula anteriormente.
{A Si O2yedzy (2 Sa AYFTAYAGZ IMIMIMIMIXYOlIYOASY

1
1—x

T+x+x?+x3+- =

Aqui nos encontramos con la potencia que tiene este método. Si derivamos miembro a
miembro (omitimos detalles y tanign la cuestion de la convergencia) nos encontraremos con
que

1
2 3 —
T4+ 2x +3x° +4x +..._m

A~

t 2N GFyaG2 Sadl Sa tF FdzyOAsy 3ISYySNI GNAT RSt 02\

La férmula del binomio de Newton nos proporciona otro ejemplo de funcién generatriz. Los
nimeros combinatorios para un n datienen por funcién generatrigl+xJ' ya que

n

(1+x)"= Z (]:) xt

i=0



Podiamos seguir dando ejemplos hasta llenar paginas enteras, pero destacaremos
especialmente dos técnicas

Manipulacién algebraica

Con las técnicas algebraicas y sin plantearnos ahora el problemaa®/krgencia podemos
encontrar la funcién generatriz de muchos conjuntos de coeficientes.

Por ejemplo, es facil encontrarla para los nimeros de FibongEcFE s FX X RS 2 a |j dzS
suponemos se conocen sus valores y propiedades. Observa estas lacoipes:

F(X)=F+Rx+Rx+ X+ BX'b X T
Rthx+(tR)XE+H(R+B)CHR+R)XD X T
RtRx+(B X+ RxXC+ BX'b X 0 8+ RECERX'D X 0

Pero en los paréntesis se esta reconstruyendo F(x) de alguna forma, por lo que podemos
escribir (pon tu losletalles)

F(X)= FRx+F(x) %(F(x) Fo)x

Despejamos F(x), sustituimagper su valor 0 (a'veces se toma 1) pét 1 y ya la tenemos:

F(x) =

1—x—x2

Solo hemos usado técnicas algebraicas sencillas. Mas adelante comprobaremos este resultado.

Manipulacién analitica

Si consideramos la derivacion e integracion formales podemos encontrar facilmente funciones
generatrices. Ya hemos considerado un ejemplo de derivacion.

De la misma forma podemos usar la integracién. Por ejemplo en la geométrica podemos
integrar

1

1—x

T+x+x?+x3+- =

Nos resiltaria entonces

T v
oTX zx 3.7(.' 4.75 = nl —x
En cualquier manual puedes encontrar muchos ejemplos similares de este tipo de
manipulacion. No olvides que podemos mezclar las dos técnicas, analitica y algebraica, asi
como sumar, multiplicar y otras.



Problema inverso

Si la serie quéefine la funcion generatriz converge y conocemos esta, encontrar los
coeficientes de la misma siempre es posible por la formula de McLaurin

= PM(Q
P(x) = Z n'( )xn
n—0 :

Es un camino muy pesado, pero seguro. Sin embargo el problema contrario de dar los
coeficientes y encontrar la presién de P(x) quizas no lo puedas resolver. Es el clasico
problema de la suma de series.

Con la ayuda de un ordenador se puede simplificar el proceso. Damos un ejemplo:

Antes vimos que los numeros de Fibonacci tenian como funcidn generatriz (Si setma
veces se tomagEl y entonces tiene una expresion ligeramente distinta)

F(x):1 5

—X—X

Si tuviéramos posibilidad de desarrollar por McLaurin en algan lenguaje o programa, nos
ahorrariamos mucho trabajdNosotros lo hemos hecho con el lenguaje PARI. Se entiende
facilmente aunque no se haya usado nunca:

{write("final.txt",taylor(x/(1 -x-x"2), x,12))}

hNRSY Il Y2& |j dzS Safiodlgkid I M8y i SNV A NDEKARBEt aRSal
x=0) de la fundin dada. El resultado es:

0+X + X"2 + 2*X"3 + 3*XM + 5*x"\5 + 8*X"6 + 13*X"7 + 21*x"8 + 34*x"9 + 55*x"10 + 89*x"11
+ O(x"12)

Coma vemos, los coeficientes son los nimeros de Fibonacci. Si quisiéramos+hosisk
daria otroresultado, pues la funcion geatiz seria 1/(3x-x°) (intenta demostrarlo)

Programariamos en PARI esta variante:
{write("final.txt",taylor(1/(1 -x-x"2), x,12))}
Obtendriamos la sucesién comenzando en 1:

1+ X+ 2*X"2 + 3*X"3 + 5*xM + 8*X"5 + 13*X"6 + 21*X"7 + 34*x"8 + 55*x"9 + 89*¥'10
144*xM1 + O(x"12)

Lo podemos intentar con el ejemplo del aparatado anterior, el de las bolas de colores, cuya
funcion generatriz sin desarrollar era

2t — D= D35 -1
x—-13

P(x) =

NNE t ¢

-

-



Deberiamos escribir en PARI
{write("final.txt",taylor(x"5*(x"4 -1)"2*(x"5-1)/(x-1)"3, X,20))}
Obtendrbmos

XN5 + 3*XN6 + 6*XN7 + 10*x18 + 13*xM9 + 14*x"10 + 13*x"11 + 10*x"M12 + 6*xM3 + 3*x"14 +
x*15 + O(x"20)

Identificamos los resultados anteriores: Con grado 9 el coeficiente es el esperado, 13. Para el
grado 14 sélo 3y para el grado 7 los 6 que ya sa@vidyon.

Més adelante veremos las funciones generatrices de combinaciones, variaciones y demas. Hoy
seguiremos con ejemplos:

¢, De cuantas formas se puede descomponer el nimero 28 como suma de primos distintos?

Los primos inferiores a 28 son 2, 3, 5, 7,111,17, 19, 23. Cada uno de ellos o est4 en la suma
una vez o no esta. Entonces podemos usar términes del tipd) (@ {%+x’) para combinarlos
en la funcién generatriz:

F()= (14 (14X) (14X) (160) (104 (14X (1) (14X (1)
Desarrollanos con wxMmaxima y nos da (hemos recortado la imagen):

ix%44 %8044 x7%+4 x7845 xTT+5 x %45 x7°+6 x 145

9 x37+10 x%6+9 x55+10 x%%+9 x%3+10 x3%2 +9 x*1 +10

Brext+8 xP+6 x%2+7 x1+6 x0+6 x295

1142 x104+5x%+x%+2 x7+2 x%+x%+x%+1

Vemos que para el exponente 28 el coeficiente es 6, luego existen 6 formas distintas de
expresar 28 como suma de primos distintos

Lo comprobamos con nuestra herramienta PARTLISTA
(http://hojamat.es/sindecimales/aritmetica/herramientas/herrarit. ntm#reprenym

|Escaibe aqui el némero g

11417
5+23
H5+M13
HHL
3N

HHHB1
T

Con ella vemos las seis sumas: 28=11+17=5+23=3+5+7+13=2+7+19=2+3+23=2+3+5+7+11

Con la funcion generatriz hemos conseguido también otros muchos coeficientes, pero cuidado
con la lista de primos 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23. Este desarrollo sélo valdria hasta el 28. Para
ndmeros mayores deberiamos afiadir (F1+X'0 X

Con la funcié generatriz podemos resolver varios problemas a la vez.


http://hojamat.es/sindecimales/aritmetica/herramientas/herrarit.htm%23reprenum

Estos desarrollos algebraicos son pesados incluso con ayuda de los CAS. Seria bueno elegir un
solo coeficiente en ellos. El lenguaje PARI que estamos usando Ultimamente (es gratuito
aunque de gestion poco amigable) posee la funcion POLCOEFF(P(x),E) en la que P(x) es un
polinomio y E un exponente dado, y nos devuelve el coeficiente de ese polinomio
correspondiente al grado E. Nuestro problema del 28 se calcularia asi:

print(polcoeff((x"2+1)* (X 3+1)*(X 5+ 1)*(X 7+1)*(X L 1+1)*(X 1 3+1)*(X 1 7+1)* (X 19+1)*(x"2
3+1),28))

Daria un resultado de 6. Si cambiamos 28 por un nimero inferior obtendremos mas
resultados. Para numeros superiores deberiamos incrementar los primos.

COMBINACIONES Y VARIONES
Ya vimos esta relacion
1+x)" = Z(?)x"

=0

Es el clasico Binomio de Newton y nos da de forma inmediata la funcién generatriz de las
combinaciones de n elementos sin repeticion

Estaforma de expresar los nUmeros combinatorios dalugar a demostraciones muy sencillas de
algunas de sus propiedades. Observa esta identidad

A+x0)™-(L+20)" = (1+x)™"

Si la desarrollas da lugar ala identidad de Vandermonde

LRGN

k=0
Basta imaginarse como seria el producto de las dos piggnc

De igual forma, de esta otra identidad

A+x)""1 =1 +2)"+x(1+x)"
Nos resultaria
n+1y _/n n
(") =G+ (= 1)
Basta con igualar términos con el exponente k

Asi se podria demostrar otras similares.



Combinaciones con repeticion

La férmula del binomio de Newton es véalida también para exponente negpévmen ese
caso los niumeros combinatorios tendrian la forma

“n (—)(—n—-1(—n—-2).. T(n)(n+ Dn+2).n+r—1)
( T ): r! =D r!

Pero la tltima expresidn coincide con las combinaciones con repeticion, luego

n

0=y o (")
=0

Seria, teniendo en cuenta los signos, la F.G. de las combinaciones con repeticion.

Caso de elementos campeticion prefijada

Este es el caso con el que comenzamos a estudiar las F.G. hace dos entradas. Si deseamos
combinaciones con repeticion, pero en las quealgunos elementos tienar@ximo en su
repeticion (no se suele estudiar este caso en los niveles elementales), debemos usar otra
técnica. Por ejemplo:

Disponemos de varias fichas en cada una de las cuales se ha dibujado una forma distinta. Por
ejemplo esta distribucién:

Dol 1 lz [z [z [z |

¢ De cuantas formas distintas se puede tomar un conjunto de cinco simbdbbkablar de
conjunto, no tendremos en cuenta el orden.

Basta usar, como ya vimos, un producto de polinomios en los que los exponentes representan
las repeticiones posibéede cada simbolo:

F(X)=(L+xBX(A+x+5H3) (1 +x+5H3+x)

Buscamos con PARI su coeficiente de grado 5, que representa los elementos seleccionados:
print(polcoeff((X"2+x+1)*(X"3+X"2+x+1)*(X 4+x"3+x"2+x+1),5))

con un resultado de 11 posibilidades

Son estas
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Podemos interpretarlas asi:
27727 ZzZZzZ)]) Zz)]1) Z2zzzJd zzz]lJ ZZ]]J
Z111Jd zZzz3Jd zz]JdJd Z]1JJ 11131

Este método es general: para crear la F.G, en un caso de combinaciones con repeticiones
prefijadasbasta con formar polinomios deotencias para cada uno de los elementps
después multiplicarlos todos.

Funciones generatrices exponenciales

Hasta ahora hemos manejado combinaciones, no hemos tenido en cuenta el orden. Cuando
éste interviene, para abordar las variaciones y permutacignesesitamos otro tipo de
funciones generatrices, las exponenciales:

Dada una sucesion de nimeros (en general complejash{a, &> X kkllamaremoguncion
generatriz exponencialle esa sucesion a la formada por

Flx) — mx  ax?  azx®  azx
e R TR TR TR TR

Es idéntica a la definicion general, pero en cada término de la suma dividimos entre el factorial
del exponente. La‘raiz de esta técnica esta en el desarrollo del binomio de Newton, en el que
podemos sustituir Cm,n por. Vm,n/n!

De esta forma, si (1+Xprala F.G. de las combinaciones, también sera ahdfaGa
exponencial de las variacione&sta idea no es de mucha utilidad asi en general, pero nos sera
muy util en lo que sigue.

Variaciones con elementos repetidos

Un caso que no se suele estudiar en lasedianzas medias es el las variaciones en las que se
permite un maximo de repeticiones para cada elemento. Por ejemplo, tomar variaciones de 4
elementos en este conjunto de elementos con repeticion: AAABBCDD.

Efectuamos previamente un acercamiento sin F.G.

En la imagn hemos obteniddodas las posibles combinaciones, escribiendo en cada columna
el nUmero de veces que se toman A,B,C y D, contando después las distintas ordenaciones de
cada una. La suma obtenida fue de 162 variaciones.
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Probamos ahora con urfaG. exponencial para cada elemento, hasta 3 para A, 2 paraByDy
una para C. Observa que los términos de los polinomios estan divididos entre factoriales.

FG=(1+x+x"2/2+x"3/6)(1+x+x"2/2)(1+x)(1+ x+x"2/2)

Desarrollamos esta funcién con wMaxima

(%11l) p: (1+x+x"2/2+X"3/6) * (1+x+x"2/2) * (1+x) * (1+ x+x"2/2):;
ratexpand(p) ;
rxz \iz ‘/x3 x2 \
ol +1)| —+x+ o+t x+1
($01) (x 1)|\2 X 14] l\G PR 4./]
x® x7 11x% 11x% 27x% 26x% 15x?
($02) —+—+ + + + + +4 x+1
24 3 8 &l 4 3

Nos resilta para el exponente 4 un coeficiente de 27/4, pero recordemos que es una F.G.
exponencial, luego hay que multiplicar por 4! para encontrar el verdadero coeficiente, el
namero de variaciones:

27/4*41=27*6=162, que confirma el resultado previo.

Lo que hemos aprovechado en realidad es que al escribir estos parémadéselemento esta
representado por los 6rdenes que puede present&i usamos este factor (1+x+x"2/2+x"3/6)

lo que estamos comunicando es que X2 presenta dos posibles 6rdenes (que alekepetir
simbolo se han perdido) y que x"3 proviene de 6 6rdenes (permutaciones con tres elementos)

Quiere decir lo anterior que las contribuciones al coeficiente final de x*4, 27/4, ya vienen
descontados los 6rdenes que se han perdido al repetir. Al finallépicar por el factorial de
4, nos gquedamos con los ordenes verdaderos. Es un poco complicado de entender, pero
estudialo, que funciona.

Lo comprobamas para el variaciones de 3 elementos: el coeficiente es 26/3 y si multiplicamos
por 3! nos queda 26*2=5

Lo generalizamos sin demostracion:

Para encontrar el nUmero de variaciones con repeticiéon en el que conocemos el numero
méximo de repeticiones de un elemento, sean por ejemplo k, aportaremos a la F.G. un factor
del tipo 1+x+%2!+x°k 0 H B/ poEcadaelemento.

Permutaciones con repeticion

La funcion generatriz que hemos empleado para variaciones coincide con la de permutaciones
si el coeficiente que buscamos coincide con el total de las repeticiones de simbolos. En el



ejemplo que estamos usando, AAABIBC el total de elementos es 8. Busca en el desarrollo
mediante wMaxima de arriba el exponente 8 de la F.G. y veras que es 1/24. Como estamos
usando funciones exponenciales, el verdadero valor serd (1/24)*8! = 1680.

En este caso no es necesaria la fp@s ya sabemos que el nimero de permutaciones de
AAABBCDD se calcula mediante 8!/(3!2!1112!) =8!/24 = 1680, pero es conveniente comprobar
que en este caso también funciona la técnica de las F.G.

PARTICIONES Y FUNMESG GENERATRICES

Al unir les conceptogde particion y funcion generatrios dan resultados mucho mas
potentes.

Particiones ordinarias P(n)

En la entrada ya referida las estudiamos desde un_punto de vista general. Aplicaremos ahora el
concepto de funcion generatriz.

Supongamos que deseamos entrar todas las particiones ordinarias del nimero 6 (formas

de representar 6 como suma con posible repeticion de sumandos). Para ello no necesitamos ni
funciones ni técnicas informéticas. Con un poco de atencién llegaremos a que el 6 se
descompone en sumde las siguientes.formas:

6 =5+1 =442 = 4+1+1 = 343 = 3+2+1 = 3+1+1+1 = 24242 = 242+1+1 = 2+1+1+1+1 =
1+1+1+1+1+41

Son once en total. Se supone que no se tiene en cuenta el orden.

Si queremos expresar este proceso mediante funciones generatrices hagoguear que sus
sumandos provenian de exponentes en un polinomio. En efecto, en este caso del 6 podemos
considerar la funcién

F(0) = (14X B0 X0 GfBER 0 6 WBEX 0 X FmBEX

Si multiplicamos todo, el término de grado 6 se compondra de ttmoproductos en los que

el primer paréntesis aporta los sumandos iguales a 1, el segundo los que valen 2, el tercero, 3,
y asi hasta llegar al 6. Hemos tomado infinitas potencias en cada uno porque las mayores que 6
no van a influir, pero gracias a ellodxpresion se simplifica como una progresién geométrica:

Fx) 1 1 1 1
* T 1—-x1—-x21——x3"1—x6

O expresado de forma sintética y generalizando hasta n:

n
Fov=[ =
n)= :
| 11 —xJ
j=1




Después volveremos a esta funcidén generatriz para adaptarla a casos particulares. La
comprobamos para n=6. Vimaos en anteriores entradasapn PARI se pueden desarrollar
facilmente.

print(taylor(1/(1-x)/(1-x"2)/(1-x"3)/(1-x"4)/(1-x"5)/(1-x"6),X, 7))
Resultado:

1+X+2x72+3x"3+5x M+ 7x b EX"6+O(x"7) con el coeficiente 11 para x"6, como era de
esperar.

Serian las once particiones esperada@mo en ocasiones anteriores, este método nos da mas,

LJzS&8 LR RSY2a fSSNI20iNRPa O2SFAOASy(iSay Oz2y St p
inversa, si en lugar de pararnos en el 6 hubiéramos seguido escribiendo factores,

obtendriamos maspafiA 2y S&a> LI N} 13X yIX ! &N 1jdzS NBO2NRSY?2
para las particiones ordinarias del numero n:

n
Foo=[ 1=
n)= -
| 11 —x/J
j=1

Intenta obtener otros resultados similares al planteado en este ejemplo. Lo importante es que
recuerdes la definicion de particién de un néim y su F.G.

Particiones en sumandos distintos Q(N)

Si al descomponer un nimero-en sumandos no permitimos que figuren repetidos,
obtendriamos resultados muy distintos, recogidos como la funcién de particion Q(n)

En este caso la funcién generatriz se sifical mucho, pues en los paréntesis no han de figurar
todas las potencias sino.una sola por cada sumando. Asi, para n=7 la F.G. seria

F(X) = (A+)@HKA+0 X §mbE

y generalizando para n

F(x) = 1_[(1 +x7)
j=1

Para el caso de 7 podemos expandir la F.G. mediante wxMaxima

Archivo Edter Celda Maxima Eruadones Algebra Andisis Simplficar Gréficos Numérico Ayuda
B SX « V0 G O ] (2]

(3111) P (x+1) * (2°241) % (RA3+1) * (x~4+1) * (x"541) * (k7 6+1) * (x~7+1) ;
ratexpand (p) 7

Obtendremos un desarrollo en forma de polinomio, pero sélo seran utiles los coeficientes menores o
iguales a 7:



SX +4x8+ 30+ 2%+ 28+ +x+1

Ya tenemos la solucion, el 7 se puede descomponer en 5 formas diferentes como suma de
nameros naturales distintos:

7=6+1=5+2=4+3=4+2+1

Ademas, hemos obtenido que el 6 tiene 4 descomposiciones, el 5, 3y asi hasta el 1. Recuerda:
estos son los Unicos fiables en el desarrollo.

Particiones en partes impares P(N/Impar)

Aqui vemos rapidamente la utilidad de la funcién getréz. Si en la férmula general de las
particiones eliminamos los pares de los paréntesis quedaria

F(x) = (1+xf X 0 Sf-HK 0 6 dSBEX 0 X Pt E20H¢ X 0

que facilmente se traduce, al igual que en las particiones ordinarias, a cocientes:

1 1 1 1
—x1—-x31—-x51-x7"

F(x)= 1

O bien

n
P — l_[ 1
(n) - | 1 _ij_l
j=1

Por ejemplo, para n=7, usando PARI, nos resultaria
print(taylor(1/(1 -x)/(2-x"3)/(1-x"5)/(1-x"7),X,8))
L+X+XN2+2*XA3+2*X N+ 3*XN5+4*X N6 +5*X T +O (X\8)

Como el coeficiente de x7 es 5, esza el nimero de particiones en impares. Como son tan
pocas, las podemos escribir directamente: 7 = 5+1+1 = 3+3+1 = 3+1+1+1+1 = 1+1+1+1+1+1+1

Intenta comprobar, como en los casos anteriores, que con 6 resultarian 4, con 5, 3, y asi con
todos los coeficietes resultantes.

.En realidad siempre es asi, como demostré Euler usando funciones generatrices:

El nimero de particiones de un nimero en sumandos distintos coincide con el de particiones
en sumandos impares

Con el uso de las F.G. todo se reduce a uficiatalgebraico:



Demostracion

Todo se basa en que

1_x2k

1+ xk =
1

xk

Asi que partiendo de la F.G. de la particion en elementos distintos, representamos cada factor
de esta forma, se simplificaran los factores de exponente par y sélo quedaran los impares en el
denominador

n

) ) N n l—xzj_ n 1 ., '
o =| [+ )_Hl—xj _Hl—xzj‘l_ (n/tmpar)
j= J=

j=1

En el caso de n=7 te proponemos una correspondencia biyectiva por el método de Sylvester.
Para que pienses un poco mas solo daremos el proceso y tl sacas tus consecuencias:

7=6+1=5+2=4+3=4+2+1 = 2*3+1 = 5+2*1=4*1+3=4*1+2*1+1 y ahora susttcada
producto por la suma correspondiente: 7 = 3+3+1=5+1+1 = 1+1+1+1+3 = 1+1+1+1+1+1+1

Para el camino inverso deberiamos expresar cada suma de repetidos como suma respecto a
potencias de 2 distintas que se sacan como factor.comun.

7 =3+3+1 = 5+1+11=1+1+1+3 = 1+1+1+14+1+1+1 = *2+1=5+2*1=4*1+3=4*1+2*1+1

Serian siempre todos distintos, porque o se diferencian en el nimeros sacado factor comun o
en las distintas potencias de 2.

PARTICIONES CON SIS RESTRINGIDOS

En elanterior apartadohemos supue® que el nUmero de sumandos en una particién era

libre, hasta el mayor posible. Puede ocurrir, sin embargo, que sélo deseemos usar un maximo
de hasta tres sumandos, 0 exactamente cuatro o cualquier otra posibilidad. Por otra parte, los
sumandos pueden eat restringidos en magnitud dentro de un rango. Esto complica un poco
las cuestiones.

Veremos con algunos ejemplos la utilidad de las funciones generatrices y la posibilidad de
comprobar resultados con la hoja Cartesius.

¢ De cuantas formas se puede descampr el nimero 8 en sumandos no mayores que 47?

Si has entendido de qué van las funciones generatrices comprobaras que la siguiente es la
adecuada para este caso

F(X)=(1+xH63+xX¢b X 0 §+fbfB X 0 dafHB X 0 §+fidib X 0



Como en casos anteriores podemos expresarlo como sumas de sucesiones geométricas

1
1-x0)(1-x3)1-x3)A-x%

sz4(n) = (

Y en general

k
1
Prep(n) = nm
Jj=1

Para aplicarlo al caso de 8 bastara buscar su coeficiente en la F.G. aplicada al caso en el que
k=4. Lo escribimos en PARI

print(taylor(1/(1-x)/(1-x"2)/(1-x"3)/(1-x"4),x,9))

Y obtenemos
F.G.=1+x+2x"2+3*X"3+5*XM+6*X"5+9*Xx "6+ 1 1 *XA 7+ 1 5*X 8+ O (x"9)
Luego la solucién del problema es P(8/sumandos no mayores que 4)=15
Particiones conjugadas

Ahora usaremos una técnica muy simple, pero que da buenos resultado® veiamos en
otra entrada

(http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2011/02/particionagie-un-numero.htm)

cadauna de las particiones se puede representar mediante un diagrama de Ferrer, en el que se
adosan tantas filas como sumandos entran en la particion, siendo la longitud de cada columna
el valor del sumando. Asi, la particion 8=4+2+1+1 se puede representar co

Cada fila representa un sumando: 4, 2, 1y 1. Todos los diagramas que formemos con estas 15
particiones tendrdn como maxima anchura cuatro cuadrados.

Lo bueno de estos diagramas, entre otras ventajas, es que si los giramos convirtiendo las filas
en olumnas y las columnas por filas seguiran siendo particiones, llarpadasones
conjugadas

Asi, la particion 3+2+1+1+1


http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2011/02/particiones-de-un-numero.html

Se puede convertir en 5+2+1

Esta correspondencia es biyectiva. Si en las 15 particiones consideradas ninguna podia
sobrepasar lanchura de 4, sus conjugadas no podran tener mas de cuatro filas, esyecir,
de cuatro sumandos

Esto es muy interesantéas particiones en sumandos no mayores gue k coinciden en
namero con las particiones en no mas de k sumandos

En nuestro ejemplo:i &xisten 15 particiones de 8 en sumandos no mayores que 4, también
seran 15 las que se obtengan con no mas de cuatro sumandos libres.

Asi gue si alguna vez no puedes construirla F.G. de un tipo de particiones, puedes acudir a las
conjugadas por si resaltmas sencillo. El siguiente ejemplo lo aclara.

¢ De cuantas formas distintas podemos descomponer el nimero 12 en exactamente cuatro
sumandos?

Acudimos a la conjugada: Este problema es el mismo que descomponer 12 en sumas de las
cuales el mayor sumando sdaDe otra forma: debe figurar al menos un 4 y el resto ser 1,2 o
3.

De esa forma la F.G. es facil de obtener:
F(X)=(1+xxb X 0 6B X 0 afbb X d+688¢% X 0
(hemos suprimido el 1 en el mayor sumando)

Generalizando

i 1
P = "| | .
e (X) = x T
J=1

Efectuamos las comprobanes en nuestro ejemplo
Con la funcion generatriz y PARI

print(taylor(x*4/(1-x)/(1-x"2)/(1-x3)/(1-x4),x,9))



Desarrollo: X*M+x"5+2*xN6+3*XN 7 +5*XN8+6*X"9+9*XN10+11*x 1 1+15*x"12+0(x"13)

Solucién: el coeficiente de 12, que es 15.

Problema conjugado

Ahora, en lugar de cuatro sumandos, el maximo ha de ser siempre 4, pero eso no es operativo,
pues podemos eliminar siempre ese 4 y en lugar de formar una suma 12 pedimos que la suma
sea 8. Este problema lo tenemos resuelto mas arriba y nos resulté 15,erarde esperar.



COLLARES BICOLORES

En esta seccién se usan los collares como objetos matematicos que nos permiten aclarar los
conceptos deérbita y estabilizador

INTRODUCCION

Supongamos que en un hilo cerrado ensartamosentas para formar un collarde ellas de

color negro ysde color blanco, conts=n Lo dejamos sobre una mesa y permitimos todos los
giros posibles, lo que evidentemente deja invariante la estructura de las posiciones mutuas de
las blancas y las neag. Por razones de simplicidad (aunque de hecho'se hace y esta
estudiado) prohibiremos cualquier movimiento del collar fuera de lamesa (en el espacio
tridimensional)

¢, Como se estudiarian matematicamente estas estructuras en forma de collar?

La primerddea es la de que se trata de permutaciones circulares, pero el problema es algo
mas complicado. Lo.abordamos.

Consideremos todas las permutaciones posibles de r negras y s blancas. Sabemos que su
namero esG, =G, s =nl/(r!.s!) Asi, si usamos 3 negrad plancas obtendriamos &G =
6!/(3!*31)=20 permutaciones. Si representamos las blancas con una O y las negras con X,
resultarian las siguientes (se puede ignorar por ahora la Gltima columna):

C1
Cc2
C3
C1
C3
C4
C2
C2
C3
C1
C1
C2
C3
C3
C4
C2

XXXXXXO0O00000O0O0O0OO0
OO0O0000O0OXXXXXX0000
XXXO0O00O0OXXX000XXXO0
XOOXXOX0O0O0OXX0O0OXXO0X
OXOXOXOX0OX0OXX0XX
OOXOXXOOXOXX0O0OXXX



XXO000X C
XX O0O0XO0O C2
XX O0OXO0O0 C3
XXX000 C1

Intenta imaginar cada permutacién como circular y agrupa aquellas que representen el mismo
collar. Puedes imaginarlas situadas sobre la esfera de un reloj con la primera cudiat en
docg @& | @I y sdntifdoe laSaguja$ fsi lo haremos a partiatiera.

Es un ejercicio muy bueno para dominar el tema. En la dltima columna de la tabla se han
destacado con los simbolos C1)C2,f 2&4 RAaGAyG2a O2ftfl NBa | dzS

Han resultado tres tipode collares C1, C2 y C3 representados cada uno por 6 permutaciones y
luego otro tipo, el C4, representado por dos. Los dibujamos:

GO0

Si analizas un poco este conjunto adivinaras por qué el cuarto tipo contiene sélo 2
permutaciones y los otros 6. Por ahooadejamos aqui y-en la siguiente entrada lo
interpretaremos en términos de érbitas en un conjunto sobre el que actda un grupo.

Mientras tanto, intenta estudiar el-mismo.tipo de collar pero con sélo dos cuentas negras y
cuatro blancas.

00

¢, Cuantas permutaaimes forman cada uno de los tres tipos de collar? ¢ Por qué solo existen
tres tipos?

ORBITAS Y ESTABID®RES

Llamemo<Cal conjunto de permutaciones decuentast de ellas de color negrosde color
blanco, corr+s=n.En total existirarCn,r=Cn,glementos. Con las condiciones que se
impusieron en la anterior entrada en la definicion de un collar se advierte que vamos a
someter a ese conjunto C a una serie de giros, y que consideraremos pertenecientes a un
mismo collar a las permutaciones que se puedemvertir una en la otra mediante un giro.

Concretamos:



g

C
e

g9,

Llamemogy; al giro que traslada cada cuenta al lugar de su siguiente en el sentido de las
agujagdel reloj. En términos de permutaciones equivaldria a mover cada elemento un lugar y
al ultimo convertirlo en primero. Asi, en la permutacion XOXXO el efectpsdei@ OXXOX. Se
puede formalizar mas, pero asi se entiende bien. Esta definicion es irtleptndel nUmero

de cuentas.

Igualmente, llamaremos,@ la composicion de,gonsigo mismo, es deciy(g)=

(g0 (X)=g(a1(x)). En la practica equivaldria a un giro doble. De igual forma podemos definir el
giro triple g(x)= (g.g)(X)=g(x(X)) y assucesivamente hasta llegar aque equivaldria a la
transformacion identidad e.

Hemos definido en realidad un grupo G (puedes demastrarlo), el de los giros en C, subgrupo
del de sustituciones de C. Formalizamos la idea.

Diremos que un grupo G actla solore conjunto C cuando para cada elemento g de G se

define una operacion externa g(x)=y, donde x e y son elementos del conjunto C, tal que cumpla
e(X)=x y ademas (g.f)(X)=g(f(x)), ambas para todo x de C. En nuestro caso de giros sobre
permutaciones se cumpheambas, luego diremos que G actla sobre C. La imagen intuitiva es
gue se hacen girar las cuentas de todas las formas posibles.

Dos conceptos importantes se desprenden de esa definicién
Orbita

Llamaremo®rbita o trayectoriade un elemento x del conjunto C sobre el que actua G, al
conjuntoorb(x) formado por todas las imagenes posibles de x mediante los elementos de G.
En la imagen tienes un ejemplo de 6rbita segun los giros en un conjunto de seis cuentas.

RN RIS

Las 6rbitas no sosubgrupos, sino subconjuntos de C. Si vuelves a leer desde el principio,
entenderas que la definiciondeO2f f  NE O2A Yy OARS O2y fF RS &35 NDAI

Los collares que hemos definido coinciden con las Orbitas de las permutaciones si sobre ellas
acttan los giros.



Hay otra definicién de collar en la que entran las simetrias, pero lo dejamos por si deseas
ampliar el tema.

Estabilizador
Para una permutacion cualquiera x, llamaremos estabilizadoredé&(x)al subgrupo de giros

que lo dejan invariante, es decir, todies g tales que g(x)=x. Es facil demostrar que est(x)
constituye un subgrupo.

c4

Asi, el estabilizador de la permutacion de la imagen esta formado por el subgrupafe,3j
no ves simetrias aparentes en una permutacion, es facil que su estabilsadf®}, solo la
identidad. Repasa algunos ejemplos y veras que es facil encontrar su estabilizador.

¢ Por qué hablamos de estabilizadores? Porque nos sirven para contar orbitas o, lo que es lo
mismo, collares.

CONTEO DE COLLARES

Los conceptos de orbitaqitares en nuestro caso) y de estabilizadores esta relacionados por
un célculo. Si representamos como |C| al cardinal de un conjunto C, tendremos que

Si G actua sobre un conjunto C, para cada elemento x de C se cumple que

|Orb(x1|=|Gl/|est(x) |

c4

Es decirgl cardinal de la 6rbita de x equivale al cociente del cardinal del grupo que actta sobre
él y el de su estabilizador. Asi, en el ejemplo de la imagen, el grupo de giros tiene cardinal 6 y
en parrafos anteriores vimos que su estabilizador tiene 3, luegotsta contendra 6/3=2
elementos, el de laimagen y su simétrico intercambiando negras y blancas.

En los collares comprimo no existen subgrupos propios, luego todos los collares tendran n
elementos equivalentes. Estudia los collares de siete elemgnimsomprobaras.



Hay una forma de contar todos los collares mediante Orbitas y estabilizadores. Se trata del
lema o teorema de Burnside:

Sea G un grupo que actua sobre un conjunto C, y llamemos r(g) al nimero de elementos de C
gue guedan invariantes respto a g (X=g(x)). En ese caso el nimero de 6rbitas en C viene dado
por

1
0: =151, 7@

qEG

Puedes consultar la demostraciéon en textos adecuados.

Lo aplicamos al caso de collares de 6 cuentas, 3 negras y 3 blancas. Contamos los puntos fijos
de cada giro:

e: Todos loglementos son fijos, contamos 20 elementos
01, &, Gs: No tienen elementos fijos
0>, . Cada uno presenta 2 elementos fijos. Contamos 4

Aplicamos el teorema de Burnside: O=(20+0+4)/6 = 4 ¢rbitas, tal como sabiamos desde el
principio. Encontramos cuatrmollares distintos.

En el caso que propusimos de 2 cuentas negras y. 4 blancas tendriamos:
Numero total de elementos: 6!/(2!.4!)= 15 permutaciones

e: Todos los elementos son fijos, contamos 15 elementos
On, @, &, 0s:No tienen elementos fijos
gs: Presenta8 elementos fijos.

Luego O=(15+0+3)/6 = 3 oOrbitas, que se corresponden con los propuestos en nuestra primera
entrada.

Puedes estudiar el caso sencillo de collares de 4 cuentas. Desarrolla por separado los casos de
3 de un colory 1 del otro o el de 2 cade de cada clase. Te deben resultar un collar del primer
tipo y dos del segundo. Dibujalos si quieres.

En el caso de 7, al ser primo, no hay puntos fijos y el célculo se reduce a dividir entre 7 el
numero de permutaciones. Por ejemplo, $i€5 =35, elnUmero de collares seré igual a 35/7

= 5. Enelcaso de 5y 2 serian 3=21/7

Ahf los tienes todos



Son 10 en total, y si le afiadimos los que resultan de intercambiar negras y blancas, se

convierten en 20. Este resultado y otros similares los puedes enacaant
http://oeis.org/A000031

Conteo total
Seguimos con el tema de collares, pero solo aquellos que estan sometidos a giros planos, sin
tener en cuenta simetrias. Hemos indicado que este otro caso, algoamdsejo, lo dejamos

como complemento.

Descubrimos en la entrada anterior que para n=7 existian 20 collares distintos, e igualmente se
podria haber razonado que para n=6, caso que hemos estudiado exhaustivamente, serian 14.

Si consultagittp://oeis.org/A000031veras que los resultados son

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11

C 1 2 3 4 6 8 14 (20 |36 |60 |[108 |188

Existe una formula, que puedes consultarhgp://mathworld.wolfram.com/Necklace.html

Para calcular esos nimeros sin acudir a un analisis individual de cada collar. Es esta, adaptada
al caso.de 2colores:

Cm) =Y p(ayznd

La variable recorre todos los divisores de n desde 1 hasta.n 0y Bsila funcion indicatride
Euler que indica el total de nUmeros menores que d y primos con él incluido el 1.

Apliguemos la férmula al caso 6:
Divisores: 1,2,3,6

LYRAOIFIR2NBAY . o6MOIMI , O0HOIMI . 000THY . 6cOTlH
Total: C=(1*2+1*2%+2*2%+2*2")/6=(64+8+8+4)/6=84/=14, como ya sabiamos.


http://oeis.org/A000031
http://oeis.org/A000031
http://mathworld.wolfram.com/Necklace.html

En el caso de 7:

Divisores:1,7
LYRAOIR2NBAaY .omM0OI'mI . 6T1T0TC
Total: C=(1*2+6*2"/7 = (128+12)/7 = 140/7 = 20, que también coincide.

r‘b\‘.
Q®

®




