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PRESENTACION

Los temas de Aritmética Modular son muy poco
conocidos para personas con cultura matematica de
tipo medio. Sin embargo, su aparente simplicidad y la
elegancia de sus desarrollos los convierten en un
pequeno tesoro.

Otra caracteristica es que aparecen por sorpresa en
otros planteamientos que se diria ajenos a estas
cuestiones. Son pocos conceptos pero muy potentes.

Como advertiremos en todos los documentos de esta
coleccion, el material presentado no contiene
desarrollos sistematicos, ni pretende ser un manual
tedrico. En cada tema se incluiran cuestiones curiosas o
relacionadas con las hojas de calculo, con la unica
pretension de explicar algunos conceptos de forma
amena.



A partir de la edicion 2016 se han incorporado los
temas de orden de un lemento, raices primitivas y e
indices modulares, con lo que ha quedado un
documento bastante completo.
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GENERALIDADES

LA EXPONENCIACION MODULAR

En algunos problemas, como en el criterio de primalidad
de Fermat, debemos elevar un elemento de Z, a un
exponente alto. Son frecuentes los problemas del tipo
“;en qué cifra termina 263"%'?” o “;es cierta la
congruencia 2**'*=1 (mod 23)?”

Si el exponente es grande pueden desembocar en
calculos muy complicados, por lo que se acude a la
exponenciacion por duplicacién. Estas técnicas que se
basan en duplicar son muy antiguas. Ya conocemos el
método usado en Egipto (ver
http://hojamat.es/parra/mat_antig.pdf) y posteriormente
la llamada multiplicacién a la rusa.

Tenemos implementada, como una curiosidad, esta
suma para hojas de calculo

(ver
http://hojamat.es/sindecimales/aritmetica/herramientas/
herrarit.htm#peque) y también tienes una exposicion
tedrica en

http://tiopetrus.blogia.com/2005/042501-multiplicacion-
a-la-rusa-1-.php
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Aqui nos va a interesar la parte comun de los
algoritmos de duplicacion.

Recordemos el algoritmo de la multiplicacién rusa:

Primer factor Segundo factor Producto

Y4 456 456

43 912 912
21 1824 1824
10 3648

5 7296 7296
2 14592

1 29184 29184
0 58368

39672

Si multiplicamos, por ejemplo, 87 por 456, vamos
dividiendo 87 entre dos de forma entera, sin decimales,
hasta llegar al 0. Simultdneamente duplicamos el otro
factor 456 cada vez que dividamos el otro. Después
sumamos los multiplos de este numero que se
correspondan con los cocientes impares del otro, en el
ejemplo

456+912+1824+7296+29184=39672
que coincide con el producto de 87*456.

Esto funciona porque los cocientes impares producen
un 1 en la representacion binaria de 87 y los pares un
cero, por lo que tiene sentido sumar soélo los primeros, y
como estamos duplicando en cada proceso, lo que
hemos conseguido es lo siguiente:

87*456=(1+2+4+16+64)*456=456+912+1824+7296+29
184=39672

En forma de algoritmo podria expresarse asi:

Public Function rusa(a,b)
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Dim s

s=0 ‘Seiniciala suma a cero

While a > 0 ‘Mientras a no llegue a cero, se divide
entre 2

If (a/2) <>Int(a/2) Thens =s + b ‘Si es impar se
suma

b=2*b ‘Seduplicab

a=Int(a/2) *Se divide a

Wend

rusa =s ‘La funcién recoge el valor de s

End Function

Si copias este listado, lo puedes trasladar al modulo
Basic de una hoja de calculo para comprobarlo. Los
parametros a y b son los factores.

Podiamos intentar un proceso similar con la
potenciacion. Por ejemplo, para calcular 7' podriamos
proceder asi:

1 7 7

3

6 49
3 2401 2401
1 5764801 5764801

96889010407

7M3= 96889010407

En lugar de duplicar, elevamos al cuadrado, y al final
multiplicamos en vez de sumar.

Para el conjunto Z la potenciacion desemboca pronto
en numeros grandes, pero no asi en Z,, pues los
resultados siempre tendran como cota m y este método

puede ser muy util. Incluso se puede intentar
7



mentalmente. Por ejemplo, calcular 7% (mod 5): 7=2
(mod 5); 7°=4 (mod 5); 7*=1 (mod 5); 7°=1 (mod 5) y ya
todos valen 1, luego

703=73216+8+4+ 241 _oxgx1%1%1*1=8=3, luego 7°°=3 (mod 5)

El algoritmo de la multiplicacidn rusa se puede adaptar
facilmente a esta exponenciacion

Public Function expo(a, e, m) ‘Los parametros son
base, exponente y modulo
Dim p

p = 1 ‘inicia el producto final

While e > 0

If (e/2)<>Intfe/2) Thenp=p *a:p=p-m *Int(p/
m) ‘si es impar multiplica y reduce a resto médulo m
a=a”"2 a=a-Int(a/m)*m ‘se eleva al cuadrado
reduciendo a modulo m

e = Int(e / 2) ‘se divide el exponente

Wend

expo =p

End Function

Esta seria la exponenciacion modular o binaria, que
resulta imprescindible en calculos con grandes
numeros, porque soélo utiliza un numero de
multiplicaciones del orden del logaritmo de n, y no de n
como el algoritmo clasico.

No resisto incluir la version recursiva que aparece en
Wikipedia (para 2)



x sin=1
ny 2 .
" = (1?) si n es par

T x "' sin esimpar

Si has leido nuestra entrada

http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2012/03/funci
ones-recursivas-en-las-hojas-de.html

sabras que, con limitaciones, el Basic de las hojas
admite recursividad. En efecto, hemos probado esta
definicion para modulo m y funciona:

Public Function expo2(a, e, m)
Dim ep

If e=1 Then

ep = a ‘Definicion de parada de la recursion

Elself e = Int(e / 2) * 2 Then ‘Caso par

ep = (expo2(a, e/ 2, m)) » 2: ep = ep - m * Int(ep / m)
‘Elevacién al cuadrado

Else

ep =a *expo2(a,e-1, m): ep =ep-m *Intlep / m)
‘Caso impar

End If

expo2 =ep

End Function

{QUE HAY DETRAS DE LOS DECIMALES
PERIODICOS?

Hace unos meses comentaba con un amigo el

tratamiento que se podia hacer con hoja de calculo de
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los decimales periddicos. Ya en una de las primeras
entradas de este blog encontrabamos los decimales de
este tipo

(http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2008/10/gran
des-periodos.html)

Lo que no nos planteamos en esa ocasion fue el calculo
del numero de decimales del periodo, su longitud,
mediante un calculo directo, ni tampoco la del
anteperiodo. Lo abordamos hoy mediante la ayuda de
las congruencias y de los restos potenciales.

¢ Qué es sacar decimales en una divisibn o en una
fraccion?

Fundamentalmente se trata de multiplicar los distintos
restos por 10 y hallar su nuevo resto respecto al
cociente. Al reiterar el proceso, cuando este se repita,
ya hay periodo. Lo desarrollamos.

Si tenemos una division entera de dividendo D, divisor
d, cociente Q y resto R, sabemos que estan
relacionados por D=d*Q+R. Si multiplicamos R por 10 y
volvemos a dividir entre Q (sacar el primer decimal)
obtendremos R*10=d*qs+r;, donde q; es el primer
decimal y r; el siguiente resto. Si unimos ambas
relaciones se obtendra

D*10=(10*Q+q1)*d+r;
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El paréntesis representa el nuevo cociente con un
decimal, pero sin coma, es decir, multiplicado por 10.
Ya hemos sacado un decimal.

Si damos otros pasos obtendremos
D*10%=(10*Q+10*q+qy)*d+r,
D*10°=(10**Q+10%*q+10*qz+qs)*d+rs

Y asi seguiriamos hasta un resto cero o una repeticion
de valores que diera lugar a un periodo.

Desarrollo decimal exacto o periédico

Sabemos desde la ensefanza secundaria que si el
divisor solo posee los factores primos 2 y 5 el proceso
anterior nos lleva a un resto nulo y al fin del calculo, lo
que llamamos decimal exacto. Si existen otros factores
aparecera un anteperiodo si entre ellos figuran el 2 o el
5 y finalmente, el decimal se convertira en periddico con
un periodo inferior o igual a d-1.

¢ Qué hay detras de estos hechos? Pues los restos
potenciales del 10 respecto al divisor.

Los repasamos.
Restos potenciales

Imaginemos las congruencias definidas respecto a un
modulo m
(http://hojamat.es/sindecimales/conqruencias/teoria/
teorcong.pdf) y sea n un numero natural. Llamaremos
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Restos potenciales de n respecto a m a los restos
producidos por las distintas potencias naturales de
n respecto al médulo m.

Por ejemplo, los restos potenciales de 5 respecto al
modulo 3 son:

De 5° el resto es 1, de 5" el resto es 2, de 5% el 1, de 5°
el 2, y asi siguen de forma periddica.

Se puede ver muy facilmente que si se tiene un resto
potencial de n respecto a m, para conseguir el siguiente
basta multiplicar el actual resto de nuevo por n y
hallarle el resto respecto a m. No hay que hallar la
potencia completa.

El conjunto de restos potenciales sigue unas pautas
muy sencillas:

1. Si m sélo contiene los factores primos de n, se
llegara a cierta potencia de n que sera multiplo de my
por tanto, a partir de ella, todos los restos potenciales
seran nulos.

Seria el caso, por ejemplo, de los restos potenciales de
60 respecto al 18, cuyos factores primos 2 y 3 lo son
también de 60. La potencia k que consiga que 60" sea
multiplo de 18 producira un resto cero y al seguir
multiplicando por 60 también seran nulos los restos que
aparezcan.

60°=1(mod 18
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60'=6 (mod 18

60%=0 (mod 18

60%=

6 (

60°=0 (mod 18
0 (
0 (mod 18

Ya todos serian nulos. Hemos tenido que llegar a 60°
para absorber el 3? que figura en el desarrollo de
18=2*3°

Este desarrollo y los siguientes los puedes comprobar
con la herramienta “Restos potenciales” que puedes
descargar desde

http://hojamat.es/sindecimales/conqruencias/inicon
gruencias.htm

En general, habra que llegar a la potencia que viene
determinada por el mayor de los cocientes (por exceso
si no son enteros) entre los exponentes de los factores
primos de m y sus homologos en n.

En efecto, si n=p?q°r®* y m=p*q”r® supongamos que
elevamos n a un exponente k y que con eso
conseguimos que n* sea multiplo de m. Esto nos
llevaria a que

N*=( p?q°r®)* = p*q™r* sea multiplo de m= p?q°r°, que a
su vez implica que ak=a’, bk=b’ y ck=c’, lo que supone
que k sea mayor o igual que los cocientes a’/a, b’/b y

13
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c’/c, tal como hemos afirmado: el minimo valor de k es
el mayor cociente tomado por exceso entre los
exponentes en n y sus homologos en m.

2. Si m es primo con n, los restos son periddicos de
periodo el indice o gaussiano de n respecto a m. El
resto 1 se producira en los multiplos de ese gaussiano.

Si recorremos los restos potenciales de n respecto a m,
si ambos son primos entre si, por el teorema de Euler
se cumplira que

n?0m =1 (mod m

Se representa mediante @(m) la indicatriz de Euler

(ver
http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2012/07/la-
herencia-de-euclides-5-la-funcion.html)

Asi que a partir de una de las potencias aparece el
resto 1 y al seguir multiplicando por n iran apareciendo
los demas de forma periddica.

Otra forma de verlo es que en este caso n es inversible
en Z,, no divisor de cero, por lo que sus potencias
produciran todas restos no nulos (ver
http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2012/06/la-
herencia-de-euclides-3-el-anillo-zm.html) y esto nos
llevara a que se repita alguno, porque su maximo
numero es m-1.
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Sean dos potencias de n que producen el mismo resto:
n=n"" (mod m. En ese caso se cumplird que n""-
n"=n'(n"-1) sera mdultiplo de m. Pero este es primo con
n, luego no puede dividir a n" y lo hara a n"-1. Esto
quiere decir que n"=1 (mod m y podemos afirmar que:

En general, no hay que llegar hasta el exponente
¢(m) para conseguir un resto igual a 1. Llamaremos
gaussiano, orden o indice de n respecto a m al
menor exponente k al que hay que elevar n para
producir resto 1 respecto al médulo m.

Por tanto, cuando n y m son primos entre si, los restos
potenciales forman una sucesion periddica a partir del
primero con periodo igual al gaussiano de n respecto a
m.

3. Por ultimo, si m posee los mismos factores primos
de n y alguno mas, la sucesion comenzara con unos
restos no periodicos, tantos como el mayor cociente
entre los factores comunes de uno y otro (ver primer
caso), alos que seguiran otros periddicos.

Si m contiene factores comunes con n y otros no
comunes, lo podemos descomponer asi: m=m;*m,,
donde m, contiene los comunes y m, los no comunes.
Si volvemos a repetir el analisis anterior sobre
potencias cuyos restos se repiten, llegaremos a esto:

n’(nh-1) sera multiplo de m=m;*m, con la suposicion
de que n' produce el primer resto que se repite.
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Pero m, es primo con n', luego dividira a (n"-1). Con un
razonamiento similar al del caso 1, llegaremos a que el
menor valor de h es el gaussiano de n respecto a m,.

De igual forma, si m; soélo contiene factores primos
comunes con n, no podra dividir a n"-1, luego lo hara a
n". Hemos indicado que n" produce el primer resto que
se repite, luego todos los anteriores no perteneceran a
la parte periddica, y formaran el anteperiodo, ya que la
condicién de que m; divida a n' garantiza que r es
mayor que 0. Para que n" sea mudltiplo de m, sélo
tendremos que usar el criterio del mayor cociente de
factores comunes, como en el primer caso.

Aplicacién a los decimales peridédicos

Todo lo que hemos aprendido se aplica a la generacion
de decimales. Aqui n=10, luego los factores comunes
solo seran el 2 y el 5. El divisor d equivale a la m que
hemos usado en los razonamientos.

Antes de generarlos, la fraccion DI/d se habra
convertido en irreducible, luego D y d son primos entre
si. Esto es muy importante, porque segun una conocida
propiedad de la aritmética modular, si la sucesion 10,
102, 10°%, 10%,...la multiplicamos por D, coprimo con el
modulo d, la sucesién resultante D*10, D*10%, D*10°,
D*10%,...forma un sistema de restos con las mismas
propiedades, salvo quizas los valores de los mismos.
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Resumiendo:

Si d sélo contiene los factores 2 y 5, el proceso de
generacion de decimales termina con un r=0 (cuando
la potencia de 10 del primer miembro contenga 2 y 5
con exponentes mayores o iguales a los de d) y se
obtendra un desarrollo decimal exacto.

Si el divisor d no contiene como factores ni el 2 ni el 5
se producira un decimal periédico puro en la que
todos los restos se repetiran a partir del primero, con
periodo igual al gaussiano de 10 respecto al divisor d

Si d contiene ademas del 2 o 5 otros factores, el
desarrollo comenzara con k decimales no periddicos (el
anteperiodo), siendo k el mayor exponente tomado
entre los del 2 y el 5 que figuran en la factorizacion
prima de d, seguidos de un periodo con tantas cifras
como indique el gaussiano de 10 respecto a la parte de
d que no contiene 2 ni 5. Se formaria un decimal
periodico mixto

Herramienta con hoja de calculo

Con el apoyo de la teoria explicada describiremos a
continuacion una sencilla herramienta para hojas de
calculo que encuentra el anteperiodo y el periodo de un
desarrollo decimal.

Necesitaremos las siguientes operaciones:

(1) Simplificar la fraccion cuyo desarrollo decimal

deseamos conocer. Esto se consigue en las hojas de
17



calculo dividiendo las celdas del numerador y del
denominador por su MCD mediante la funcién
M.C.D(A;B)

(2) Extraer del denominador los factores 2 y 5 tomando
nota de sus exponentes (cero si no figuran) y
quedandonos con el maximo, que sera el numero de
cifras del anteperiodo

Un coddigo posible para la extraccion del 2 (igual se
procede para el 5) puede ser este:

Public Function expo2(n)
Dim e, m

m=n

e=0

Whilem/2=m\ 2
e=e+1

m=m/2

Wend

expo2 =e

End Function

Nos devuelve cero si el 2 no es divisor del denominador
y el exponente en caso afirmativo. En la imagen puedes
ver la disposicion de calculo que hemos elegido. El
maximo se consigue con la funcion MAX(A;B) aplicada
a los dos exponentes (del 2 y del 5)

18



Periodo y anteperiodo

Numerador | 234561 | Denominador 30940

Fraccion simplificada 234561 30940

Exponente del 2 2
Maximo exponente 2
Exponente del 5 1

El anteperiodo tendra 2 cifras

(3) Obtener la parte del denominador coprima con 10.
Para ello basta dividir el denominador entre las dos
potencias de 2 y 5 obtenidas.

(4) Obtener el gaussiano de 10 respecto a esa parte
coprima. Podriamos usar exponenciacion modular

(ver
http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2012/03/de-la-
multiplicacion-rusa-la.html),

pero en este caso, como la generaciéon de restos se
realiza mediante mltiplicaciones por 10, hemos elegido
el método directo, que no es demasiado lento en el
rango de numeros que manejan las hojas.

Anadimos comentarios al codigo:

Public Function gauss10(m)
Dimr, g, i

g=1
r=10-m * (10 \ m) ‘Obtenemos el primer resto
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While r <> 1 ‘Mientras no encontremos un resto igual a
uno, seguimos

r=r * 10 ‘Cada resto es igual al anterior multiplicado
por 10

r=r-m*(r\m)‘y convertido en resto médulo m

g =g + 1 ‘En cada ciclo aumenta el gaussiano

Wend

gauss10=g

End Function

Parte del denominador coprima con el ndmero 10 1547

Gaussiano del 10 respecto a esa parte 48

El periodo tendra 48 cifras

En el caso de la primera imagen el denominador era
30940, que contenia como factor 22*5. Eliminado este,
quedo reducido a 1547, y aplicando el calculo del
gaussiano resulta nada menos que un periodo de 48
cifras, fuera del alcance ordinario de una hoja de
calculo.

(5) Expresion del anteperiodo y el periodo. Cuando
ambos presentan muchas cifras, como en el caso del
ejemplo, es mejor expresarlas en forma de texto, y no
de numero. El procedimiento consiste basicamente en
el mismo usado para encontrar el gaussiano, multiplicar
cada resto por 10 y reducirlo a resto modulo el
denominador. Sirve igual para las cifras periédicas que
para las no perioddicas. La diferencia ahora es que los
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restos los convertimos en texto y los vamos
incorporando a una cadena del mismo tipo.

El procedimiento completo puede resultar aburrido y
dejamos su estudio a quien descargue la herramienta e
inspeccione su coédigo. Para el resto de lectores
resultara una buena forma de comprobar los calculos
manuales.

Al necesitar calcular por separado la parte entera, el
anteperiodo y el periodo, hemos preferido usar un botén
y una macro para mayor comodidad:

Parte entera 7

Pulsa aqui para ver .
et Anteperiodo =58

Periodo =115707821590174531351001939237233354880413703943

Tienes esta herramienta en la direccion

http://hojamat.es/sindecimales/aritmetica/herramien
tas/herrarit. htm#tperiodo

EL ALGORITMO EXTENDIDO DE EUCLIDES

No vamos aqui a explicar el algoritmo de Euclides.
Mucho mejor lo desarrollan estas paginas vy
documentos:

http://es.wikipedia.org/wiki/Algoritmo de Euclides
21
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http://mathworld.wolfram.com/EuclideanAlgorithm.html

http://hojamat.es/parra/divisibilidad.pdf

Asi que supondremos que nuestros lectores conocen el
algoritmo y poseen alguna nociéon de su variante
extendida, que viene a reducirse al desarrollo en
fracciones continuas y del calculo de convergentes o
reducidas. También se puede interpretar como el
recorrido inverso del algoritmo hasta llegar a la
Identidad de Bezout. Si no te suena esto mucho puedes
profundizar en las paginas anteriormente citadas y en
estas:
http://hojaynumeros.blogspot.com/2009/09/fracciones-
continuas-1-definicion.html

http://hojaynumeros.blogspot.com/2009/10/fracciones-
continuas-2-reducidas.html

y mejor todavia
http://www.hojamat.es/parra/fraccioncont.pdf

El algoritmo extendido supone tres fases de calculo:

(1) El algoritmo para el calculo del MCD. Lo recordamos
en esta imagen:

o | a4 | % % | 5| . Mo
r-1

(2) Se despejan los restos a partir de las identidades de
la division entera:
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r=D-d*q,
r,=d-r’q,

— *
=0,

- *
=T 9,

(3) Sustituimos rqy en la formula de r,, con lo que éste
dependera solo de D y d. Proseguimos sustituyendo r,
en r;, este en ry, y asi hasta llegar al MCD que
dependera entonces solo de D y d y habremos obtenido
la identidad de Bezout: MCD=m*D+n*d

Este proceso puede complicarse algebraicamente, por
lo que se sustituye por calculos mas automaticos, como
el algoritmo de las reducidas, que explicamos en

http://hojaynumeros.blogspot.com/2009/10/fracciones-
continuas-2-reducidas.html

Aqui nuestro objetivo es recorrer con una hoja de
calculo la técnica del algoritmo de Euclides extendido y
su aplicacion a la resolucion de ecuaciones lineales en
Z,, del teorema chino, los elementos inversibles de
ese anillo Z, y su aplicacion a las propiedades de la
indicatriz de Euler. Todo un programa de trabajo que
nos ocupara algunas entradas.

Rutinas y funciones

Para este estudio hemos confeccionado una hoja de
calculo en la que todo el algoritmo extendido se puede
expresar mediante funciones. Asi, el segundo cociente

puede escribirse, segun veremos, como COC(2), una
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convergente en el desarrollo mediante fracciones
continuas como NUM(4) y DEN(4), y asi con otras. Esto
se ha concebido asi porque existen varios calculos que
usan el algoritmo extendido, y es preferible, en lugar de
usar varias celdas cada vez, efectuar una llamada a la
rutina Euclides(x;y) que nos devuelve los resultados en
forma de funcién.

Para entenderlo es mejor estudiar la primera hoja de la
herramienta que hemos confeccionado (Euclides.ods o
Euclides.xIsx) y que puedes descargar en esta direccion

http://hojamat.es/sindecimales/divisibilidad/herramientas
/herrdiv.htm
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Cocientes Namero de cocientes 5 MCD. 30 Comvergentes (o reducidas)

Coc( 1) 0 Identidad de Bezout NUM( 1) ODEN( 1) 1
COoC( 2) 2 NUM( 2) 1DEN(
€OC( 3) 26 (-55)" 3210+(27)" 6540= 30 NUM( 3) ODEN(
COC(4) 1 NUM( 4) 1DEN(
COCi 5) 3 NUM( 5) 26DEN(

(

(

H‘#‘H‘E‘E‘# T‘H‘

2)
3)
4)
5 83
NUM(E)  27DEN(6)
NUM(T)  107DEN(7)

Se observa que en la parte superior se desarrolla el
algoritmo de Euclides sin uso de macros. El
M.C.D(3210,6540) se obtiene por las clasicas divisiones
enteras en las que los restos pasan a ser divisores.
Aprenderas mucho de hoja de calculo si la analizas.

La segunda parte se activa con un boton. Esto significa
que hay una macro detras. En efecto, es la subrutina

Euclides(X;Y), donde X e Y son los numeros a los que
24
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se les calcula el M.C.D. Estas son explicaciones sobre
la programacién de la hoja, pero puedes prescindir de
ellas. Toma esto como una herramienta que sistematiza
los calculos. Lo importante es que segun ves en la
imagen, aparecen todos los datos en forma de funcién.

COC: Son los cocientes que aparecen en el algoritmo
aplicado a 3210 y 6540 (ver imagen), 0, 2, 26, 1, 3.
Estos serian también los cocientes de la fraccion
continua que desarrolla 3210/6540. Asi que esta hoja te
permite efectuar esos desarrollos. Puedes comprobar
los ejemplos que da Rafael Parra en su documento
para entender esto mejor.

Reducidas: También las reducidas de la fraccion las
tienes en la parte derecha en forma de funciones. Las
rotuladas como NUM son los numeradores y DEN los
denominadores.

Por curiosidad, efectua productos cruzados entre ellos y
veras que siempre obtienes +1 o -1. Por ejemplo,
26*55-53*27=-1. Esto se puede demostrar que es asi.
Consulta las paginas recomendadas. ElI mas
interesante es el que se forma con las dos ultimas:
27*218-55*107=1, por varias razones:

La ultima reducida coincide con la fraccion primitiva
simplificada 3210/6540=218/107, luego esta hoja
también te sirve para simplificar fracciones dividiéndolas
entre el M.C.D. del numerador y el denominador, que
por cierto en la hoja no se llega a efectuar esa
division nunca. El algoritmo extendido simplifica los
datos originales sin dividir.
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e La igualdad 27*218-55*107=1 multiplicada por el MCD
30 y quizas con un cambio de signo (que no es el caso
en este ejemplo) se convierte en la ldentidad de
Bezout, que la tienes también reflejada en la hoja: El
MCD 30 expresado como combinacion lineal entera de
3210 y 6540: ( -55)* 3210+( 27)* 6540= 30. Ademas, 30
es el minimo numero entero positivo que satisface una
relacion lineal de este tipo. Siempre me ha encantado
esta propiedad, que algunos autores toman como
definicion del MCD. Y como sefalabamos mas arriba,
sin usar el concepto de divisor.

e Adelantando el contenido de la siguiente hoja, la
igualdad 27*218-55*107=1 permite reconocer 27 como
el inverso de 218 en el anillo Z4y7, pero esto es correr
mucho por ahora. Lo abordaremos en otra entrada.

Con esta hoja no se pretende sustituir los calculos
manuales. En este blog siempre insistiremos en su
necesidad. Sélo se pretendia el poder resumir en una
sola pagina todas las consecuencias inmediatas del
algoritmo de Euclides extendido.

En otra entrada posterior lo aplicaremos a la resolucion
de la ecuacion lineal en congruencias. Puedes ir
consultando la teoria mientras tanto.

LA ECUACION AX=B (MOD M)

También aqui remitimos a otras paginas para entender
las condiciones de esta ecuacion. En primer lugar has
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de conocer la teoria elemental de las congruencias o
Aritmética modular. Si no es asi, puedes visitar

http://hojamat.es/parra/modular.pdf

http://hojamat.es/sindecimales/congruencias/teoria/teorc
ong.htm

http://mathworld.wolfram.com/ModularArithmetic.html

Dentro de esta teoria uno de los primeros temas
importantes es el de la resolucion de la ecuacion lineal
Ax=B (mod m) vy lo traemos aqui por su relacion con el
algoritmo de Euclides. En efecto, la ecuacion dada
equivale a exigir que Ax y B se diferencien en un
multiplo de m, es decir, que Ax+Cm=B. Si leiste la
entrada anterior, esto te recordara la Identidad de
Bezout.

¢ Qué sabes de la estructura de anillo? La repasaremos
en la siguiente entrada de esta serie. Por ahora soélo
tienes que recordar que en el Algebra Elemental la
ecuacion Ax=B para numeros reales se resuelve
multiplicando por el inverso de A, si es que lo posee
(siendo distinto de cero en este caso), con lo que
tendremos A'Ax=1x=x=A"'B, que es una solucién para
X.

En los anillos en general no todo elemento posee un
inverso, es decir, otro elemento que multiplicado por él
lo convierta en la unidad (si esa unidad existe — ver
http://es.wikipedia.org/wiki/Anillo_unitario-).

27


http://hojamat.es/parra/modular.pdf
http://hojamat.es/sindecimales/congruencias/teoria/teorcong.htm
http://hojamat.es/sindecimales/congruencias/teoria/teorcong.htm
http://mathworld.wolfram.com/ModularArithmetic.html
http://es.wikipedia.org/wiki/Anillo_unitario

En el caso de las congruencias, el anillo Z,, de las
clases de restos médulo m esta formado por las clases
{0,1,2,3,...m-1} a las que llamaremos restos, y en ellos
existen algunos que pueden no tener inverso. Por
ejemplo, si m=9 los elementos de Zy son los restos
{0,1,2,3,...8} y si elegimos el 6, ningun multiplo de 6
produce un 1 como resto modulo 9. Veamos (haz tu los
calculos mentalmente para practicar):

6*1=6 (mod 9); 6*2=3 (mod 9); 6*3=0 (mod 9); 6*4=6
(mod 9); 6*5=3 (mod 9); 6*6=0 (mod 9); 6*7=6 (mod 9);
6*8=3 (mod 9)

Nunca resulta un producto congruente con 1, luego el 6
carece de inverso.

Si repasas la teoria del anillo Z,, (lo haremos también
en la siguiente entrada) descubriras que los elementos
inversibles son los numeros primos con m. Como
estamos hablando del conjunto de restos {0,1,2,3,...m-
1}, el numero de inversibles coincidira con la indicatriz
de Euler, como también veremos mas adelante. Ya ves,
todo se relaciona.

En la resolucién de A*x = B (mod m) se presentan estos
tipos:

. Si A es primo con m, existe una sola solucién x = A"*B
(mod m), por ser A inversible.

. Si MCD(A,m)=d, con d mayor que 1, para que exista
solucion ha de ser B multiplo de d. En ese caso se

simplifican los tres numeros A, B y m con lo que se
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pasa al primer caso. Se puede encontrar una primera
solucion x;= A™B(mod m) y existiran en
total d soluciones, que vienen dadas por la férmula x; =
Xo+tr*m/d (ver las paginas recomendadas)

En la segunda hoja de la herramienta que estamos
usando (Euclides.ods o Euclides.xlsx en

http://hojamat.es/sindecimales/divisibilidad/herramientas
/herrdiv.htm)

se sigue este procedimiento. Escribimos los tres datos
A,B y m. Sin usar macros, la hoja determina si tiene
solucion o0 no y si en caso de tenerla es unica o
multiple. Si existe, simplifica los datos.

Ecuacion lineal Ax=B(m

Datos Reducidos

6 3 \ Tipo de ecuacién |
2 \ Tiene varias soluciones |
10 5

3 W>
IS

En la imagen se intenta resolver 6X=4 (mod 10), que
tomaremos como ejemplo. La hoja detecta que existen
varias soluciones y simplifica 6, 4, 10a 3, 2y 5.

El truco esta en las celdas 19, 110 y J10. Investiga y
aprenderas.

Abajo figura la resolucion, que se basa en la rutina
Euclides(X,Y) ya explicada en la entrada anterior y en
ella se dan estos pasos:
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Reducidas

RN

Producto cruzado

NUM( 1) 0 DEN( 1) 1 Pentltimo DEN 2
NUM( 2) 1 DEN( 2) 0

NUM( 3) 0 DEN( 3) 1 INV(A) mod m 2
NUM( 4) 1 DEN( 4) 1

NUM( 5) 1 DEN( 5) 2 INV(A)*B 4
NUM( 6) 3 DEN( 6) 5

Soluciones 4

9

- Se calculan las reducidas y se toma el penultimo
denominador DEN(5)=2, que es un buen candidato a
inverso de A (ver la identidad de Bezout en la entrada
anterior).

- Se comprueba el ultimo producto cruzado
NUM(6)*DEN(5)-DEN(6)*NUM(5)=3*2-1*5=1 y como
vale 1, DEN(5)=2 es el inverso por ser 3*2=1 (mod 5. Si
el producto cruzado hubiera valido -1 deberiamos haber
cambiado de signo.

- Segun hemos explicado, la solucion sera igual a
INV(A)*B=2*2=4. En efecto, 6*4=4 (mod 10)

- El MCD(6,4)=2, luego existiran dos soluciones a la
ecuacion (hablamos en Z;o, porque en Z existirian
infinitas). Segun la teoria, bastara ir sumando el
cociente 10/2=5 a las soluciones, lo que nos da (lo ves
en la imagen) las soluciones 4 y 9.

Caso homogéneo

Si B es cero, esta ecuacion queda como A*x = 0 (mod
m) por lo que ademas de la solucion trivial x=0 existiran
otras si M.C.D(A,m)>1, y entonces A se confirmara
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como divisor de cero. Por ejemplo, resuelve con la hoja
6"x = 0 (mod 9) y obtendras las soluciones 0, 3y 6, ya
que M.C.D(6,9)=3>1. Sin embargo, resuelve 6*x = 0
(mod 7) y solo obtendras x=0, ya que en este caso 6 es
inversible.

Te proponemos una demostracion o comprobacion,
segun te atrevas.

Las diferencias existentes entre las soluciones de la
ecuacion A*x = B (mod m) son soluciones de la
homogénea A*x = 0 (mod m). Inversamente: dada
una solucion de A* = B (mod m), si le vamos
sumando por separado las soluciones de Ila
homogénea, resulta el conjunto de todas Ilas
soluciones de A*x =B (mod m)

Nuestro unico objetivo ha sido el que veas la relacion
de la resolucion de esta ecuacion con el algoritmo de
Euclides y que recorras toda la resolucién efectuada por
la hoja para comprender mejor los detalles de la misma.
Cualquier otro aspecto lo podras ver en las paginas
recomendadas, aunque tampoco se puede decir mucho
mas.

EL ANILLO Zy

Recordabamos en la entrada anterior la formacion del

anillo Z,, mediante clases de restos hasta formar el
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conjunto {0, 1, 2, ... m-1}. Repasa estas paginas si lo
deseas:

http://es.wikipedia.org/wiki/Aritm%C3%A9tica modular

http://hojamat.es/sindecimales/congruencias/teoria/teorc
ong.htm

http://mathworld.wolfram.com/ModularArithmetic.html

A este conjunto Z,, se le puede dotar de la suma vy el
producto médulo m que lo convierten en un anillo
conmutativo con unidad, que es el resto 1. Esto lo
tienes en

http://personales.unican.es/ruizvc/algebra/anillos1.pdf

http://en.wikipedia.org/wiki/Ring (mathematics)

http://hojamat.es/sindecimales/congruencias/teoria/teorc
ong.htm#residuales

En realidad, bastaria afirmar que Z,, es el anillo ciclico
de m elementos. Busca en la Red ese concepto, que
es muy sencillo. Por esta estructura ciclica se penso en
llamarles anillos por primera vez.

En los anillos con unidad son importantes los elementos
inversibles. De ellos trataremos aqui.

Un elemento A de Z, es inversible si existe otro
elemento X de Z,, tal que A*X=1 (mod m) Segun vimos
en la entrada anterior, esta ecuacion tiene solucidon
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unica siempre que A sea primo con el modulo m. Luego
los restos primos con m son inversibles.

Por el contrario, si A y m tienen un divisor comun, para
que la ecuacion tuviese solucidn deberia ser divisor
también de 1, lo que es imposible. Si el elemento A
tiene divisores comunes con m, entonces A no es
inversible.

Llamamos divisor de cero en un anillo a aquel
elemento A que multiplicado por cierto elemento no nulo
C del anillo, da un producto nulo: A*C=0. En este caso
en el que A tiene factores comunes con m, es un
divisor de cero, porque si D=MCD(A,m), tendremos
que A=A*D y m=m’*D. Multiplicando A por m’ (que es
no nulo) resulta Am'=A’D*m/D=A’'m, que es congruente
con cero, luego A*m’=0 (mod m) y por tanto divisor de
cero.

Los divisores de cero no son inversibles, porque si A
fuera inversible y divisor de cero, se daria una igualdad
del tipo A*C=0 con C distinto de cero, pero
multiplicando por el inverso resultaria; A"*A*C=C=A"*0
lo que daria C=0 en contra de lo supuesto.

Asi que:

Si el elemento A es primo con el médulo m,
entonces es inversible, es decir, que existe algun otro
elemento B tal que A*B=B*A=1. En entradas anteriores
vimos como encontrarlo mediante el algoritmo

extendido de Euclides.
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e Si el elemento A no es primo con m, es un divisor
de cero, y por tanto no inversible.

Grupo de inversibles

El producto de dos inversibles A y B también lo es, y su
inverso es B™*A™, ya que

(B-1*A-1)*A*B=B—1*(A—1*A)*B=B-1*1 *B=1

Como el 1 es inversible trivialmente y el inverso
también, tenemos que los inversibles forman grupo
abeliano, llamado grupo de las unidades Z*,,

Como es conocido, la funcidn indicatriz de Euler cuenta
los numeros menores que m y primos con él, por tanto,
el cardinal del grupo Z*,, coincide con la indicatriz o
funcién ¢(x) de Euler.

Si m es primo, todos los elementos son inversibles
y Z,, se convierte en un cuerpo, pero yo creo que eso
ya lo sabias.

La hoja que estamos usando en esta serie de entradas
también nos da el grupo Z*,, de unidades de Z,. Nos
seguimos basando en el algoritmo de Euclides
extendido.
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Anillo Zn

Escribe el valor de N

Iniciar ‘

Tabla del grupo1
MCD(X,N) INVERSO = ORDEN |Indicatrizde Euler [ 4 |
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Para cada elemento de Z,, se va llamando a la rutina
euclides(X,m)(de ahi Ila ventaja de tenerla
implementada como una rutina en Basic), mediante la
cual se encuentra el MCD(X,m). Si es igual a 1, se
escribe el inverso junto al elemento. En la imagen
puedes ver el desarrollo para m=12, y nos da como
elementos inversibles 1, 5, 7 y 11.

Contando los inversibles se encuentra la indicatriz de
Euler, a la que volveremos proximamente. Finalmente,
a la derecha del esquema se construye el grupo
multiplicativo de unidades. Observa que, como era de
esperar, todos los productos pertenecen al conjunto {1,
57,11}

Con esta hoja es facil comprender el teorema de Euler.
Observa, por ejemplo, la fila que corresponde al valor
7{7, 11, 1, 5} Esto quiere decir que 7*1=7, 7*5=11,
7*7=1 y 7*11=5. Imagina que multiplicamos las cuatro
congruencias miembro a miembro:
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7*1*7*5*7*7*7*11=7*11*1*5 Simplificamos entre
7*11*1*5 (porque son inversibles, si no, no se podria) y
queda

7*7*7*7 =1, es decir 7°=1. Pero 4 es la funcién de Euler
de 12 y de ahi la comprobacion del teorema:

7 °02 =1 (mod 12)

Esto no es una demostracion, pero si repites lo mismo
con valores generales p y m con p inversible, es facil
demostrar que p ®*™ =1 (mod m)

Orden de un elemento

Dado un elemento inversible a, llamaremos orden de
ese elemento al minimo numero entero tal que a'=1.
Segun el teorema citado, ese valor existe y puede ser
@(m). Si es menor, ha de ser un divisor suyo. En efecto,
supongamos que @(m) no fuera multiplo del orden r.
Entonces efectuando la division entera entre ambos
quedaria ¢(m)=qr+s, con s<r. Aplicamos esa potencia al
elemento a y obtendriamos

1=a *™ =3""°=3%"*3°%= a° , luego a’=1 en contra del
caracter minimo de r.

Asi que el orden ha de ser un divisor de la funcién
¢(m)
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Hemos incorporado a la hoja el calculo del orden de los
elementos inversibles, pero seria un buen ejercicio que
los comprobaras usando la tabla de multiplicar. En la
imagen puedes consultar el orden de los elementos en
el caso de m=10. Observa que los cuatro son divisores
de la indicatriz ¢(m)

| Anillo Zn |

Escribe el valor de N

| Inidar, |

MCD(X,N) INVERSO | ORDEN |Indicatrizde Euler [ 4 |

1 1 1

7 4

NN RIIT AT NN
(IR

EL TEOREMA CHINO DE LOS RESTOS

Este teorema lo conocemos todos, pero quizas no
hayamos pensado que es la garantia de algun
isomorfismo de anillos. Lo iremos viendo.

Se enuncia asi:

Si M;, M;, Ms...M,, son numeros enteros primos entre
si dos a dos y B; B, B;,...B, otros numeros
enteros cualesquiera, existe otro numero natural N
unico que cumple N=B; (mod M;) para todo i entre 1

yn.

N=B, (mOd M1)
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N=B, (mod M,)
N=B; (mod M)

N=B, (mod M,)

Todas las demas soluciones del sistema son
congruentes con N respecto a un moédulo H igual al
producto de los médulos.

La demostracion la puedes consultar en cualquier
manual. A nosotros nos va interesar especialmente la
unicidad de la soluciéon respecto al médulo H. Su
fundamento estd en que si dos numeros son
congruentes respecto a modulos primos entre si,
también seran congruentes respecto al producto de los
modulos. Asi, en este caso, si Ny y N, fueran dos
soluciones distintas, serian congruentes respecto a
todos los modulos My, M, Ms;...M, y por tanto
congruentes respecto a H, que es lo que garantiza su
unicidad.

La resolucion mas popular de este sistema de
ecuaciones es la que ideé Gauss:

Algoritmo de Gauss

Para calcular el numero N se sigue el proceso:
Llamemos H al producto de todos los moédulos M; y sea
M’i = H/M,

Se buscan unas m; tales que m;.M’=1 (mod M;) es decir,
sus inversos, Yy entonces la solucion sera:

N =Yi_oM;m;B; = ¥ E; B;
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donde hemos llamado E; al producto M;*m;

Se puede demostrar que las demas soluciones son
congruentes con N médulo H

Por ejemplo: Encontrar un numero n tal que al dividirlo
entre 10 nos dé de resto 7, y al dividirlo entre 9
obtengamos un resto de 3.

H=9.10 = 90 ; M’41=9 ; M’,=10 ; m;=9 (porque 9*9=81=1
(mod 10) ); my=1 (porque 1*10=10=1 (mod 9) ). Asi
tenemos que E4=9*9=81 y E,=10"1=10 y por ultimo:

N=81.7+10.3= 597. Lo reducimos a modulo 90 y queda
57. En efecto, 57=7 (mod 10) y 57=3 (mod 9)

Para encontrar las demas soluciones bastara con ir
sumando H=90: 57, 147, 237, 327,...

Estos coeficientes E; tienen la ventaja de que solo
dependen de los mdédulos, por lo que se pueden tener
almacenados si se van a usar varias veces. Por
ejemplo, si el resto deseado para méodulo 10 hubiese
sido el 2 y para modulo 9 el 6, la solucion hubiera sido
N=81.2+10.6=162+60=222=42 (mod 90) y se cumple
que el resto de 42 respecto a 10 es 2 y respecto a 9 es
6, como deseabamos.

Ya te habras imaginado que vendria la hoja de calculo
en nuestro auxilio para librarnos de algunos calculos si
el numero de ecuaciones aumenta. En la imagen tienes
el desarrollo del ejemplo anterior:
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Nimero de ecuaciones ] (Ne mas da sais ni mancs da 2)

Valores de B Valores de los modulos
(No mas de sais y en filas consecutives)
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Resolucién

Liamamos H al producto de los madulos y H al cociente de H entre el modulo m.
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En la region superior escribimos los moédulos M, los
valores de B; y el numero de ecuaciones. En el central
se calcula H, las H; y sus inversos (mediante el
algoritmo de Euclides interno que estamos usando en
esta serie). Por ultimo, se efectua la suma de los
productos triples y se reduce a modulo H, se escriben
varias soluciones y se comprueba la primera.

El caso de dos ecuaciones

Si la solucion de este problema es unica, podriamos
definir una funcién ¥(a,b,m,n) tal que a cada par de
enteros a y b y dos modulos m y n primos entre si les
asignara la solucion N tal que N=a (mod m) y N=b
(mod n). Si los modulos no fueran primos entre si le
podriamos asignar el valor de alarma, por ejemplo el
cero.

Por otra parte, para todo entero N existen dos enteros

unicos a y b tales que N=a (mod m) y N=b (mod n).

Por tanto, tenemos delante una correspondencia
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biunivoca entre el conjunto Z,xZ, y el conjunto Z,.
(Recuerda que m y n han de ser coprimos)

Esta biyeccion la hemos representado en la hoja de
calculo que nos sirve de herramienta en esta serie. En
una hoja dedicada a la misma puedes consultar las
distintas correspondencias. En la imagen tienes la
existente entre ZgxZy y el conjunto Z7,.
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Pero esta correspondencia es mas fuerte, porque
constituye un isomomorfismo de anillos para la suma y
el producto. En efecto, sabemos que para cada resto N
de Z.,n, segun el teorema chino, corresponde un resto p
en Z, y otro q en Zn y que esa correspondencia es
biunivoca. Supongamos otro N’ que se corresponda con
P’y q respectivamente. Asi, si N=p’ (mod m) y N'=q’
(mod n), podemos sumar y multiplicar miembro a
miembro ambas congruencias y quedara: N+N'=p+p’
(mod m) y de igual forma N+N’=q+q’ (mod n). Por tanto,
a la suma (p,q)+(p’+q’) en Z,xZ, le corresponde la
suma N+N' en Z,, Esto nos demuestra que la
correspondencia es un homomorfismo para la suma.
Igual razonariamos para el producto.

Por tanto, nuestra funcion ¥ quedara como un

isomorfismo entre anillo Z,%Z, y el anillo Z,, si la
aplicamos a modulos m y n coprimos, cumpliendo

41



Y(a+a’, b+b’)= ¥(a, b)+ ¥Y(a’, b’) y W¥(a*a’, b*b’)= ¥(a,
b)* ¥ (a’, b’)

Compruébalo en la tabla de mas arriba m=8 vy
n=9:¥(4,7)=52, W(2,4)=58 y Si sumamos
modularmente, Y¥(6,2)=38, que es congruente con
52+58=110, modulo 72. Si multiplicamos modularmente
ocurre lo mismo: ¥(0,1)=64 y 52*58=3016=64 (mod 72)

Correspondencia entre inversibles

Si el resto p es inversible en Z,,,, sera porque no tiene
factores primos comunes con m. De igual forma, si q es
inversible en Z,, no compartira factores con n. Si
aplicamos la funcién ¥(p,q)=N (si suponemos que my n
son coprimos), este resultado N sera coprimo con m y
con n, pues en caso contrario produciria divisores de
cero tanto en Z,, como en Z,,. Por tanto, N es inversible
enZmn

La correspondencia ¥(p,q)=N convierte inversibles
en inversibles.

Volvemos a la tabla ejemplo: 5 es inversible en Zg, 4 es
inversible en Zy. Les aplicamos la funcion ¥ y segun la
tabla queda W¥(5,3)=13, que es inversible modulo 72.

LA FUNCION INDICATRIZ DE EULER ¢(N)

Terminamos esta serie sobre las aplicaciones
encadenadas del algoritmo extendido de Euclides con

la presentacion de la funcion ¢(n) (indicatriz o indicador
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de Euler) como el cardinal del conjunto de elementos
inversibles en Z,

Sélo nos interesara por ahora este aspecto de la
funcion ¢(n)

Todas las propiedades de ¢(n) las tienes en multitud de
libros y paginas web. Entre ellas puedes consultar

http://gaussianos.com/la-funcion-phi-de-euler-otra-
genialidad-del-maestro/

http://hojamat.es/sindecimales/divisibilidad/teoria/teordiv
i.pdf

http://hojamat.es/parra/funesp.pdf

http://mathworld.wolfram.com/TotientFunction.html

Aqui solo destacaremos que @(n) es el cardinal del
grupo de inversibles Z*, (ver nuestra anterior
entrada) es decir, el conjunto de numeros menores que
n y primos con él, contando el 1. Esta definicién nos
desemboca inmediatamente en su  caracter
multiplicativo.

En efecto, en la entrada anterior explicabamos que el
Teorema Chino de los Restos nos garantizaba que
existia un isomorfismo entre el anillo Z,xZ, y el anillo
Z.,» cuando m y n son coprimos. También vimos que
este isomorfismo se podia restringir a los grupos de
inversibles, es decir, que el grupo Z*,xZ*,, es isomorfo
a Z*n.. Pues ya lo puedes tener claro...el cardinal del
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primero es ¢(m). ¢(n) y el cardinal del segundo ¢(m.n),
luego...

iYa hemos llegado a donde queriamos después de mas
de un mes!

La funcién indicatriz de Euler es multiplicativa,
porque si m y n son coprimos, se cumple que

@(m). ¢(n) = ¢(m.n)

No estaria mal que buscaras otra demostracion de esta
importante propiedad.

En la hoja euclides.xlsm o en la euclides.ods
(http://hojamat.es/sindecimales/congruencias/herramien
tas/herrcong.htm), en el apartado del isomorfismo,
puedes comprobar esta propiedad en casos concretos.

Es curioso que sea multiplicativa una funcion que
cuenta “huecos” (los que no tienen factores comunes
con n), que proceden de un cribado, pero si los cuentas
como los elementos inversibles de un anillo, los que
sobran son los otros, los divisores de cero.

Si has leido las paginas recomendadas o si nos sigues
con atenciéon no tendras problemas en entender que

Si p es primo, ¢(p)=p-1

iPues claro! ;Qué numero va a tener divisores con p,
salvo él mismo?

44


http://hojamat.es/sindecimales/congruencias/herramientas/herrcong.htm
http://hojamat.es/sindecimales/congruencias/herramientas/herrcong.htm

Si n=p* con p primo(es decir, es un numero
primario), ¢(n)=p*(1-1/p)

Aqui nos detenemos algo mas: Los numeros menores
que p“ que tienen divisores comunes con él sdlo
pueden ser p, p? p°...p" es decir, son en total p*’
numeros, luego

¢(n)=p"“- p*" = p*(1-1/p)
¢Y si n no es primo ni primario?

En ese caso viene en nuestra ayuda la propiedad
multiplicativa:

Si N=p?q°r°s?, siendo p,q,r,s divisores primos de N,
entonces se tendra ¢(N)=N(1-1/p) (1-1/q) (1-1/r) (1-
1/s)

Lo ponemos en limpio:

SIN =p"1p,"2 ... p*

es la descomposicion en factores primos de N,
1 1 1
o) =N(1-) (12 (1- )

Implementacion de la funcién en hoja de calculo

entonces

Podemos definir la funcién de dos formas, por su
definicion o mediante la formula anterior. En el primer
caso nos resultara un cddigo sencillo y facil de
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entender, pero que se vuelve insoportablemente largo
para numeros grandes. Seria este:

Mediante su definicion

Definimos en primer lugar el MCD mediante el algoritmo
de Euclides

Public Function mcd(a1, b1)
Dim a, b, r

r=1

a=ail

b =b1
Ifb=0Thenb=1
Ifa=0Thena=1
While r <> 0
r=a-b*Int(a/b)
Ifr<>0Thena=b:b=r
Wend

mecd=»b

End Function

Después vamos contando los numeros menores que N
coprimos con él

Public Function euler(a)
Dim n, eu, s

Ifa=0Thena=1

n=1:s=0
If a=1 Then
s=0
Else

While n < a
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If med(a,n) =1 Thens=s + 1
n=n+1
Wend

End If
euler=s
End Function

Esta funcion no va mal para numeros pequenos, pero
es mas rapida en general esta otra:

Public Function euler(n)
Dim f, a, e
Dim recoge As Boolean

'Calcula la indicatriz de Euler de un nimero

a = n ‘se copia porque se va a alterar su valor en el
algoritmo

f = 3 ‘variable de busqueda de factores primos

e = n ‘valor inicial de la indicatriz

Ifn/2=Int(n/2) Then e =e /2 sies par, la indicatriz
se divide entre 2

While f <= a ‘se van buscando los factores primos

If esprimo(f) Then

recoge = True

While esmultiplo(a, 1)

a = a/ f‘se divide para ahorrar tiempo (algoritmo voraz)
If recoge Then e =e * (f- 1)/ f: recoge = False ’sélo
se recoge el factor una vez

Wend

End If

f=f+ 2 ‘recorre los impares

Wend
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euler=e
End Function

El codigo estd basado en la férmula que hemos
obtenido: por cada factor primo p se multiplica por p-1y
se divide entre p.

Hemos efectuado pruebas, y para numeros del orden
de 10° el tiempo de calculo se reduce en mas de una
quinta parte respecto a la primera version de la funcion.
Asi que adoptaremos esta.

También la tenemos implementada en el Buscador de
Naturales con el nombre de EULER(N), pero por ahora
en la version lenta.

Te proponemos una busqueda: Elige un numero
cualquiera y busca todos sus divisores con el Buscador
(http://hojamat.es/sindecimales/divisibilidad/herramienta
s/herrdiv.htm) y evalua ¢(N) en cada uno de ellos.
Observa la suma: ¢ qué obtienes?

A Roldan Versién 2.1 afio 2011

[ e

et 1700008 |

1 Encontrados|  Su sumaes
HQ [ [} { 2156
Con estas propiedades:
’W‘ Para detener la bisqueda pulsa la tecla ESC
1228 612 EVALUAR EULER(N)  después elige Finalizar

Hemos buscado los divisores de 1228, le hemos

sumado los valores de la indicatriz y hemos obtenido
como suma en el Evaluador otra vez el numero 1228.

Ei:ms desde el nimero

[Hasta el nimero
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RESTOS CUADRATICOS
INTRODUCCION

En esta entrada y otras posteriores trataremos el tema
de las congruencias de segundo grado. Usaremos
como siempre las hojas de calculo, y, en especial una
herramienta que hemos creado para este fin. Todo el
tema gira alrededor de la ecuacion

x?=a (mod p)

Imagina una clase de restos, por ejemplo la
correspondiente a modulo 7, {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} Elige un
resto, sea el 5. jExistira otro resto que multiplicado por
si mismo dé como resultado 5, médulo 7? Probemos:
1*1=1, 2*2=4, 3*3=2, 4*4=2, 5*5=4, 6*6=1. Asi que no
es posible, los unicos resultados son 1, 4 y 2. Nunca
resulta un 5, ni tampoco 3 ni 6.

Podemos resumir esta situacion calificando 1, 2 y 4
como ‘restos cuadraticos” y 3, 5 y 6 como “no restos
cuadraticos”. También podemos hablar de la “raiz
cuadrada” de los primeros: 1?=1, 3?=2 y 2%=4. Es facil
ver que si k es raiz de n, también lo es m-k. Eleva esta
ultima al cuadrado y lo comprobaras.
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Restos Raiz  Norestos
1 3

3 5

4 2 6

Esta situacion la tendras siempre. Unos elementos
podran ser restos cuadraticos y otros no. El primer
intento que hemos hecho para averiguarlo ha sido el
probar los elementos uno a uno hasta conseguir que el
cuadrado de uno de ellos coincida con el resto dado, o
bien comprobar que esto es imposible y que se trata de
un “no resto cuadrado”.

Para estudiar el tema con profundidad puedes acudir a

http://hojamat.es/parra/restocuad.pdf

http://mate.dm.uba.ar/~pdenapo/teoria analitica de nu
meros/clase11.pdf

http://en.wikipedia.org/wiki/Quadratic residue

Diremos que a es resto cuadratico moédulo p,
coprimo con él, cuando exista una soluciéon a la
ecuacion

x*=a (mod p)

Con hoja de calculo (o con ligeras variaciones, en
cualquier lenguaje de programacién) podemos
automatizar este procedimiento. Definiremos una
funcion, que dependa de un resto dado y del médulo
correspondiente, que nos devuelva la raiz cuadrada,
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con lo que sabremos que es resto cuadratico, o bien un
cero sino lo es.

Public Function restocuad(n,modu) ‘los parametros
son el resto y el médulo

Dim Kk, r,s

Dim es As Boolean

es = False ‘' nos indica que aun no se ha encontrado
una raiz

k = 1 ‘contador que busca la raiz

r = 0 ‘raiz encontrada

While k <= modu / 2 And Not es ‘va buscando las
posibles raices

s=(n-k*k)/modu

If s=int(s) Then es = True: r = k ‘se ha encontrado la
raiz

k = k + 1 ’seguimos buscando

Wend

If es Then restocuad = r Else restocuad = 0 ‘devuelve
un cero si no se ha encontrado

End Function

Con esta funcion implementada, puedes analizar qué
restos son cuadraticos, formar tablas de restos y no
restos y resolver la ecuacion x’=a, 0, con los cambios
adecuados, la ecuacion general de segundo grado. Lo
vemos con un ejemplo:

Resolver x*-26x+10=7 (mod 11)

Damos estos pasos:
X2-26x+10 = (x-13)%-159 = 7 (mod 11)
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(x-13)* = 166 (mod 11)
(x-13)* =1 (mod 11)

Buscamos la raiz cuadrada de 1 y resulta ser 1 o -1 (o
10) es decir:
x-13 =10 10 (mod 11) Despejando: x=3 y x=1

Comprobamos: 3%-26*3+10=-59 = -4 = 7 (mod 11) y 1%
26*1+10=-15=-4=7 (mod 11)

Hemos elegido un ejemplo que tenia solucion, pero si
llega a aparecer un no resto en lugar de 1, no
podriamos seguir. Por eso es tan importante saber
previamente si un resto es cuadratico o no.

Caso de médulo primo e impar

En este caso, si consultas la teoria descubriras que si p
es el moédulo primo e impar resulta que el numero de
restos cuadraticos es (p-1)/2, que son congruentes con
12, 22, 3%...((p-1)/2)* y por tanto, este también es el
numero de no-restos.

Previamente estudia esta propiedad:

La ecuacion x*> = a (mod p) para un a dado, o no
tiene solucion, o tiene dos.

En efecto, si tiene una solucion x; con x4 = a (mod p)
también sera solucion -x; y solo tenemos que
demostrar que ambas son distintas. Es facil: si fueran
iguales tendriamos que 2x4,=0, pero ni 2 ni x; son
divisores del cero, por ser p primo impar. La segunda

solucion la puedes expresar como p-x4
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Por tanto, el numero de restos cuadraticos no
sobrepasara (p-1)/2. Es mas, es igual que ese numero,
porque los restos de 12, 2%, 3%...((p-1)/2)* no se repiten ,
ya que una igualdad entre ellos haria que la ecuacion x>
= a (mod p) tuviera cuatro soluciones en lugar de dos.

Esta propiedad te ofrece un procedimiento para
encontrar todos los restos cuadraticos en este caso, y
es calcular los valores de 1% 22, 3%...((p-1)/2)* y los
resultados seran los restos cuadraticos, y los demas
sera no restos.

Hemos preparado una herramienta en

1
Restosy no restos hoja de CéICulo

Médulo 31

Restos Raiz__ Norestos

T 71 (ver
http://www.hojamat.es/sindecimales/cong

s & = ryencias/herramientas/herrcong.htm#rest

% 13 22 Oscuad)’

16 4 23
18 7 24
13 El 26
20 12 27

= . % cuya primera prestacion es la de
encontrar el conjunto de restos y no
restos para un modulo primo e impar.

@~ B R

En ella estda implementado el procedimiento de ir
calculando los valores de 12, 2% 32..((p-1)/2)%. La
novedad de este esquema es que va situando los
restos en una columna y los no restos en otra.

En la imagen figuran los 15 restos mddulo 31, sus
raices, y los 15 no restos. Para ver como lo logra
tendrias que acceder al Basic, pero no lo analizaremos
en este momento.
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Su funcionamiento en esta parte es muy simple:
escribes el nuevo modulo y después pulsas el boton de
Restos y no restos para que aparezcan.

Puedes alternar tus calculos manuales con los de la
hoja para entenderlo todo mejor y comprobar
resultados.

En la siguiente entrada simplificaremos los calculos
necesarios para saber si un resto es cuadratico o no
mediante un criterio debido a Euler.

CRITERIO DE EULER

En la una entrada anterior iniciamos el estudio de los
restos cuadraticos respecto a un médulo. Descubrimos
un procedimiento algo lento para encontrar los restos y
los no restos. En esta otra entrada simplificaremos algo
el proceso y aprenderemos nuevos conceptos. Se
aconseja leer previamente la primera entrada dedicada
a este tema.

El recorrer todos los restos desde 1 hasta (p-1)/2 puede
hacerse muy pesado en el caso de valores muy
grandes. Euler descubrié un criterio que nos ayuda a
distinguir los restos de los no restos con un solo calculo.
Es este:

Si a es un resto cuadratico respecto a p (primo e
impar) se cumple

p-1
a 2 = 1(mod p)
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Y sinoloes
-1

P
a 2 = —1(mod p)

Es una consecuencia del Teorema de Fermat: a’'= 1
(mod p), luego, como p-1 es par, podemos escribir

) p-1 p-1
aP l—lz(a 2 +1)(a 2 —I)EO(modp}

De esta congruencia deducimos que uno de los
paréntesis es congruente con cero, pero ambos no
pueden serlo, porque entonces su diferencia, 2,
cumpliria 2=0 y eso es imposible para p primo impar.
De hecho, si a es resto cuadratico, el que se cumple es
el segundo, ya que si existe un x tal que x* = a (mod p)
entonces a®"?=x"'=1 (mod p) de nuevo por el
Teorema de Fermat.

Como solo se puede cumplir una congruencia, si a es
no resto cuadratico, cumplira la otra, con el -1.

Este criterio es bastante directo, para saber si un valor
es resto cuadratico. Por ejemplo, ;Es el 14 resto
cuadratico respecto al 237

14@302=14"" Calculamos el resto de este Ultimo por
potencias sucesivas: 14'=14 (mod 23), 14°=12 (mod 23)
14*=12*12=6 (mod 23) 14%=6*6=13 (mod 23), luego
14=13*12*14=-1 (mod 23), luego no es resto
cuadratico.

La herramienta de hoja de calculo que proponemos, en
su tercera hoja, te realiza los calculos la aplicacion de
este criterio:
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Criterio de Euler

(p-1)/2 8

-1)/2
a{p ) 1 Es resto cuadrético

Es conveniente que lo intentes sin hoja de calculo para
practicar. Puedes usar la exponenciaciéon modular
(http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2012/03/de-la-
multiplicacion-rusa-la.html). La usaremos en el siguiente
ejemplo:

¢ Es resto cuadratico el numero 70 respecto al modulo
1017

El modulo 101 es primo e impar, luego podemos usar el
criterio de Euler. Bastara elevar 70 a (101-1)/2=50.

Sabemos que 50=32+16+2, luego vamos calculando:
70'=31 (mod 101), : 70%=31*31=-49 (mod 101),
70%°=49*49=-23 (mod 101), 70°=23*23=24 (mod 101),
70'°=24*24=-30 (mod 101), 70*°=30*30=-9 (mod 101), y
ahora construimos el 50:

70°°=70%70"°70%=-9*30*49= 1 (mod 101), luego segun
el criterio, 70 si es resto cuadratico. Si lo compruebas
con la herramienta que proponemos descubriras que su
raiz cuadrada es 26.

La aplicacion de este criterio nos lleva a propiedades
muy interesantes.

La primera es tan elemental que no tenemos que
justificarla:
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El producto de dos restos o de dos no-restos
siempre da un resto, y el de resto con no resto
produce un no-resto.

Es decir, poseen estructura alternada, por lo que es
facil representar los restos mediante el signo + y los no
restos con el -, y asi poder usar la regla de los signos.
Se razona facilmente a partir del criterio de Euler.
Consecuencia inmediata:

El conjunto de restos cuadraticos forma un grupo
multiplicativo en Z,

Por ejemplo, si m=11, los restos son 1, 3,4, 5y 9y los
no restos 2, 6,7, 8 y 10 (o bien -1, -3, -4, -5y -9). Los
restos forman un grupo, como se puede verificar
facilmente.

En la segunda hoja de la herramienta que ofrecemos
dispones de una calculadora para comprobar las
afirmaciones anteriores.

Con esta calculadora puedes comprobar
los productos entre Restos y No restos
Escribe los valores de Ay B

A 13(No
B 8|No
A*B 30|Res

resto
resto

to

En particular puedes estudiar que si llamamos C al
grupo de los restos cuadraticos, las clases laterales tipo
a*C tienen cardinal (p-1)/2 y que por tanto el indice de
C respecto a Z, es 2. Vemos una de esas clases.
Multiplica el elemento 6 de Z44, por todos los elementos
de C, en este caso 1, 3, 4, 5, 9: 6*1=6 (mod 11), 6*3=7
(mod 11), 6*4=2 (mod 11), 6"5=8 (mod 11), 6*9=10
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(mod 11). Han resultado valores distintos, luego el
cardinal de 6*C es (11-1)/2=5

Simbolo de Legendre

Esta estructura como grupo multiplicativo se expresa
muy bien mediante el simbolo de Legendre (por
comodidad tipografica lo escribiremos como (m/p), con
los dos numeros en linea, como hace Apostol).

Llamamos Simbolo de Legendre a una funcién que
asigna a cada par de valores m y p, este ultimo primo e
impar, los siguientes valores:

(m/p)=1 si m es resto cuadratico respecto a p

(m/p)=-1 si m es no-resto cuadratico respecto a p
(m/p)=0 en el caso particular en el que m sea multiplo
de p.

En realidad, si recordamos el criterio de Euler, podemos
usar una féormula directa para encontrar el valor de un
simbolo de Legendre:

(g) = apT_l(mod p)

Segun lo explicado anteriormente, es facil ver que esta
funcién es multiplicativa:

(m/p)(n/p)=(mn/p)

Esto tiene una consecuencia practica, y es que se
pueden eliminar cuadrados al calcular el simbolo de un
numero compuesto.
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Nétese que el valor del simbolo de Legendre es una
propiedad de las clases de restos y no de los numeros
concretos, por lo que es facil entender que si a=b (mod
p). entonces (a/p)=(b(p)

PROPIEDADES DE LOS RESTOS
CUADRATICOS

El criterio de Euler da lugar a propiedades interesantes
de los restos cuadraticos respecto a ciertos tipos de
primos. Los vemos:

-1 es un resto para todos los primos del tipo 4N+1 y
no resto para los del tipo 4n+3

Es una consecuencia del criterio de Euler, pues (p-1)/2
seria par en el primer caso, e impar en el segundo,
luego al elevar -1 a esa cantidad producira un 1 (ser
resto) para p=4N+1 vy -1 (no resto) en el otro caso.

Esto quiere decir que la ecuacion x> + 1= 0 (mod p)
tiene solucién para p=4N+1 y no la tiene en el segundo
caso. Podemos expresarlo también como que 1 posee
una raiz cuadrada entre las clases de restos mddulo p

Podemos disefiar un pequefio esquema con la hoja de
calculo que usamos en esta serie:

Moddulo 61
Raiz de -1 11
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En la celda del 11 hemos escrito =RESTOCUAD(-1;61).
Como este modulo es del tipo 4N+1, obtenemos la
solucion 11, ya que 11*11 mddulo 61 es igual a 60, es
decir, la clase de restos -1

Si hubiéramos usado mdédulo 11, que es del tipo 4N+3.
Obtendriamos un cero, que es la sefal de que -1 no es
resto cuadratico:

Modulo 11
Raiz de -1 0

Esta propiedad se puede expresar asi:

p—-1
(—1/p) = (-1) 2

2 es resto cuadratico para todos los primos del tipo
8N+1 y 8N+7, y no resto para los demas

También podemos, en nuestra hoja de calculo, crear un
esquema para comprobar esta propiedad siguiendo la
estructura que usamos en la anterior.

NEE = Vemos que 11 no pertenece al tipo
Raiz de 2 ol 8N+1 ni al 8N+7, y para el 2 no
devuelve raiz cuadrada (el cero es

una sefal)

TS = Sin embargo, al usar el modulo 31,
Raiz de 2 | que es del tipo 8N+7, el 2 presenta
raiz cuadrada 8, y es resto

cuadratico.
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No es sencilla la demostracion. Tienes una en
Fundamentos de la Teoria de los numeros de
Vinogradov.

Encontraras propiedades similares para el -3 y el 5 en
el documento de Rafael Parra “Restos cuadraticos y
Ley de reciprocidad cuadratica”)
http://www.hojamat.es/parra/restocuad.pdf. Las puedes
comprobar con el esquema propuesto, sustituyendo el 2
por otros valores.

Ley de reciprocidad cuadratica

La propiedad mas importante de estos restos es la ley
de reciprocidad cuadratica, enunciada y demostrada por
Gauss en 1801 en su libro Disquisitones Arithmeticae.
Con palabras la podemos expresar asi:

Dados dos primos impares p y q, si ambos
pertenecen al tipo 4k+3, entonces p es resto
cuadratico médulo q si y sélo si q no lo es de p. Si
alguno de los primos pertenece al tipo 4k+1
entonces o bien ambos son restos uno del otro, o
bien ninguno lo es.

Expresada asi o de forma similar la propiedad resulta
oscura. Sin embargo su significado queda claro con el

uso de los simbolos de Legendre. En ese caso la
propiedad se reduce a esta identidad:

BY- o
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Asi se explica mejor: Si uno de los dos, p o0 q, es del
tipo 4k+1, el exponente del -1 sera par y el segundo
miembro valdra 1, con los que los simbolos del primero
seran ambos iguales a 1 (restos reciprocos) o bien -1
(ninguno es resto).

Si ambos son del tipo 4k+3 el exponente sera impar, el
segundo miembro -1 y los simbolos tendran signo
opuesto: Si uno de los primos es resto del otro, no se
dara la reciprocidad.

En textos y documentos varios dispones de ejercicios
sencillos que muestran la utilidad de esta propiedad.
Nosotros la hemos incluido en nuestra hoja de calculo.

Al escribir los dos

Escribe dos nimeros primos e impares pnmos Ia hOJa ana“za S|
Valores | Tipo son del tipo 4N+3 o
P 43 4N+3 7
}7Q 3 ans1 4N+1, calcula después
Simbolos de Legendre (P/Q) -1 IOS reStOS y Comprueba
@/ * la propiedad.

No son restos uno del otro

Como se trabaja con
valores 1 y -1, algunos manuales expresan esta
propiedad mediante esta otra identidad equivalente:

Asi se ve mejor como calcular un valor de (p/q) si se
conoce el de (q/p).
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GRUPOS DE POTENCIAS EN ZN

iINDICE O GAUSSIANO DE UN RESTO EN ZN

Iniciamos hoy el desarrollo de toda wuna teoria
perteneciente a la Aritmética Modular, la de las raices
primitivas y temas afines.

Teoria previa

Resumimos brevemente la teoria previa que es
conveniente conocer antes de seguir esta serie de
entradas:

Comenzamos con la estructura Z, formada por los
restos posibles al dividir un numero entre m. Ya sabes
que este conjunto es la base de la Aritmética Modular (o
del reloj)

Puedes repasar las paginas

http://es.wikipedia.orqg/wiki/Aritm%C3%A9tica modu
lar

http://hojamat.es/sindecimales/congruencias/teoria/t
eorconqg.htm

http://mathworld.wolfram.com/ModularArithmetic.ht
ml
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Este conjunto Z,, con la suma y la multiplicacién forma
un anillo ciclico de m elementos. Por esta estructura
ciclica se penso en llamarles anillos por primera vez.
Es un anillo con unidad, por lo que puede contener
elementos inversibles. De ellos trataremos aqui.

Un elemento A de Z, es inversible si existe otro
elemento X de Z, tal que A*X=1 (mod m). Esta
ecuacion se sabe que tiene solucidn unica siempre que
A sea primo con el modulo m. Luego los restos
primos con m son inversibles.

Por el contrario, si A 'y m tienen un divisor comun, para
que la ecuacion tuviese solucion deberia ser divisor
también de 1, lo que es imposible. Si el elemento A
tiene divisores comunes con m, entonces A no es
inversible.

Llamamos divisor de cero en un anillo a aquel
elemento A que multiplicado por cierto elemento no nulo
C del anillo, da un producto nulo: A*C=0. Si que A tiene
factores comunes con m, es un divisor de cero,
porque si D=MCD(A,m), tendremos que A=A"D vy
m=m"*D. Multiplicando A por m’ (que es no nulo) resulta
Am’=A’D*m/D=A’m, que es congruente con cero, luego
A*m’=0 (mod m) y por tanto divisor de cero.

Los divisores de cero no son inversibles, porque si A
fuera inversible y divisor de cero, se daria una igualdad

del tipo A*C=0 con C distinto de cero, pero
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multiplicando por el inverso resultaria: A"™*A*C=C=A"*0
lo que daria C=0 en contra de lo supuesto.

Asi que:

Si el elemento A es primo con el médulo m,
entonces es inversible, es decir, que existe algun otro
elemento B tal que A*B=B*A=1. En entradas anteriores
vimos como encontrarlo mediante el algoritmo
extendido de Euclides

(http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2012/06/la-
herencia-de-euclides-1-el-algoritmo.html).

Si el elemento A no es primo con m, es un divisor
de cero, y por tanto no inversible.

Grupo de inversibles

El producto de dos inversibles A y B también lo es, y su
inverso es B™*A™, ya que

(B-1*A-1)*A*B=B4*(A-1*A)*B=B-1*1 *B=1

Como el 1 es inversible trivialmente y el inverso
también, tenemos que los inversibles forman grupo
abeliano para la multiplicacion, llamado grupo de las
unidades Z*,

Como es conocido, la funcion indicatriz de Euler cuenta
los nUmeros menores que m y primos con él, por tanto,
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el cardinal del grupo Z*,, coincide con la indicatriz o
funcion ¢(x) de Euler.

Se cumple el llamado Teorema de Euler
a®™ =1 (mod m)
para todo a primo con m o unidad.

Orden multiplicativo, indice o gaussiano de un
elemento

Dado un elemento inversible a, llamaremos orden de
ese elemento al minimo numero entero tal que a'=1.
Segun el teorema anterior, ese valor existe y puede ser
¢@(m) y todos sus multiplos. Si es menor, ha de ser un
divisor suyo. En efecto, supongamos que ¢(m) no fuera
multiplo del orden r. Entonces efectuando la division
entera entre ambos quedaria @(m)=qr+s, con s<r.
Aplicamos esa potencia al elemento a y obtendriamos

1=a *™ =3""°=3%"*3°%= a° , luego a’=1 en contra del
caracter minimo de r.

Asi que el orden ha de ser un divisor de la funcién
@(m). Toda potencia que sea igual a 1 tendra un
exponente multiplo de ese orden. Hay muchas formas
de representar el orden o gaussiano. Aqui por
comodidad tipografica representaremos el gaussiano de
N respecto al médulo M como G(N,M)
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Podiamos habernos ahorrado el razonamiento anterior
recordando el Teorema de Lagrange para grupos, que
afirma que el orden de un subgrupo H es divisor del
orden del grupo G. En este caso este ultimo es ¢(m) y
como las potencias de a forman un grupo mondgeno,
su orden sera divisor de ¢@(m).

Vemos algunos ejemplos:

Orden de 5 modulo 8: Como 5 es primo con 8 y ¢(8)=4,
el orden podra ser 2 0 4: 52=25=1(8, luego el orden de
5 con médulo 8 es 2, 0 G(5,8)=2

Orden del 3 respecto al 7: ¢(7)=6, luego el orden podra
ser 2, 3 o 6. Probamos: 372=9=2(7, 3"3=27=6(7,
3M6=729=1 (7luego el orden o gaussiano de 3 es 6,
G(3,7)=6

Estudio con hoja de calculo

Deseamos desarrollar este tema con calma y en varias
entradas. Asi que nos pararemos un poco, con la ayuda
de la hoja de calculo alojada en

http://www.hojamat.es/sindecimales/congruencias/herra
mientas/herrcong.htm#gaussiano

Distinguiremos, en principio, tres niveles de complejidad
en el descubrimiento del gaussiano de un namero.

NIVEL 1
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La hoja funciona sélo con las formulas de celdas, sin
macros. Para ello basta escribir el nuimero N y el
modulo M, y calcular en columna las potencias de N en
el grupo de las unidades Z*,. En la hoja hemos
incluido el calculo del MCD(N,M), que ha de ser 1y, en
caso contrario, se avisa del error.

En la imagen hemos escrito dos numeros no primos
entre si y la hoja nos avisa:

Gaussiano de un nimero

Méclulo
Ndmero Mo valido

(Menor que el médule y primo con él)

Simultaneamente, en las columnas del NIVEL 1, se
construyen las potencias para ver cual de ellas es igual
a 1, con lo que obtendremos el gaussiano de N. A
continuacion reproducimos el calculo correspondiente a

5 moddulo 13:
S A simple vista se descubre que el
[ ronene e gaussiano de 5 modulo 13 es 4,

[y

porque es el minimo exponente al
que hay que elevar 5 para obtener
resto 1 modulo 13.

[uy

00~ h U W R e
R R - R R - SR ]

=
a0
=

Si te interesa cdmo se construyen
estas columnas, revisa la hoja, y

[
[
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estudia especialmente las férmulas de las potencias,
que son del tipo

=S1(C15<=$G$5;RESIDUO($B$13*D14;$G$5);" ).

Podemos interpretarlas como “si el exponente no llega
al mdédulo, multiplicamos la anterior potencia por N y
calculamos el residuo”

De esta forma puedes descubrir el gaussiano por
simple recorrido columna abajo hasta encontrar el
primer 1. Como veras en proximas entradas, las
potencias resultantes son periodicas, y su periodo es el
orden del numero, en este caso, 4.

NIVEL 2

Podemos simplificar las columnas si s6lo probamos con
los divisores de ¢(m). Esto ya requiere un poco de
programacion, ya que la hoja no puede encontrar los
datos solo con celdas y formulas. Hemos creado una
subrutina y un botdn para descubrir el gaussiano con
menos pasos. Si te interesa la programacién puedes
investigar en el coédigo Visual Basic. Lo que hace es
calcular la indicatriz @(m) y recorrer sus divisores para
encontrar el exponente que se convierte en gaussiano.

En la imagen estan contenidas las columnas

correspondientes a 7 modulo 29:
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Médulo
Namero MNumero valido

(Menor que el médulo y primo con él}
MNIVEL 2

Potencias con divisores de |a indicatriz | Pulsa el botén
1 7

2. 20 Iniciar |
4 23

7 1
14 1

28 1

La indicatriz de 29 es 28, porque es primo. En la hoja se
recorren los divisores de 28, lo que simplifica el
esquema. Vemos que el primer 1 aparece en el
exponente 7, luego ese sera el gaussiano de 7.

NIVEL 3

Es muy util para nuestros estudios posteriores disponer
del gaussiano en forma de funcion que tenga como
parametros un numero y un modulo y nos devuelva el
orden de ese numero (o cero si no es primo con el
maodulo)

En la parte derecha de la hoja hemos utilizado esa
funcion para encontrar rapidamente el gaussiano de un
numero, en el caso de la imagen, de 7 modulo 29.

NIVEL 3
Mediante |la funcién
FGAUSSIANO(NGmero;Médulo)

7
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Su sintaxis es FGAUSSIANO(NUMERO;MODULO), en
el ejemplo, FGAUSSIANO(7;29)

Esta implementado para numeros pequefios. Para otros
mayores seria preferible usar la descomposicion
factorial. La version que insertamos a continuacién no
es demasiado eficiente, pero es sencilla de entender.
Quizas no puedas reproducirla, por carecer de algunas
funciones, pero lo importante es que entiendas su
estructura.

Public Function fgaussiano(n, m)

Dim f, i, p, e

f =0 ‘se comienza declarando nula la funcion, por si no
son coprimos

If med(n, m) = 1 Then ‘son coprimos

P = n ‘inicio de las potencias del numero

i =1 ‘contador

e = euler(m) ‘encontramos la phi de Euler

While i <= e And f = 0 ‘nos detenemos cuando
encontremos potencia 1

p = p Mod m ‘encontramos el residuo de la potencia
If p=1 Then f =i ‘se encontro el orden f

P = p * n ‘siguiente potencia

i=i+1

Wend

End If

fgaussiano = f ‘'se recoge el valor de f

End Function
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Gaussiano de las potencias de un resto

Supongamos que un resto a tiene como gaussiano t, es
decir g(a)=t. Es facil demostrar que el gaussiano de una
potencia de a, sea por ejemplo a*, equivale a

t

g(a) = MCD(k, t)

Por ejemplo, G(4,29)=14 y si elevamos el 4 a la sexta
se tendra G(46,29)=14/MCD(6,14)=14/2=7

Se puede razonar asi: t divide a MCM(k,t), luego se
cumplira que a““™*Y =1, por ser t el menor exponente
con esa propiedad. Efectuamos unos cambios en la
expresion:

gMCM(kt) = (ak)MCM(k,t)/k=(ak)t/MCD(k,t) =1, luego t/MCD(kt)
puede ser el gaussiano de a*. Sélo falta demostrar que
es el mas pequeio con esa propiedad. En efecto, si
(@)"=1, sera a“"=1, con lo que km sera mdltiplo de t,
pero como también es multiplo de k, lo sera del
MCM(k,t), luego m>= MCM(k,t)/k=t/MCD(k,t), luego esta
expresion t/MCD(k,t) es la menor con esta propiedad, lo
que la convierte en el gaussiano de a*.

En esta tabla tienes un ejemplo de lo demostrado. El
resto 4 tiene un gaussiano igual a 14 respecto al
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modulo 29, luego el gaussiano de sus potencias sera un
divisor de 14, precisamente el MCD de 14 y el
exponente. Estudialo bien:

IExponenteKIPotencia IGaussiano IMCD(K,14) |

4 14
16 7
6 14
24 7
9 14
7 7
28 2
25 7
9 13 14
10 23 7
11 5 14
12 20 7
13 22 14

0 N O U WN

P NP NP NNNRERE RN

Observamos 6 potencias con el mismo gaussiano 14,
que se corresponden con los exponentes primos con
14, que son 6, porque ¢@(14)=6

Otras seis potencias tienen gaussiano igual a 7. Se
trata de los numeros pares, en los que MCD(2N,14)=2,
y por la formula anterior su gaussiano sera 14/2=7

Por ultimo, la potencia de exponente 7 presenta un
gaussiano igual a 14/7=2.

Hemos descubierto que en el grupo monogeno
engendrado por las potencias de un elemento de Zm no
tienen que poseer el mismo valor del gaussiano, pero
eso era de esperar, porque ocurre lo mismo en todo el
grupo Zm.
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SUBGRUPOS CiCLICOS EN ZM*

Segun la entrada anterior, todo elemento a
perteneciente a Z,,* (conjunto de inversibles del grupo
multiplicativo Z,,) posee un orden g(a), que es el
minimo numero entero tal que a'=1. Ese orden siempre
es divisor de la indicatriz de Euler de m, @(m), o igual a
ella.

a9 =1 (mod m

Sabemos que las potencias de un mismo elemento a
forman siempre un grupo ciclico < a >. En el caso de un
elemento de Z,* estos grupos tendran el mismo orden
que el elemento que los genera, es decir g(a). En
efecto, las potencias a° a', a?...a®»" son todas
distintas (si dos fueran iguales, al dividirlas resultaria
una potencia del elemento igual a la unidad con
exponente menor que g(a), en contra de la definicion de
g(a)). Sus productos pertenecen al conjunto, ya que si
sobrepasan a%®, al ser este la unidad, se puede

eliminar de dicho producto.

Por ejemplo, con mdédulo 13, el orden o gaussiano de 5
es 4, luego 5°=1 (mod 13, 5'=5 (mod 13, 5°=12=-1 (mod
13 y 5°=8=-5 (mod 13 formaran un subgrupo de Z;s. Lo
podemos representar asi: <5>={1, 5, -1, -5}

Asi que el concepto de orden de un elemento
coincide aqui con el de orden del grupo ciclico que
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engendra. Este grupo es el mas pequefio que contiene
ese elemento. Segun la teoria general de grupos
ciclicos, sera abeliano (conmutativo) y dnico, para un
valor dado del orden.

Segun los parrafos anteriores, en un subgrupo de
potencias de un elemento de gaussiano g, existen ¢(q)
elementos con el mismo gaussiano, pero como hemos
sefalado que este grupo es unico para ese valor de g,
podremos afirmar:

El conjunto de elementos pertenecientes a Z,,* con
un gaussiano concreto g tiene un cardinal de ¢(g).

Si volvemos al ejemplo concreto del médulo 29 que
vimos mas arriba, esta seria la descomposiciéon de los
elementos de Z,9 segun su gaussiano. Cada uno de los
elementos engendrara un subgrupo de orden idéntico a
Su gaussiano, y todos los que compartan el mismo valor
g de ese gaussiano formaran un subconjunto de @(g)
elementos:

Gaussiano  |Conjunto con el mismo gaussiano Funcién de Euler
28 2,3,8,10,11, 14, 15, 18, 19,26, 27 $(28)=12
14 4,5,6,9,13,22 d(14)=6
7 7,16, 20, 23, 24, 25 $(7)=6
4 12,17 (4)=2
2
1

28 d(2)=1
1 d(1)=1
|Suma 28 |

Esta tabla es muy util para repasar lo que hemos
explicado hasta ahora:
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29 es primo, luego Z*,y contendra 28 elementos
inversibles, y poseeran como gaussiano uno de los
divisores de 28: 28, 14,7, 4, 2 y 1. Segun lo explicado,
cada conjunto de elementos con el mismo gaussiano k
tendra un cardinal de @(k). En la tabla vemos que
aparecen 12 elementos con gaussiano 28, y ¢(28)=12.
Luego, tenemos 6 con gaussiano 14 y otros 6 con el
valor 7. Finalmente, otros cuatro presentan Ilos
gaussianos 4, 2 y 1. Si los sumamos todos, obtenemos
28= ©(29), que es el cardinal de Z*.

Con esta tabla hemos comprobado la expresion de 28
en suma de @(28)+@(14)+(7)+@(4)+ @©(2)+¢(1), que es
un caso de la formula general:

n=> o
dn

Un numero entero coincide con la suma de las
indicatrices de sus divisores.

25
13

, Periodicidad de las potencias

17

= Si en lugar de considerar solo las

13

° potencias de exponente menor que g(a) las

17

s estudiamos todas, es evidente que son

25 . r .
s periddicas, pues a*9@=gk*gla@=ghx1 =gk

17

I L
© N DA WNROO®NOOUAWRNR
[
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De paso hemos demostrado que el periodo de las
potencias de a es precisamente g(a). Lo puedes
comprobar con la hoja de calculo que presentamos en
anteriores parrafos.

En la tabla figuran las potencias de 5 respecto al
modulo 28. El orden de Zys* es 12 (¢(28)), el orden del
5 respecto a 28 es 6 (divisor de 12), y se produce, como
puedes comprobar, una periodicidad de periodo 6.

Ademas, los integrantes de cada ciclo son los
elementos del grupo engendrado por el elemento 5: {5,
25,13, 9, 17, 1} En la anterior entrada descubrimos que
cada elemento de este tipo de grupos tiene un
gaussiano diferente, como puedes ver en la siguiente
tabla:

|Exponente K |Potencia |Gaussiano |

5
25
13

9
17

1

a b~ WN R
= 0O W N WO

Todos los gaussianos son divisores de 12 (¢(28)).
Subgrupos generados

Ha quedado claro que las potencias de un elemento no
tienen que compartir el mismo gaussiano, luego los
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subgrupos que vamos a recorrer ahora no tienen por
qué coincidir con los conjuntos estudiados mas arriba.
Lo que si queda claro es que, dentro del subgrupo
engendrado por un elemento, pueden aparecer
subgrupos formados a partir de una potencia con un
gaussiano menor.

Hemos preparado nuestra hoja GAUSSIANO para que
dado un resto en Z*, encuentre el subgrupo que
engendra mediante sus potencias. En la siguiente
entrada estudiaremos los elementos que engendran
todo Z*,, pero ahora los repasaremos todos. Para
entenderlo mejor, estudia esta primera tabla que hemos
creado, con moédulo 13 y resto 11:

Subgrupo de potenclas
|Ex,mnenr,e G Gaussignoe  [Subgrupos
1

[y

[
s

=
o
[y
=

s

[ O T = N S I VY Y T N
=
[ S LT S Y I S S T S VY I S O

En la primera columna figuran las potencias de 11, que

como su gaussiano es 12, posee ese numero de

elementos. Este es GO, el subgrupo creado por las

potencias de 11 en Z*;3. Tal como vimos anteriormente,

los elementos de ese grupo no han de tener gaussiano

12. De hecho aparecen todos los divisores de 12: 6, 4,
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3, 2y 1. También vimos que las potencias de cada uno
de ellos forman subgrupos del principal. Segun la teoria
de grupos, estos son unicos para cada orden, aunque
se engendren con elementos distintos. Compruébalo:

G6: Grupo de orden 6: {4, 3, 12, 9, 10, 1} Engendrado
en la tabla por 4 y 10.

G4: Grupo de orden 4: {5, 12, 8, 1} con generadores 5y
8

G3: Grupo de orden 3: {3, 9, 1} engendrado por 3y 9.
G2: Grupo de orden 2: {12, 1} con generador 12.

GE: Grupo trivial: {1}

Obsérvese que el numero de generadores de cada
subgrupo coincide con el valor de su indicatriz de Euler.
Asi tenemos @(6)= ¢(4)=¢(3)=2 y por eso los primeros
subgrupos poseen dos generadores. Sin embargo,
como ¢(2)=1, el penultimo tiene un solo generador.

Como son grupos de potencias, se cumple que si el
gaussiano de a es divisor del de b, el grupo engendrado
por a es subgrupo del engendrado por b.

Todas las potencias de 11 pertenecen a un grupo, y
algunas a varios.

Para construir estas tablas, busca en Gaussiano.xlsm la
hoja “Subgrupo engendrado” y rellena tan sélo el
modulo y el elemento dado. El resto lo construye la
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hoja. Aqui tienes otro ejemplo, con médulo 15 vy
elemento 7:

| Subgrupos engendrados con potencias

Médulo Su gaussiano es 4
Nimero Ntmero vélido

(Menor que el médulo y primo con él)

Subgrupo de potencias
Exponente GO Gaussiano  Subgrupos

1 5
1
13
9
3
1

ov s wN
hPowNwo
-
g
-

Indicador de un elemento

Dado cualquiera de los subgrupos que estamos
estudiando, cualquier elemento de Z*, posee una
potencia perteneciente a cada uno de ellos. En efecto,
dado un subgrupo S, si un elemento a pertenece a él,
bastara elevarlo a 1. Si no pertenece, lo elevamos a n
para engendrar la unidad, pero hay casos en los que
existen otros enteros positivos k<n tales que a*
pertenece a S. Al menor de ellos le llamaremos
indicador de a con respecto a S. Hemos visto que
puede valer 1 o n. Observa la tabla anterior: el indicador
de 5 respecto al subgrupo {11, 9, 1} es 2, porque 5°=11
es la potencia positiva mas pequena que pertenece al
subgrupo. Igualmente, el 3 es el indicador respecto a
{13, 1}

RAICES PRIMITIVAS

En los apartados anteriores estudiamos el grupo
multiplicativo Z*, de las unidades en Z, (numeros
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coprimos con n). Su orden coincide con @(n). Cualquier
elemento a de ese grupo engendrara a su vez un
subgrupo ciclico < a > mediante sus potencias. Por el
Teorema de Lagrange, el orden de ese subgrupo sera
un divisor de ¢@(n) y recibe el nombre de gaussiano g de
ese elemento. Recordemos que esto implica que a = 1
(mod n. También vimos que el numero de generadores
de < a > coincide con @(Qg).

En esta entrada estudiaremos las raices primitivas,
que son aquellos elementos que engendran todo Z*,, o
lo que es equivalente, aquellos cuyo gaussiano coincide
con @(n). Segun lo que hemos recordado, el numero de
esas raices primitivas puede coincidir con @(¢(n)), y de
hecho es asi si Z*, es ciclico. Usamos la palabra
‘puede” pues, como ya veremos, no todos los
modulos poseen raices primitivas.

En la tercera hoja de nuestra herramienta
Gaussiano.xlsm

http://www.hojamat.es/sindecimales/congruencias/herra
mientas/herrcong.htm#gaussiano

podemos descubrir el valor del gaussiano de todos los
elementos de Z*, e identificar las raices primitivas como
aquellas cuyo gaussiano sea igual a @(n). Aqui tienes la
tabla correspondiente al médulo 14
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Mdodulo 14
Indicatriz 6
NOm. Posible de raices 2

Inversibles |Gaussiano |Esra|’lprimitiva

6 Raiz primitiva
6 Raiz primitiva

(R RN

Pl
[l
w

Explicamos la tabla: El médulo es 14, luego existiran
tantos inversibles como indique @(14)=6. En efecto, Z*44
= {1, 3, 5, 9, 11, 13}, conjunto de 6 elementos, como
puedes comprobar en la tabla. Ahora bien, las raices
primitivas son generadores de todo Z*4, y su numero
ha de ser ¢(¢(14)) = ¢(6) = 2.

Esto es asi porque si una raiz primitiva se eleva a un
exponente primo con ¢(m), resulta otra raiz primitiva, en
virtud de la féormula que estudiamos en una entrada
anterior

ky —
g(a®) = MCD(k,t)
En efecto, aparecen las dos raices primitivas 3 y 5.
Recorre sus potencias y comprobaras que engendran
todo el grupo: 3°=1, 3'=3, 32=9, 3°=13, 3'=11 y 3°=5.
Igualmente, 5°=1, 5'=5, 5?=11, 5°=13, 5*=9 y 5°=3.

Es facil comprender entonces que si Z*¢ admite raices
primitivas tendra caracter de ciclico, ya que esta
generado por las potencias de un mismo elemento.
Segun esto, en virtud de una propiedad general de
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estos grupos, Z*¢ estaria engendrado por cualquier
potencia de una raiz primitiva cuyo exponente fuera
coprimo con @(k), ya que, en caso contrario
engendraria solo un subgrupo propio de Z*. Todas
esas potencias serian también raices primitivas, luego
su numero sera @(¢(k)), como ya comprobamos mas
arriba. Observa esta tabla y comprueba que todas las
raices primitivas tienen exponentes coprimos con la
indicatriz:

Modulo 19|

Nam. Posible de raices 6|

Potencias de 2 Gaussiano

El médulo es 19, su indicatriz 18, 2 es una raiz
primitiva, con gaussiano 18, y observa hacia abajo que
las demas raices primitivas son potencias del 2 con
exponentes coprimos con 18: {1, 5, 7, 11, 13, 17}, seis
en total.

Otros modulos no tienen raices primitivas, como el 30:
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Madulo 30
Indicatriz 8

Num. Posible de raices 4

[Inversibles \Gaussiano \Es raiz primitiva

MBS RN S

Vemos en la tabla que ningun elemento presenta
gaussiano maximo 8 (¢(30)=8), luego con moédulo 30 no
existen raices primitivas. Se puede demostrar (no es
simple, es un conjunto de teoremas que puedes
consultar en los textos especializados) que sélo poseen
raices primitivas los médulos 2, 4, p* y 2p*, siendo p
primo impar y k>=1. El 30=2*3*5 no es de ninguno de
estos cuatro tipos, y carece de raices primitivas. El 14
es del tipo 2p* y si tiene raices primitivas.

Para ayudarte a entender y practicar con esta situacion
hemos afadido dos rutinas a nuestra hoja
Gaussiano.xlsm. Una encuentra la menor raiz primitiva
de un médulo m, y te avisa si no existe tal raiz. Se basa
en una busqueda sistematica desde 1 hasta m-1. Este
es su codigo:

Public Function minraiz(m) As Variant
Dim o, g, j, mr

mr = 0: o = sacaprimos(m): g = euler(m) ‘encuentra la
indicatriz y los factores primos
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Ifm=20rm=40r(o=1Andprimo(1) <> 2) Or (o =
2 And primo(1) = 2 And expo(1) = 1 And primo(2) <>
2) Then

j = 1 ‘esta parte actua si el modulo posee la
factorizacién adecuada

Whilej<m And mr =0

If fgaussiano(j, m) = g Then mr = j ‘busqueda de la
primera raiz primitiva

j=i+1

Wend

minraiz = mr

Else

minraiz = "No tiene raices primitivas"” ‘caso en el que
el médulo no tiene raices primitivas

End If

End Function

No tienes que usar ningun boton, porque el resultado
aparece automaticamente.

Por ejemplo, con mddulo 40=2"3*5 nos devuelve el
resultado

Calculo directo de la raiz primitiva minima
Médulo
Raiz minima

40 no pertenece a ninguno de los cuatros tipos de
numeros que poseen raices primitivas. Sin embargo,
con el 98 nos resulta:
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Célculo directo de la raiz primitiva minima
Mddulo 98

Este resultado coincide con el obtenido mediante el
botdn “Inicio”:

Inversibles |Gaussiano  |Es raiz primitiva

1 1
3 42 Raiz primitiva
5 42 Raiz primitiva
9 21
11 21
13 14
15 7
17 42 Raiz primitiva
13 5]

Este modulo de hoja de calculo no te afade ningun
aprendizaje nuevo, pero te lo facilita. El siguiente si es
mas conceptual.

Criterio de los factores de la indicatriz

Si buscamos la indicatriz del modulo, ¢(m), y la
descomponemos en factores primos, sean estos p4, pa,
Ps,...(escritos sin exponentes), un resto a sera raiz
primitiva si se cumple

a®?™M/Pi =y conr # 1 Vi

Si todas las potencias presentan restos distintos de 1, a
sera raiz primitiva, y si por el contrario, alguna de las
potencias es congruente con 1, ese resto a no sera raiz
primitiva. La justificacion no es muy complicada:
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Si una de las potencias es congruente con 1, el
gaussiano de a seria menor que @(m), y no podria ser
raiz primitiva. Por el contrario, si ninguna es congruente
con 1, si ha de serlo, ya que, en caso contrario, existiria
un divisor propio de ¢(m), sea g, que seria el gaussiano
de a y a’=1. Ademas, como los cocientes ¢(m)/p; son
los divisores maximales de @(m), uno al menos de ellos
seria multiplo o igual al gaussiano, con lo que la
potencia a®™"*=1 en contra de lo supuesto.

El siguiente modulo es una simple curiosidad vy
comprobacion de lo anterior.

Criterio basado en los factores de la indicatriz Criterio

Factores 2 5 1

Raiz a probar

Potencias 1 9 155

La anterior imagen se corresponde con el modulo 242,
cuya indicatriz, 110, posee los factores primos 2, 5y 11.
Hemos aplicado el criterio al resto 25, y vemos que no
es raiz primitiva, porque la primera potencia 25"%? es
congruente con 1. Efectivamente, su gaussiano es
casualmente ese: 110/2=55.

El siguiente ejemplo es el criterio aplicado al resto 5
respecto al médulo 37
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Criterio basado en los factores de la indicatriz Criterio

Factores 2 3

Raiz a probar

Potencias 36 10

La indicatriz de 37 es 36, con factores 2 y 3. La
aplicacion del criterio nos da dos potencias congruentes
con 36 y 10 respectivamente, luego 5 es una raiz
primitiva.

INDICES MODULARES

En el apartado anterior estudiamos las raices primitivas,
elementos del grupo multiplicativo Z*, de las unidades
en Z, (numeros coprimos con n), tales que su
gaussiano es maximo y coincidente con ¢(n). Estas
raices, mediante sus potencias, engendran todo Z*,,
luego un elemento inversible cualquiera coincidira con
una potencia de la raiz primitiva. El exponente
comprendido entre 0 y @(n)-1 que logra esta
coincidencia recibe el nombre de indice del elemento
respecto a la raiz primitiva. También es llamado
logaritmo discreto.

Es decir; si a es una raiz primitiva y b un elemento
inversible, existe un exponente k en el intervalo (0, ¢@(n)-
1) tal que a*=b, y a ese exponente le llamaremos indice
de b respecto a a.
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Por ejemplo, el médulo 7 posee dos raices primitivas.
La raiz 3 engendra mediante potencias todos los
elementos desde 1 a 6 (por ser 7 primo son todos
inversibles), 3°=1, 3'=3, 3°=2, 3°=6,3"=4, 3°=5. Cada
uno de los exponents es el indice de ese elemento.

La funcion indice que asigna a cada elemento inversible
el exponente de la menor potencia de la raiz primitiva
que lo engendra la podemos representar por ind,(b) o
simplemente ind(b) si se conoce la raiz. También
podemos representarlo como un logaritmo, que en este
caso recibe el nombre de logaritmo discreto. En el
ejemplo anterior ind;3(6)=3, ind3(4)=4,...Si existe una
raiz primitiva, todos los elementos inversibles de Z,
tendran definido el indice.

Al ser un exponente, las propiedades del indice o
logaritmo discreto son previsibles (supongamos modulo
m):

e Indy(1)=0

e Ind,(a)=1

e Ind(a*b)=ind(a)+ind(b)

e Ind(a*)=k*ind(a)

o Indy(x)=inda(b)*indp(x) (férmula del cambio de
base)

¢ Inda(x-1)= ¢(m)-Inda(x)
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El calculo de los indices en grupos complejos no es
facil, aunque se han creado muchos algoritmos
eficientes, y por eso los indices son usados en algunos
sistemas criptograficos.

Aqui nos limitaremos, como siempre, a casos sencillos
con los que aprender los conceptos. Hemos creado en
nuestra hoja Gaussiano.xlsm

http://www.hojamat.es/sindecimales/congruencias/herra
mientas/herrcong.htm#gaussiano

un confeccionador automatico de tablas de indices para
un modulo dado. Sdlo tienes que escribir dicho mddulo,
y pulsar un boton para que aparezca la tabla, si es que
existen raices primitivas. Aqui tienes la del modulo 54

Médlo fabla

Raices primilivas
Inversibles 5 1 23 29 41 47

En columna aparecen los elementos inversibles de Zs,,
que hay 18, porque @(54)=18. En la fila superior
tenemos las raices primitivas, que por ser 54 de la

forma 2p* (2*3°), existen con seguridad, y son 6, ya que
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¢(p(54))=6. Con ella podemos encontrar el indice de
cualquier inversible. Por ejemplo, el indice de 37
respecto a 23 es 12, lo que indica que 23'%=37.

Ecuaciones potenciales

Las tablas de indices nos pueden servir para resolver la
ecuacion

x" =a(modm

El comportamiento de los indices como logaritmos nos
permite transformar esta ecuacidn en otra lineal,
eligiendo cualquier raiz primitiva b y aplicando indices
en ambos miembros respecto a ella.

n X indy,(x) = indy(a) (mod @ (m)

Segun la teoria de las ecuaciones lineales en Z,, Ssi
llamamos d al MCD(n, ¢@(m)), el indice de a ha de ser
multiplo de d para que exista solucién. En ese caso
basta despejar el indice de x y buscar después el valor
de x en las tablas. Podiamos haber automatizado todo
el proceso, pero parece que se aprende mas de esta
forma.

Ejemplo: Resolver x°=37 (mod 54
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En primer lugar encontramos que ¢(54)=18 (ver tabla y
parrafos anteriores), luego d=MCD(6,18)=6. En la tabla
citada buscamos el indice de 37 respecto a la raiz
primitiva 5 y encontramos que es 12. Por tanto, como
12 es multiplo de 6, debera existir una solucién (en
realidad, segun las propiedades de las ecuaciones
lineales, deberian aparecer 6). Tomamos indices
respecto al 5:

6*inds(x)=inds(37) (mod 54 =12
inds(x)=12/6=2.

Buscamos en la tabla qué inversible tiene indice 5
respecto a la raiz primitiva 5, y nos resulta 25.
Comprobamos:

25'=25: 252=25*25=31: 25%=25*31=19; 25*=25*19=43:
25°=25*43=49; 25°=25*49=37

Asi comprobamos que 25 es una solucidn de la
ecuacion propuesta. Pero hemos asegurado que
existen otras cinco soluciones, que se pueden leer en la
tabla si hubiéramos usado otra raiz primitiva. Son estas:
13, 43, 31, 7 y 49. Esto completa el conjunto de seis
soluciones de la ecuacion propuesta.

Otras ecuaciones de ese tipo no tienen solucion. Por
ejemplo:
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X'=12 (mod 49

Formamos la tabla de indices moédulo 49 y vemos que
ind;(12)=11, que @(49)=42 y MCD(7,42)=7, pero 11 no
es multiplo de 7, luego no existe soluciéon. Hemos
creado una tabla con las séptimas potencias de los
inversibles de Z*49 y s6lo nos resultan seis resultados
posibles: {1, 30, 31, 18, 19, 48}, y el 12 no esta entre
ellos.

El ejemplo anterior nos da una pista para descubrir si
un resto dado es cubico, bicuadrado o de otro orden en
un modulo dado. Por ejemplo, ¢ es resto bicuadrado 15
en modulo 22? Planteamos a*=15 (mod 22 vy
analizamos:

Formamos la tabla de indices modulo 22
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A, Roldan 2075

Tablas de indices ‘

Medio  27] Tebla
Indicatriz 1
R primit;
Inversibles 7 13 17 19

-
5]
[ TR RN R N ] iz

1 1 10
8

ra
@
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¢(22)=10 y MCD(4,10)=2, luego ind(15) ha de ser
multiplo de 2. Segun la tabla, se cumple para cualquier
raiz primitiva, luego si es un resto bicuadrado. Podemos
encontrar su raiz cuarta:

4ind(a)=2, luego ind(a)=2/4 (mod 22 =6

El 3 posee indice 6, y cumple 3*=15 (mod 22, luego
existe la raiz bicuadrada de 15, y este valor 15 es resto
bicuadrado (s6lo hemos investigado una posibilidad,
pero con una basta)

94



