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PRESENTACION

Este libro recoge, ampliadas y dotadas de soluciones, las
principales entradas publicadas en el blog del mismo titulo
(http://www.hojaynumeros.blogspot.com) en la temporada 2008-
09.

Estudia, por tanto, temas de Matematicas y de hojas de calculo
separadamente o de forma conjunta. Los primeros se estudian,
salvo alguna excepcion, dentro de los cuatro apartados incluidos
en la pagina web http://www.hojamat.es:  Aritmética,
Combinatoria, Congruencias y Divisibilidad, es decir, capitulos de
Matematica Discreta. No se han distribuido los temas de forma
equitativa, pues ha sido la actualidad la que nos ha hecho optar
por unos u otros.

El blog origen de esta publicacion no tiene planificacién previa.
Por ello, se ha querido estructurar los temas en distintos
capitulos segun su tematica o metodologia. Es importante
intentar responder a las cuestiones planteadas sin acudir a las
soluciones, pero el autor comprende que la tentacion es muy
fuerte, por lo que ha ampliado algunas de ellas.

El condicionamiento de la actualidad ha podido causar que
algunos temas tratados en el blog carezcan de entidad, por lo
que no figuraran en este libro.
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EL ATRACTIVO DE LOS CUADRADOS

Diofanto de Alejandria dedic6 casi toda su Aritmética al estudio
de los cuadrados. Libros enteros dedicados a conjuntos de
cuadrados y sus relaciones. Y es que estos numeros nos atraen
a primera vista, tanto si los consideramos aritméticamente como
si observamos su representaciéon geométrica. Nos dan sensacion
de perfeccion, de algo acabado. No es casual que el de Pitagoras
sea el teorema mas popular en nuestra cultura, porque, ademas,
nos muestra algun cuadrado troceado, descompuesto, lo que da
mas interés al tema, pues la aparente sensacién de que un
cuadrado es algo terminado y perfecto se rompe cuando se
convierte en pieza de construcciones o término de las mismas.

ELIMINAR BOLAS EN UN CUADRADO

Forma un cuadrado con bolas, situandolas en filas y columnas,
las que quieras. Después elimina 10 bolas e intenta reorganizar
el resto hasta formar otro cuadrado mas

e ¢ 0 & &0

: : : : : : Ve pequefo, y veras que resulta imposible,
co0 e o0 cualquiera que sea el lado del cuadrado
*o0e 000 que has formado.

L BN BN BN BN BN BN BN

L BN BN BN BN BN BN BN i o

e 60 e6eee Pruebaentonces a quitar solo 6 bolas, y

observaras que tampoco puedes formar un
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cuadrado con las restantes. Con otros numeros si se puede,
dependiendo del lado del cuadrado.

¢ Qué tienen de particular el 6 y el 10 para que ocurra esto?

Descubre mas numeros con un comportamiento similar, o
encuentra una propiedad que cumplan todos.

(a) De hecho, hay muchos comportamientos respecto a esta
operacion. Existen dos tipos de numeros que solo permiten
convertir un cuadrado en otro mas pequefio quitando tantas
unidades como tienen ellos de una sola forma. Por ejemplo 8= 3?
— 12 como Unica solucién y 7 = 4% — 3% ;Qué tipo de nimeros
son?

Otros, sin embargo, no soélo permiten la operacion, sino que
presentan varias soluciones. Por ejemplo, 192 = 492 — 47% = 267
- 222 =192 - 132 = 16% — 8% = 14% — 2% ;De qué depende que
unos numeros presenten una solucioén y otros varias?

(b) Entre los numeros menores que 1000 hay uno que es igual a
diez diferencias de cuadrados ¢;Cual?

(c) Por dultimo, en el caso de varias soluciones podemos
relacionarlas con los cuadrilateros con lados de medida entera
inscriptibles en una circunferencia. Asi, los lados 49, 47, 26 y 22
forman uno de esos cuadrados ¢ Por qué?

Notas

¢ Los numeros que no pueden igualarse a una diferencia de
cuadrados tampoco pueden expresarse como a’+2ab,
con a y b enteros. Si se distinguen los casos de a par o
impar se llega facilmente a la misma conclusion.

o Ser diferencia de cuadrados equivale a poder construir un
gnomon con sus unidades. En las siguientes imagenes
podemos ver uno con a par y otro con a impar.
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CUADRADOS EN PROGRESION ARITMETICA

No es dificil encontrar ternas de cuadrados perfectos que estén
en progresion aritmética, tales como 1, 25y 49, o0 4, 100 y 196.
., Coémo podriamos encontrar mas ternas con una hoja de
calculo? Se podria organizar una tabla de doble entrada con los
cuadrados perfectos, y después someter a su media aritmética a
una condicién ¢ Cual?
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En la imagen puedes ver el resultado de una busqueda similar,
en la que se han marcado con un 1 los cuadrados perfectos
pertenecientes a una terna como la propuesta. Si te animas a
construir un buscador semejante podras encontrar muchas mas
ternas. Ponte a prueba: ;Con qué otros dos cuadrados forma
progresion aritmética el numero 10404, cuadrado de 102?

Para concretar las ternas pedidas hemos recurrido a una
exploracion sistematica. Es una forma valida de trabajar en
Matematicas (asi se encuentran los niumeros primos), pero que
alguien puede pensar que es algo perezosa. A continuacion
aportamos un analisis algo mas profundo.

Enfoque algebraico
Llamemos n a la raiz cuadrada del término central, que seria n.

El tercer cuadrado tendra la forma (n+h)? y el primer cuadrado (n-
k)? con k>h ¢por qué?

Las diferencias entre ellos seran iguales, luego

(n+h)? - n?= n? - (n-k)?

Simplificando: 2nh+ h? = 2nk - k?

Despejando n: n = (h? + k?) / (2(k-h))

Como k>h, llamamos m=k-h, y entonces queda:

n = (h® + (h+m)?) / (2m) = (2 h?* + 2mh + m?) / (2m)

Esto obliga a que m sea par, y la podemos sustituir por 2p
n = (2 h? + 4ph + 4p”) / (4p) = h’l(2p) + h + p (1)

Esto nos da un procedimiento de generacion de ternas de
cuadrados:
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Elegimos cualquier entero p y buscamos un namero par h cuyo
cuadrado sea divisible entre p y cuyo cociente sea mayor que el
mismo p (para que n-k sea positivo), y mediante la formula (1)
calculamos n. Seguidamente encontramos los valores de n+h y
n-k = n-h-2p

Ejemplo: p=5, h=10, n=100/10 + 10 + 5 = 25; (n+h)=35: (n-k)=25-
10-5*2=5.

Por tanto, los cuadrados en progresion aritmética buscados son:
25,625y 1225.

Notas

- Si tres cuadrados estan en progresién aritmética, sus
diferencias mutuas son siempre multiplos de 24. Intenta
demostrarlo, que es un reto muy interesante. Si no lo logras, en
las Soluciones tienes una demostracién basada en los restos
cuadraticos.

- No existen cuatro cuadrados en progresion aritmética, ni en
mayor numero.

- Tampoco existen tres cubos en progresion aritmética.

- Leonard Dickson en su libro "History of the Theory of Numbers"
(1919), propone estas férmulas:

x=2Vv/u—-u

y=2Viu+u+2v

z=2V/u+u+4v

donde u divide a 2 v* con un cociente mayor que u.

Este método coincide con el que se propone en este libro. Por
ejemplo, para h=12 y p=6 las soluciones son n=30, n+th=42, n-
k=6, y con la propuesta de Dickson se logra la misma solucion
con 2v?=72 y u=6:

X=72/6-6=6; y=72/6+6+12=30; z=72/6+6+24=42.

13



UN CUADRADO Y UNA UNIDAD

Los nimeros de la forma n’+1 con n natural
tienen un atractivo especial: un cuadrado que
se estropea por afiadirle un elemento mas.
¢ Qué hacer con esta figura? A veces da lugar a
un numero primo, como 17, 37 o 101. Una
conjetura pendiente de demostrar afirma que
existen infinitos nimeros primos de este tipo n?+1.

Otras veces n’+1 es un compuesto, como 26 o 50. En ese caso
la figura se puede convertir en un rectangulo, se formaria uno de
2 por 13.

Lo que es seguro es que nunca sera multiplo de 3, ni de 4, y
tampoco de 7, pero si puede serlo de 17 (13°+1=170=17*10) o de
13 (21°+1=442=13*34)

.De qué depende eso? Puedes abordarlo sin especiales
conocimientos de teoria, con el uso de una hoja de calculo. Si
prefieres profundizar, esto esta relacionado con los restos
cuadraticos.

Notas

- Los restos cuadraticos clasifican, respecto a expresiones del
tipo n’+1, a los nimeros primos en tres clases:

e Primos que no dividen a este tipo de expresiones: 3, 7,
11, 19, 23, 31, 43,...En la descomposicion factorial de
cuadrados mas una unidad no figuraran estos numeros
primos. Son los que presentan la forma 4N+3

e Numeros primos que si son factores de expresiones del
tipo n*+1: 2, 13, 29, 41, 53,...Se corresponden con los
primos de la forma 4N+1
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e Por ultimo, los que se pueden expresar como n*+1: 5, 17,
37, 101, 197, ... que son un subconjunto de los
anteriores.

Asi, por ejemplo, se dan estas descomposiciones: 32%+1=5%%41:
57%41=2*5%*13; 2112+1=2*113*197=2*113*(14°+1)

- Los numeros de la forma n+1 tienen una propiedad muy
elegante, y es que son divisores de otros numeros similares, y
ademas, su cociente también es del tipo n+1, es decir, que para
todo n, existen m y p tales que (n’+1)(m?+1)= p*+1. En efecto,
basta tomar m=n-1y p=n*n+1:

(n2+1)-((n-1)2+1) = n*-2.n3+3-n?-2.n+2

(n2-n+1)?2+1 = n*-2.n3+3.n?-2.n+2

- El que los primos del tipo 4N+1 posean un mdiltiplo del tipo n*+1
no es muy dificil de demostrar si se conoce la teoria de los restos
cuadraticos. (Ver Fundamentos de la Teoria de Numeros de
Vinogradov)

LA MITAD, CUADRADO, EL TERCIO, CUBO

Encuentra los primeros numeros naturales N que admiten estas
dos descomposiciones:

N=2n2=3m?

Es necesario recorrer los posibles factores primos de my de ny
sus exponentes.

Una solucion es N=41472, pero existe otra menor.
Si has aprendido a hacerlo, prueba con

N= 2n? = 5m°

Una solucion es un numero “muy redondo”

15



Si tu valor no ha sufrido merma, aborda el que
N=3n®=5m°

Quizas la primera solucion tenga nueve cifras

CASI NARCISISTAS

Esta propuesta estd basada en un ejemplo incluido por Eugenio
Manuel Fernandez Aguilar en su blog Ciencia del Siglo XXI -
Mirando con la mente.

88°+33°=8833

(Existiran otros numeros de cuatro cifras con esta
propiedad?

Observa que es una situacion parecida a la de los numeros
narcisistas, tales como 153 = 1°+5°+3° 6 1033 = 8'+8%+8°+8°

Si deseas averiguarlo, implementa este cédigo, que te sirve para
Excel y para OpenOffice.org Calc

(Entre paréntesis los comentarios)

Sub busqueda
dim i,j,k,I (Cifras del nimero)
dim a,b,c (ay b estan formados por dos cifras)

fori=0to 9
forj=0to 9
fork=0to 9
forlI=0to 9

a=10%i+j (Formamos un numero con las dos primeras cifras)
b=10*k+l (Formamos otro con las dos ultimas)
c=100*a+b (Formamos el numero total)

if a*2+bA2=c then (Si se cumple, tenemos la solucién)

msgbox(a) (Se comunican las soluciones)
msgbox(b)
msgbox(c)
end if
16



next |
next k
next j
next i

End Sub

La respuesta es que existe otro numero de cuatro cifras con la
misma propiedad ¢,Cual?

Otras propuestas

(a) Ya que tienes el codigo adecuado para resolver la cuestion, si
efectlias en él algunos cambios puedes encontrar numeros
narcisistas de cuatro cifras. Uno es 1634=1*+6*+3"+4*. ;Cuales
son los otros dos?

(b) Con otro pequefio cambio puedes encontrar numeros de
cifras abed que cumplen que abcd=a*+(bc)*+d>. Hay dos

(c) Con otro cambio mas puedes encontrar numeros de cifras
abcd que cumplen que abecd = (cd)’-(ab)®. Solo existe una
solucion.

CUADRADO DEL SIMETRICO

Claudi Alsina, en su libro “Vitaminas matematicas”, sefiala como
una propiedad del numero 12 la siguiente: 122 = 144 y 212 = 441,
es decir, que el cuadrado de su numero simétrico en cifras
coincide con el simétrico de su cuadrado.

Esta propiedad la poseen otras parejas de numeros, en concreto
hay, si la hoja de calculo no falla, las siguientes:

Dos parejas de dos cifras: 12y 21, 13y 31
Cinco parejas de tres cifras, desde 102 con 201 hasta 311y 113
Dieciocho de cuatro cifras, desde 1002-2001 hasta 3111-1113
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Cuarenta y una parejas de cinco cifras...

(a) Una cuestion sencilla: ¢ Qué cifras no pueden figurar entre las
componentes de esos numeros? ¢ Cual es la causa?

(b) Otra algo mas compleja: De las cifras que pueden figurar,
¢, qué combinaciones de ellas habria que desechar?

(c) Y mas dificil, porque hay que contar bastante: ;Por qué
aparecen estos numeros de parejas?: 2 de dos cifras, 5 de tres
cifras, 18 de cuatro y 41 de cinco...

UNA EXPLORACION MATEMATICA

En la entrada numero 120 del interesante blog de Claudio
(http://simlementenumeros.blogspot.com) se hacia una propuesta
que esencialmente consistia en buscar los numeros que son
cuadrados perfectos y que su doble aumentado en una unidad
también lo es, como 144=12% y 144*2+1=289 = 172. En un primer
comentario, se proponian las soluciones 07, 22, 12% 702 408° y
23782%con una ley de formacion an.4 = 6a, — an.1

Una entrada posterior contenia un enlace a una pagina de
sucesiones de numeros enteros muy popular.

Navegando un poco y siguiendo enlaces sucesivos al propuesto
descubri que las soluciones 0, 4, 144, 4900, 166464, ... divididas
entre 4 coincidian con los numeros enteros que son cuadrados y
triangulares a la vez (se puede prescindir del 0): 1, 36, 1225,
41616,...

Recordé que estos numeros se encuentran mediante la ecuacion
de Pell 8x*+1=y? una de cuyas soluciones es x=1, y=3. De esta
forma se aclaré bastante la cuestion, y por su posible interés, se
desarrolla a continuacion el proceso que segui, mediante una
serie de propuestas encadenadas complementarias a las de
Claudio.
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(1) Demuestra que si 2n’ + 1 = m?, entonces n%/4 es también
cuadrado y triangular.

(2) Demuestra que los numeros x que son cuadrados y
triangulares a la vez coinciden con los valores de x* que son
soluciones de la ecuacion de Pell 8x*+1=y?

(3) Una de las soluciones de la ecuacion citada es x;=1, y;=3.
Segun la teoria correspondiente a las ecuaciones de Pell, las
demas soluciones de esta ecuacion vienen dadas por la igualdad

(3+ \/g)l =y + \/S_xn

Usa esta propiedad para encontrar las soluciones de x, que seran
1, 6, 35, 204,...., que elevadas al cuadrado coincidiran con los
numeros cuadrados y ftriangulares a la vez 1, 36, 1225,
41616,...que, a su vez, multiplicados por 4, resultaran ser las
soluciones de 2n + 1 = m?, 4, 144, 4900, 166464...

(4) Usa la férmula del apartado anterior para demostrar esta
férmula doble de recurrencia:

yn=8Xn_1 +3yn-1 y Xn=3Xn-1 *Yn1

0, en forma matricial:

(3 lj(xn—lj o ('XMJ
8 3 ‘yn—l _yn
Su aplicacion reiterada nos permitira encontrar los valores (1,3),

(6,17), (35,99)...

Convierte esas dos formulas de recurrencia en una sola para X,
y te resultara

Xn=6Xn1-Xn2, que coincide con la propuesta en el blog para sus
dobles 0, 2, 12, 72,...
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(5) ¢Por qué el cociente entre las x parece tender a esta
expresion?

34242

Nos podemos basar en que g, = 6-1/q,.1, que nos lleva, tomando
limites para n tendiendo a infinito, a la ecuacion x = 6 -1/x, una de

cuyas soluciones es 3 + 24 2, que es la que vale al ser creciente
la sucesion.
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jCOMO PRESCINDIR DE LOS NUMEROS PRIMOS!

Ninguna publicacion sobre numeros puede dejar atras a los
primos. Son los numeros mas estudiados y misteriosos. Las
cuestiones sobre ellos son muy numerosas, y abarcan distintos
niveles de dificultad. Se puede estar toda la vida investigando
con los numeros primos aunque no se tenga formacién superior.
Son como piezas de construccion, que permiten levantar los mas
hermosos edificios.

DOS DEMOSTRACIONES PROPUESTAS POR
T. M. APOSTOL

En el libro “Introduccién a la Teoria analitica de numeros” de T.
M. Apostol hemos encontrado dos propuestas de demostracion
de nivel medio sobre niumeros primos y compuestos:

(@) Demostrar que todo numero N mayor que 12 es suma de dos
compuestos.

(b) Demostrar que si 2"+1 es primo, n ha de ser potencia de 2.

21



En la primera has de darte cuenta del papel que juega el numero
12. Quizas debas expresar el numero N en forma de binomio.

La segunda recuerda los numeros de Fermat. Quizas un camino
sea abordar el teorema reciproco.

No son excesivamente dificiles.

LA HOJA DE CALCULO AYUDA A RAZONAR

Recientemente, en el blog Problemas matematicos
(http://problemate.blogspot.com), se ha publicado este elegante

problema:

Dado un namero cualquiera, lamamos MFI de ese numero a
su mayor divisor impar. Asi, el MFl de 12 es 3, y el MFI de 15,
es 15. Por cierto, que hay numeros, como el 8, que tienen por
MFI a 1.

Demuestra que la suma de los MFI de los numeros n+ 1, n +
2, ..., 2n de cualquier entero positivo n siempre da n.

Puedes comprobarlo con cualquier numero, si no te lo crees.
¢Podras convencer a todo el mundo de que sucede de

verdad para todos los numeros?

La cuestion propuesta permite intentar su resolucion con la
ayuda de la hoja de calculo, ya que automatizando el calculo del
MFI es posible investigar su distribucién en algunos intervalos de
nameros. A continuacién se desarrolla un camino de resolucion

de este tipo.
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La solucién dada n? me dio la pista de que aparecerian todos los
numeros impares desde 1 hasta n. Para comprobarlo creé para
OpenOffice.org Calc la funcion mayorprim para determinar el MFI

de cualquier numero (ver Apéndice)

Con ella construi tablas entre n y 2n para varios valores de n,
escribiendo pares de numeros en los que el primero fuera el

numero y en el segundo su mayor divisor impar

14-7,15-15,16-1,17-17,18-9,19-19, 20 - 5, 21 - 21,
22-11,23-23,24 -3, 256-25,26-13

Teniendo a la vista este tipo de tablas se observa que en ellas
figuran todos los impares desde 1 hasta 2n+1, luego mi sospecha

estaba justificada. ¢ Por qué ocurre esto?

La causa es que todo numero n se puede expresar como
n=MFI.2°, y esto produce dos hechos: Todos los impares
menores que n figuraran con seguridad en la lista de MFI entre

n+1y 2n y ademas una sola vez.

(a) Que figuran una sola vez es facil de ver, pues si h.2” figura en
la lista desde n+1 hasta 2n, su siguiente niumero del mismo tipo

seria el doble n=MF1.2"*", y seria mayor que 2n.

(b) Que deban figurar todos se deduce de que para cualquier
numero menor que n, al multiplicarlo por 2, 4, 8, etc., siempre
sera posible que el multiplo formado esté en el intervalo pedido

n+1 a 2n. Omito los detalles.
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Este ejemplo ilustra la dificultad que a veces se tiene de "ver" los
componentes de un problema. Al comprobar con la hoja de
calculo que la lista contenia todos los numeros impares

deseados, fue mucho mas simple investigar la causa.

Esta cuestion se podria haber visualizado usando el sistema
binario de numeracion. La idea fundamental es la siguiente: Si un
namero n se expresa en sistema binario como un conjunto de
unos y ceros, multiplicarlo por 2 equivale a afiadir un cero a su
derecha, o, en términos muy graficos, "empujarle” sus cifras

hacia la izquierda.

Asi, si 7=111(2 su doble 14=1110(2 y multiplicado por 4
28=11100(2

En el problema citado, todos los numeros impares menores o
iguales a n son "empujados" hasta convertirse en los numeros
pares existentes entre n+1 y 2n. Como ademas esa operacion
equivale a ir multiplicando por 2, los niumeros primitivos seran los

MFI de los resultantes.

Se puede ver en la siguiente tabla, que contiene los numeros del
1 al 22 con su correspondiente desarrollo binario (se han
suprimido los ceros): Los impares menores o iguales a 11
(1,3,5,7,9 y 11) son desplazados segun las celdas de color
naranja (que representan potencias de 2), hasta situarlos en las
celdas de color verde, lo que los hace iguales a los numeros

situados a su izquierda. Es mejor verlo que seguir la explicacion.
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Notas

- Del razonamiento anterior se deduce que si un numero esta
escrito en el sistema binario, su MFI se obtiene suprimiendo los
ultimos ceros de dicha expresion binaria.

Asi, si 20 = 10100 (2, al suprimir los ceros queda 5=101, su MFI.

- Entre n+1 y 2n solo puede haber una potencia de 2, y por tanto
un sélo MFI igual a la unidad.
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PRIMOS REVERSIBLES (PRIMO-OMIRP)

Es muy popular la definicion de los pares de numeros primo-
omirp, o primos reversibles, que son aquellos en los que uno
se forma invirtiendo las cifras del otro (en base de numeracion
decimal) y que ambos son primos, como los pares 199 y 991,

7589 y 9857. Se suelen excluir los capicuas.

No vamos a insistir en el concepto, que incluso se recoge en la
Wikipedia, sino en la posibilidad de encontrarlos con Hoja de

Caélculo.

Para ello necesitamos las dos funciones del Apéndice,
INVERTIR_CIFRAS y ESCAPICUA. Ademas, deberemos contar
con la funcién ESPRIMO, uno de cuyos posibles cddigos figura

también en el Apéndice.

Se pueden encontrar asi (excluyendo capicuas) 4 parejas de dos
cifras (13 — 31, 17 — 71, 37 — 73, 79 — 97), 14 parejas de tres
cifras, desde 107-701 hasta 991-199, y 102 de cuatro cifras. Se
pueden ordenar bien los calculos usando las mencionadas

funciones.
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1 107 0
2 113 n
3 149 911
4 157 [}
5 167 761
6 179 971
[ 199 991
8 N 113
9 337 733
10 347 743

Aquellas personas no interesadas en la programacion de macros
pueden descargar el archivo de texto omirp.txt, que contiene
una lista con los numeros “omirp” inferiores a 200.000, de la
direccién  http://www.hojamat.es/blog/omirp.txt. Una vez
descargado es facil trasladar los datos a una hoja de calculo.
Sobre esta lista doble se pueden plantear cuestiones bastante

atractivas:
Cuestiones

(a) Muchos numeros “omirp” restados con su pareja producen
cuadrados perfectos. ;Qué se puede escribir en las celdas de la

derecha de las listas para que se detecte esta propiedad?

Llama la atencién la repeticion de los resultados 30, 60 y 78 en
las raices cuadradas, asi como 738, todos multiplos de 6. Sera
siempre asi? ¢ Sera siempre divisible entre 6 la raiz cuadrada de

la diferencia entre dos “omirp”?

Como curiosidad, si siguiéramos escribiendo numeros hasta un

millén, una raiz cuadrada que aparece varias veces es 666.
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746.203 — 302.647 = 443.556 = 666>
767.323 — 323.767 = 443.556 = 666>
785.143 — 341.587 = 443.556 = 666>

797.353 — 353.797 = 443.556 = 666°

(b) Si hemos buscado diferencias que sean cuadrados perfectos,
nada nos impide intentarlo con triangulares. Un criterio faciimente
programable en hoja de calculo es que un numero N es triangular

si 8n+1 es cuadrado perfecto. ¢ Existiran diferencias triangulares?

(c) Un poco mas dificil: ¢Existiran diferencias que sean cubos
perfectos?

Notas

(1) La distribucion de apariciones de cuadrados perfectos al
restar las parejas primo-omipr (contando una diferencia por
pareja) inferiores a 200000 es la siguiente:

Diferencia Frecuencia
36 1

900 10

3600 5

544644 1
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(2) Ya que hablamos de parejas, podriamos definir como “hijo” al
mayor numero primo que divide a la diferencia primo-omirp. Por
ejemplo, para numeros menores que 10000 el hijo mas crecidito
es 449 y el mas pequeno 3. Como las diferencias son pares, eso

significa que nunca seran potencias de 2.

Si ampliamos la busqueda hasta 200000 nos aparecen dos hijos

algo monstruosos:
996001 y 100699 tienen como hijo mayor a 49739

997001 y 100799 tienen como hijo mayor a 49789

PRIMOS CON CIFRAS CONSECUTIVAS

(Sobre una propuesta del blog “Numeros”-
http://www.simplementenumeros.blgspot.com)

a) Encontrar todos los primos cuyos digitos son
consecutivos y estan ordenados de menor a mayor (yo

encontré cinco), y de mayor a menor.

Esta cuestion es muy interesante para la construcciéon de un
algoritmo sobre ella. La idea es comenzar con la cifra de las
unidades, que solo puede ser 1, 3, 7 6 9, e ir adosando a esa
cifra por la izquierda cifras decrecientes en una unidad,

analizando en cada paso si es primo o no.
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Por ejemplo:

7 es primo. Le adoso un 6.

67 es primo. Le adoso un 5.

567 no es primo. Lo salto, pero le adoso un 4.
4567 es primo. Afhado un 3.

Asi se van anadiendo hasta llegar a n cifras.

Se puede plantear en el Basic de la hoja de calculo, con estos

resultados:

Primos con cifras ascendentes:
Caodigo

Sub buscaprimos(n) (n es una cifra igual a 1,3,7 6 9)
dim m,p,n

m=n:p=n (Variables que albergan las cifras)

for i=1 to n (Se recorren n cifras para agotar las posibilidades)
p=p-1 (Cifras crecientes, van disminuyendo a la izquierda)
m=10*i*p+m (Se forma el niumero con cifras crecientes)

if esprimo(m) then msgbox(m) (Si es primo, se comunica)
next i

End Sub

Si se dan a n los valores 1,3,7 y 9, resultan las soluciones 23, 67,
89, 4567 y 23456789

Para los descendentes solo hay que corregir un detalle:

Sub buscaprimos(n) (n es una cifra igual a1...9)
dim m,p,n
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m=n:p=n

fori=1ton
p=p-1 (Cifras decrecientes)
m=10*m+p (Se forma el nimero con cifras decrecientes)

if esprimo(m) then msgbox(m) (Si es primo, se comunica)
next i

End Sub

Con este otro codigo, dando valores a n entre 1y 9, resultan dos
soluciones: 43 y 76543.

Esta cuestién no es importante, pero resalta la simplicidad que
puede tener un algoritmo que despueés resulta bastante potente.

NIDOS DE PRIMOS

Hace unos dias se me ocurrié averiguar cuantos numeros primos
se pueden generar permutando conjuntos determinados de

cifras. Les llamé “nidos de primos”.

Consideré los numeros primos permutables, que son aquellos
cuyas permutaciones de cifras forman también nimeros primos.

Los primos permutables de pocas cifras son:

2,3,5 7,11,13,17, 31, 37, 71, 73, 79, 97, 113, 131, 199, 311,
337, 373, 733, 919, 991, MMM 1111111111111,
M1 1111 1111111111111 .

En ellos se repite algun digito, por lo que no llegan al maximo

posible, que coincide con el factorial del nUmero de cifras.
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Con una hoja de calculo emprendi la busqueda para estudiar el
maximo numero de primos que se puede generar. Estudié
separadamente los que contenian la cifra 0, en los que cambia el

numero de cifras. Encontré lo siguiente:

Conjuntos de dos cifras: Con éstos no habia que probar nada. El
maximo de primos generados es 2, como en el casode 13y 31y

los permutables de la lista anterior.

Tres cifras: EI maximo niumero de primos generado podria ser 6,
pero ningun numero de tres cifras llega a tanto. Aqui me fallaron
algunos candidatos que parecian idoneos, como el 137, y los
conjuntos de cifras que producen mas primos resultan ser 149,
179 y 379 (y todas sus permutaciones), que forman 4 primos

cada uno. Por ejemplo, 1, 4 y 9 generan 149, 419, 491, y 941.

Si consideramos la cifra 0, también producen cuatro primos 107,

709 y todas sus permutaciones.

Cuatro cifras: Con cuatro cifras el nimero de permutaciones
posibles es de 24. No se llega a tanto. Aqui hay dos conjuntos
con numero maximo de primos. Forman exactamente 11 primos,
y son 1237 y 1279. Es curioso que la cifra 2 entre a formar parte

de los dos conjuntos que forman mas primos.

Cinco cifras: Aunque mi busqueda no ha sido totalmente
exhaustiva, creo que el maximo numero de primos lo engendra el
conjunto 13789, que permite formar 39 primos, seguido de 13459
con 37 y 12379 con 36.
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Es instructivo el estudio de los cocientes entre el nUmero de

primos generado y el de permutaciones de los conjuntos:

2/2!=1; 4/3! = 0,6667; 11/4] = 0,4583; 39/5! = 0,325

Podemos compararlos con los cocientes entre los primos

menores o iguales a 10, 100, 1000,.. y esas mismas cantidades:

4/10=0,4; 25/100=0,25; 168/1000= 0,168; 1229/10000=0,1229

Observamos que ambas son decrecientes y muy cercanas a

progresiones geométricas de razon similar, como se ve en los

cocientes entre cada elemento y su anterior:

0,6667/1 =0,6667 y 0,25/0,4 = 0,625
0,4583/0,6667 =0,6875y 0,168/0,25 = 0,672
0,325/0,4583 =0,7091y 0,1229/0,168 =0,7315

Esto indica que ambos estan relacionados de alguna forma con

la distribucion de niumeros primos.

Aqui detuve la busqueda, porque la hoja de calculo se lentifica
pronto. Si alguien emplea programas mas potentes puede seguir

con numeros mas altos de cifras.
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EL MAYOR DIVISOR

Es facil demostrar que todo nimero natural M que venga dado
por la expresiéon 2"-1 con n natural compuesto, es también
compuesto. Lo que no es tan inmediato es calcular su mayor
divisor propio. Por ejemplo, el mayor divisor de 2?°-1=1048575 es
349525.

¢, Qué protocolo de calculo podriamos seguir para encontrar el
mayor divisor de 2"-1 (n compuesto) con un numero pequefio de
pasos? No es exactamente un algoritmo, sino una estrategia.
Para numeros grandes se puede complicar, pero para n menor
qgue 100 no deberia darnos problema.

Aqui puedes estudiar algunos resultados con valores de n
compuestos:

| n | 211 | Mayor divisor |
4 15 5
6 63 21
e 511 73
12 4095 1365
20 1048575 349525
25 33554431 1082401
30 1073741823 357913941
33 8589934591 1227133513
35 34359738367 1108378657
49 562949953421311 4432676798593

La idea es buscar el menor divisor de M, con lo que el mayor
divisor sera el cociente de ambos.

Consulta en las soluciones alguna de esas estrategias.
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CERCA DEL CUADRADO DE UN PRIMO

Alrededor del cuadrado de un nimero primo mayor que 3 no hay
muchos mas primos. El cuadrado parece que los aleja. En efecto,
no son primos los nimeros p>— 1, p> -3, p>— 4, p> =5, p* + 1, p?
+ 2y p®>+ 3. Lo podemos expresar con este esquema
construido en los alrededores de 49:

44 45 46 47 48 49 50 51 52
b | 3 s
[ - [ ol -g -g = o =
[ = [ 5 o ke [ = G
e g 2|5 || 5| & |¢"
5 5 g 3
= = o =

Sélo queda un lugar para un posible niimero primo, y es p® — 2.

En algunos casos se rellena con un numero primo, como en el

caso de 49, en el que 47 es primo, y en otros es un compuesto
con divisores primos superiores a 5.

. Podrias demostrarlo? La clave de todo esta en p® — 1, que es
multiplo de...(piensa y demuestra)

Ademas, hay cuadrados de primos que estan muy aislados,
como el 529 = 232, al que sélo rodean los primos 521, 523, 541y
547, entre 520 y 550, o el 1681=412 cuyos primos mas cercanos
son 1669 y 1893. ; Sabrias encontrar casos similares?
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FORMULA DE POLIGNAC

Es relativamente sencillo encontrar los divisores primos del
factorial de un numero natural n. Simplemente son todos los
primos inferiores o iguales a n. El problema reside en calcular los
exponentes a los que estan elevados. Por ejemplo, la
descomposicion factorial de 22! Es

221=2%9.35%73.117.13.17.19

Para obtener los exponentes Polignac propuso esta férmula

53]

En la que el exponente r de cada factor primo p viene dado por la
suma de los cocientes enteros del numero n entre las sucesivas
potencias de p.

Puedes usar esta férmula para resolver las cuestiones siguientes:

¢ Cual es el mayor divisor del factorial 12! que es cuadrado
perfecto? (Solucion 2073600, cuadrado de 1440)

¢ En cuantos ceros termina el cociente 100!/50!? (Solucién en 12
ceros)

¢ Cual es la maxima potencia de 56 que divide a 56!? (Solucion
56 elevado a 9)

Si te da pereza ir contando, puedes usar la hoja de calculo
contenida en

http://www.hojamat.es/sindecimales/diisibilidad/herramientas/herr
div.htm#polignac
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LOGARITMO ENTERO

Llamaremos logaritmo entero de un numero natural a la suma de
todos sus factores primos, contando sus repeticiones. Se suele
representar por la funcién sopfr(n). Asi, sopfr(28)=2+2+7=11. El
valor mas pequefo corresponde a sopfr(1)=0 y los mayores
coinciden con los numeros primos, como es evidente. Aqui tienes
la grafica de esta funcién para los primeros numeros, en la que
se perciben los maximos correspondientes a los primos:

195
==
=5

45

Se le llama logaritmo porque posee la propiedad aditiva:
sopfr(a*b)=sopfr(a)+sopfr(b). Se cumple por el hecho de contar
las repeticiones de los factores primos. Si se contaran una sola
vez, esta propiedad solo se verificaria si los numeros fueran
primos entre si y daria lugar a otra funciéon que se representa por

sopf(n).
Propuestas:

(a) La funcion sopfr nunca sobrepasa el valor de su argumento,
es decir, n>=sopfr(n). No es dificil demostrarlo. Se da la igualdad
en el numero 1, el 4 y en los numeros primos. Después considera
que si k=m*n (no necesariamente primos) y alguno de los dos
factores es mayor que 2, se cumple que k>m+n. Finalmente,
aplicas esta propiedad de forma reiterada a las
descomposiciones en un numero creciente de factores hasta
llegar a los primos.

(b) Si sopfr(n) es menor o igual que n, se podrian buscar los
numeros que son divisibles entre su logaritmo entero. No hay
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muchos. Sin contar los numeros primos, en cuyo caso la
divisibilidad es en realidad una identidad, entre los 1000 primeros
numeros solo hay 42 que sean divisibles entre su logaritmo
entero, y entre los 10000 primeros hay 201. Entre ellos sélo en
un caso es ademas su raiz cuadrada ¢ En cual?

(c) En los casos anteriores, si sopfr(n) divide a n, y n no es primo,
tampoco lo es sopfr(n) ¢Sabrias demostrarlo? El razonamiento
es facil. Sin embargo, si suprimimos la condicion de divisibilidad,
el logaritmo entero puede ser primo, y de hecho lo es en multitud
de casos. Por ejemplo, entre los 1000 primeros, el valor 19 es el
que mas se repite.

(d) Hemos visto que sopfr(n)<=n, luego si buscamos el valor de
sopfr(sopfr(n)), se verificara que n>=sopfr(n)>=sopfr(sopfr(n)), y
si reiteramos, habremos construido una sucesion recurrente no
creciente de numeros naturales, que tendra un valor minimo, que
puede ser el 0, el 4, o bien un niumero primo que actuara como
punto fijo de la sucesion. Consideraremos que la sucesion
termina cuando llega a su punto fijo o al 0.

Los numeros primos son ya puntos fijos, por lo que su sucesion
se reducira a un valor. Otros nimeros necesitan mas pasos,
como 393, que da lugar a la sucesién 134, 69, 26, 15, 8, 6, 5.

El numero 20 presenta la curiosidad de ser igual a la suma de los
elementos de la sucesiéon: 20=9+6+5. Tienen esa propiedad otros
dos numeros de dos cifras. Te invito a encontrarlos.

(e) EI numero 140 es cuatro veces mayor que los términos de su
sucesion: 140 =4*(16+8+6+5). Los numeros 546, 616, 735 y 800
tienen una propiedad similar, pero con cocientes mayores que 4.
¢, Cuales?

(f) Si deseas investigar con el logaritmo entero (funcion sofpr(n))
puedes implementar en Excel o en Calc de OpenOffice.org un
algoritmo voraz que encuentre el logaritmo. Es bastante eficiente,
y similar al de encontrar todos los factores primos de un numero.
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La idea consiste en ir recorriendo los niumeros k inferiores a n 'y
cuando k sea divisor de n acumularlo a una variable S preparada
al efecto. Si es divisor, n se sustituye por n/k (por eso el algoritmo
es voraz), para disminuir el tiempo de busqueda del siguiente
divisor. Se vuelve a repetir la busqueda hasta que n quede
reducido a 1. En ese momento se lee el valor de la suma S y
obtendremos el logaritmo entero.

Puedes leer en el Apéndice el cdédigo de implementacion en
Basic del esta funcion SOPFR
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JUGAMOS CON CIFRAS

El sistema de numeracion no es una cuestion importante en la
teoria matematica, pero da lugar a temas divertidos, curiosos,
que no hay que tomar demasiado en serio, pues todos sus
resultados tendran siempre un ambito limitado. No obstante,
entretienen y son fuente de desarrollo de habilidades
matematicas. Un reto importante es el de intentar trasladar las
propiedades a otros sistemas de numeracion.

UNA PROPUESTA DEL “ESPEJO LUDICO”

En la entrada del blog "Espejo ludico" (http://espejo-
ludico.blogspot.com/) de fecha 18 de agosto de 2008, se
presento la siguiente propuesta:

Aprovechando las cifras

Buscar numeros tales que entre su cuadrado y su cubo se
utilicen todas las cifras (del 0 al 9) y una sola vez cada una.

Podriamos darle la vuelta a esta propuesta, y en lugar de

aconsejar que no se use la hoja de calculo, que era lo

recomendado, promover su uso, y de manera mas fuerte,

exigiendo que sea la propia hoja, sin ayuda nuestra, quien

encuentre la solucion. Evidentemente, en ese caso el objetivo es
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algoritmico, y no los razonamientos matematicos que pedia el
Espejo Ludico.

¢ Te atreves a crear una "trampa automatica" en la que caigan los
numeros que cumplan la condicién exigida?

1 5041 504 50 5

71 5041 1 4 0 5

35791 35791 3579 357 35 3

359711

1] 1 2 3 4 5 ] 7 8 ]
1 3 0 1 1 2 1] 1 1}

No se cumple

Para conseguirlo puedes plantear las siguientes operaciones de
hoja de calculo

(1) El cuadrado y el cubo del nimero a probar se descomponen
en cifras, una por celda (zona verde de la imagen). Es el primer
problema a resolver.

(2) Se construye una tabla con las cifras del 0 al 9 y se cuenta el
numero de veces que cada una aparece tanto en el desarrollo en
cifras del cuadrado como del cubo. (zona amarilla)

(3) La celda de "Se cumple" o "No se cumple" examina los
contadores, y si todos presentan el valor 1 (;cdmo se averigua
€s0 en una sola operacion?) da por valido el numero.

(4) Se va probando, de forma manual o automatica (mediante un
bucle con ayuda de macros) en un rango de busqueda, y se
espera a que aparezca el numero probado como valido. Esto
ocurre muy pronto.

¢ Te atreves a construir algo similar?
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ALGORITMO DERIVADO DE UN PROBLEMA

2758620689655172413793103448 * 3=8275862068965517241379310344

¢ Qué tiene de particular este resultado?

Hace dias lei en un libro de problemas el siguiente:

Encontrar un niumero entero que termine en 6, y que si esa
cifra 6 se mueve hasta situarse delante del resto de las cifras
del numero, el resultado equivalga a multiplicar ese numero
por 4: 6abc..de=4*abc..de6

Un caso similar es el numero 205128, que si movemos el 8 a la
primera posicion 820512 el resultado equivale a cuatro veces el
primitivo: 205128*4=820512

¢;Cudl es la forma mas rapida de resolver este tipo de

problemas?

Intenté analizar el problema propuesto por la parte izquierda, y
aunque llegué a alguna solucion, vi que resultaba mucho mas
eficiente trabajar por las unidades, después las decenas, etc. En
efecto, si las unidades son 6, al multiplicar por 4 han de resultar 4
unidades. Luego el numero termina en 4. Por un razonamiento

similar, las decenas han de valer 8 (4"4+2=18), las
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centenas...segui asi hasta encontrar la solucion. ¢Puedes

encontrarla tu?

Este razonamiento se puede convertir en un algoritmo, en el que
dada la cifra de las unidades (la que ha de moverse) y el nUmero
a multiplicar te devuelva el resultado, si es que existe. El
problema es que hay que darle dos condiciones de parada:

(a) Debe aparecer la cifra buscada

(b) El algoritmo se detiene cuando la cifra multiplicadora es igual
a cero.

Si lo implementamos en hoja de calculo el limite es el numero de
filas o columnas.

Si te animas a encontrar un procedimiento de resolucion e
incluso a convertirlo en algoritmo, intenta conseguir resultados

tan espectaculares como el que encabeza esta entrada.

Aqui tienes otro resultado del algoritmo

Equivale a encontrar que
1304347826086956521739 * 7=9130434782608695652173

En las soluciones puedes ver otros casos con mas cifras

¢Existiran datos que produzcan algoritmos sin parada?
Hasta donde hemos experimentado, siempre se llega a la cifra

primitiva y a un multiplicador cero que detiene el algoritmo.
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Planteamiento algebraico

Una de las caracteristicas mas elegantes de las Matematicas es
la concurrencia de resultados procedentes de métodos muy
distintos. Basta recordar, por ejemplo, las demostraciones que
existen del teorema de Pitagoras procedentes de planteamientos
muy variados.

Intentaremos un planteamiento del problema de tipo mas
algebraico. En lugar del 6 consideraremos cualquier cifra a entre
2y 9 (el 0y el1dan casos triviales) y llamaremos b al numero
formado por el resto de cifras. Asi, el nimero que debemos
buscar se puede expresar como 10b+a. Llamemos N al factor
por el que hay que multiplicar ese numero. Si se cumplen las
condiciones del problema se podra escribir

N(10b+a) =10*a+b, siendo x el nimero de cifras de b
Despejando: (10N-1)b=(10*-N)a

Seran soluciones del problema (no todas) las procedentes de la
condicién de que 10N-1 sea divisor de 10*-N, que estara formado
por varios 99...9 seguidos de la cifra 10-N.

Podemos ir probando los valores de N, con lo que 10N-1 ira
teniendo el valor de 9, 19, 29,...89, y deberan ser divisores de
10x-N. Es facil programarlo en una hoja de calculo. En la
siguiente tabla se han descubierto tres posibilidades (si
siguiéramos encontrariamos mas)

9
99
999
9999
99999
959904
9999999
99699099
999999994
9999999999
99999999999
959999999999
9999999999999

[l e e e e e e e e e e |1
coooooooo oo o o)
(=l I e T e e e =R N
cooooooooo oo oo
[l T e e Y e Y e e e e e Y P
[l T e e T e Y e e e e ]
Coaocooooooo o ool
[l e e e e Y e e e Y]
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El primer 1 corresponde a N=4 y expresa que 99996 es divisible
entre 39. Si multiplicamos su cociente 2564 por las distintas
cifras, nos resultaran valores de b, y por tanto soluciones del
problema: 102564*4 = 410256; 128205*4 = 512820; 153846*4 =
615384 (Esta es la solucion para el enunciado de arriba). Intenta
encontrar mas.

El segundo 1 nos da otras soluciones con mas cifras:
99999999996/39=2564102564, que al multiplicar por a y anadirle
una cifra nos devuelve mas soluciones, por ejemplo:

128205128205*4 = 512820512820
Prueba a obtener soluciones del ultimo 1, que corresponde a N=8

Este método no agota las soluciones, pues 10N-1 puede tener
factores comunes con a que alteren las condiciones, pero como
diversion ya esta bien con lo estudiado.

LAS PRIMERAS, DOBLE DE LAS SEGUNDAS

El siguiente problema consiste en encontrar los dos Unicos
numeros de seis cifras que son iguales a un cuadrado menos
uno, y en los que la ultima mitad (los tres ultimos digitos tomados
como un numero de tres cifras) es el doble que Ila
primera.(Propuesta del blog “Numeros”)

Es decir que se cumple: abcdef = n*1 y abc = 2 x def

Los digitos abcdef no tienen que ser todos diferentes.

Si las tres primeras son el doble de las tres segundas las
soluciones son: 190095, 446223 y 806403 y si es al revés:
112224 y 444888

Lo bueno de este problema es que se puede abordar con
distintas técnicas:
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Algebraica

Es la que ofrece el autor del blog, que en esencia consiste en lo
siguiente:

Podemos llamar x al numero formado por las tres cifras
inferiores, con lo que el resto del niumero seria 2000x (o bien al
revés) y pplanteamos que 2001x = n(n+2), ya que todo cuadrado
menos 1 equivale al producto de dos enteros cuya diferencia es 2
(en el caso simétrico seria 1002x=n(n+2) y deberemos intentar
descomponer 2001 en factores y ver cuales de ellos se pueden
completar a un producto de dos factores que se diferencien en
dos unidades. Los factores de 2001 son: 2001*1; 667*3; 8723 y
29*69 y se deberan completar multiplicando por un ndmero de
tres cifras hasta conseguir el producto del tipo n(n+2)

(Ver Soluciones)
Hoja de calculo sin macros

Se forma una columna con todos los multiplos de 2001 (o de
1002) que tengan seis cifras (supongamos que es la D) y en la
columna paralela siguiente (la E) se inserta una formula similar a
la siguiente:

=SI(D6+1=ENTERO(RAIZ(D6+1))"2;"SI";"")

Que viene a expresar que si D6+1 es 17 an7
cuadrado perfecto (igual al cuadrado de ii jzgii:
la parte entera de la raiz) se escribira 20| 440z
un Sl, y en caso contrario se dejara en m s
P 222 434222

blanco. Al rellenar esa formula =
observaremos que aparece un Sl en las 224 448224
soluciones 190095, 446223 y 806403. ;’_’2'; ::gii
Cambia a 1002 y obtendras las otras. 27 asa27
228 456228
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Hoja de calculo con macro

Si se intenta mediante Basic, el cédigo de macro adecuado seria:

Sub buscar
v=7

for i=1 to 999

a=1002%i (o bien 2001)

if a+1=int(sqr(a+1))"2 then (se prueba si es cuadrado perfecto)
v=v+1
StarDesktop.CurrentComponent.sheets(0).GetCellByPosition(4,v)
.value=a (En OpenOffice Calc)
ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(v,5).Value =" " (En Excel)

end if

next i

End sub

Seria esta buena ocasioén para iniciarte en la programacion de
macros. Puedes consultar la Guia correspondiente.

(http://www.hojamat.es/quias/quiaopen/quia8.pdf)

Variantes

¢ Existen soluciones similares con cuatro cifras? Si: 4623 si las
dos primeras son el doble de las segundas, y 1224 y 4488 en el
caso contrario. Intenta demostrarlo o encontrarlas con la hoja de
calculo.

¢.Se podrian estudiar cuestiones similares con n®>-4 o con n? — 9?
&Y con n?+1?

(Ver Soluciones)
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NUMEROS AUTOMORFICOS

Los numeros de la primera columna de la siguiente tabla son
automorficos. Si los estudias adivinaras pronto qué propiedad
tienen para recibir este nombre.

1 1

5 25
6 36
25 625
76 5776

376 141376

625 390625

9376 87909376
90625 | 8212890625
109376 | 11963109376

Efectivamente, interviene su cuadrado en la propiedad que esta
patente en la tabla.

¢, Como podriamos encontrarlos con una hoja de calculo? Para
construir la tabla que se incluye se han usado macros, pero se
puede prescindir de ellas. Puedes crear una tabla de nuameros
consecutivos y después aplicarles una condicién. ¢ Cual?

Esta tabla es complementaria de la anterior. ; Qué relacion tiene
con ella?

1 0 0

5 4 20

6 5 30

25 24 600

76 75 5700
376 375 141000

625 624 390000

9376 9375 87900000
90625 | 90624 | 8212800000
109376 | 109375 | 11963000000
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En ella tienes contenido el procedimiento de busqueda.

Notas

Después de publicar esta entrada, se recabé mas informacion
sobre este tipo de numeros, mucha de ella interesante, que se
anade en forma de notas. En la seccion de Soluciones se
completan algunos razonamientos.

(1) Salvo los casos triviales de 0 y 1, todos los numeros
automorficos terminan en 6 6 5.

Basta ver que si a es automoérfico, a>-a = (a-1)a es muiltiplo de
10, y que esto se reduce a cuatro casos. Dos de ellos son
triviales, el 0 y el 1, y los otros terminan en 5 o0 en 6.

(2) Si un numero es automorfico, no solo coincide en sus cifras
con las ultimas de su cuadrado, sino también con las del cubo y
todas las demas potencias. Por ejemplo, las potencias de 76
terminan todas en 76

76

5776

438976
33362176
2535525376
192699928576
14645194571776

(3) Si a un numero automérfico de varias cifras se le suprime la
primera, sigue siendo automorfico.

Esto nos lleva a que un automoérfico cualquiera, como 109376,
contiene en si todos los automorficos que comparten la Ultima
cifra con él: 6, 76, 376, 9376 y 109376.
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(4) En cada nivel de cifras solo pueden existir dos numeros
automorficos, uno terminado en 5 y otro en 6.

En efecto, de una cifra existen dos, 5y 6, de dos cifras otros dos,
25y 76, y se puede demostrar que si a cada uno de ellos se le
anade una determinada cifra, se convierten en automorficos de
una cifra mas (ver Soluciones).

Si se suma los dos automorficos del mismo numero de cifras,
resulta siempre un nimero de la forma 10*+1:

5+6=11
25+76=101
625+376=1001

(5) Si m es automorfico de k cifras, entonces 3m? — 2m® (mod
10%) también es automérfico. Esta propiedad permite generar
otro automorfico con doble de cifras.

Asi, a partir del automorfico 109376 se genera

3*109376°% 2*109376° (mod 10'%) = -2616918212890624 (mod
10'?) = 7383081787109376 (mod 10'?) = 081787109376

No se incluye demostracién a causa de su longitud.

FUNCION “DiGITOS”

Si escribimos la serie de nameros 1, 2, 3,....N-1, N, ;cuantos
digitos hemos escrito en el sistema decimal de numeraciéon?

Esta cuestion se puede expresar de forma inversa mediante un
problema:

Para numerar las paginas de un libro hemos tenido que
escribir 702 digitos ¢ Cuantas paginas tiene el libro?
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Es interesante estudiar la relacion entre un nimero natural N y
los digitos empleados en escribir desde 1 hasta N. ;Como se te
ocurre abordar esta cuestién? Damos tres pistas:

(a) Recuento simple

Deberemos contar un digito por cada numero escrito, otro por
cada numero a partir de 10, otro a partir de 100, etc. Esto nos
daria, para el numero de tres cifras del ejemplo, la expresion
N+N-9+N-99 = 702; 3N=810; N=270

luego el libro tiene 270 paginas.

(b) Truco de Hoja de Calculo

A partir de la resolucion anterior, ¢ podriamos construir una
funcién tal que dado un nimero N nos devolviera el nimero de
digitos empleados en la sucesion 1...N?

Aprovechamos un truco. En las hojas de célculo una igualdad o
desigualdad verdadera posee el valor 1 y la falsa 0. Podriamos

entonces construir esta funcion:

D(N)=N+(N-9)*(N>9)+(N-99)*(N>99)+(N-999)*(N>999)+(N-
9999)*(N>9999)

que nos devolveria el valor deseado para cada entero positivo
menor que 100000.

Asi se puede construir una tabla para esta funcién en Hoja de
Calculo
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Namero Digitos

93 177

94 179
95 181
96 183
97 185
98 187
99 189
100 192
101 195
102 198
103 20

(c) Uso en el aula

Esta funcion definida en Z puede usarse en las clases de
Matematicas, como ejemplo de

* Funcion definida entre niUmeros enteros
* Definicion por intervalos
* Ejemplo de linealidad a trozos

Este tipo de ejemplos ayuda a extender el concepto de funcion,
que a veces se queda tan solo en funciones reales, continuas y
de definicion simple.

¢ Te atreverias con la definicion de la funcion inversa de esta? Es
evidente que su dominio no contendria a todos los numeros
naturales.

Lo anterior puede sugerir otras cuestiones similares. Por ejemplo
ésta:

Si escribimos en sistema de numeracion binario todos los
numeros naturales comprendidos entre 1y 2", ; cuantos “unos”
hemos escrito? Se debe expresar mediante una expresion

dependiente de n.
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La siguiente imagen puede sugerirte la solucién:

16

32

128

256

~w © ]
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DANDOLE VUELTAS A UN PROBLEMA

A veces una propuesta sencilla da lugar a multiples preguntas. El
papel del matematico es el hacerse esas preguntas, aunque no
sepa responderlas. A esta actividad la llamaremos “dar vueltas a
una cuestion”. Se trata de generalizar, buscar variantes, resolver
cuestiones afines, cambiar los supuestos del problema, etc.

Lo bueno de este planteamiento es que cada vez que se
responde a una cuestion aparecen otras preguntas, con lo que
habremos construido un verdadero arbol con tantas ramas como
nuestra imaginacién conciba. A continuacion incluimos algunas
propuestas. Los lectores quedan invitados a recorrerlas y a
inventar otras nuevas

NUMERO MAS LA SUMA DE SUS CIFRAS

Esta propuesta parte de un problema incluido en el libro
“Concurso intercentros de Matematicas”, de Joaquin Hernandez
y Juan Jesus Donaire.

“Encuentra razonadamente un numero positivo “n” tal que la
suma de “n” y la suma de sus cifras, resulte ser 379”

No es muy dificil encontrar la solucion, 365, aunque el
razonamiento debe ser cuidadoso.
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¢ Seria posible crear un algoritmo que resolviera el problema para
cualquier otro numero de tres cifras distinto del 3797 Por ejemplo,
para 832 la solucién seria n=821.

El problema radica en que para algunos datos, como 717, existen
dos soluciones: 696 y 705, ya que 696+6+9+6 = 717 y
705+7+0+5=717. Para mas complicacion, existen datos que no
producen ninguna solucion, como 222.

Proponemos algunos estudios sobre este problema:

(1) Encontrar un algoritmo que resuelva la cuestién para
nameros de tres cifras (quizas deba tener dos ramas). La
siguiente imagen recoge uno de ellos.

‘ -

Encuentra razonadamente un nimero positive "n” tal que la suma de “n” vy la
suma de sus cifras, resulte ser el nimero de tres cifras que elijas

A, Roldan 2008

4
| 5 |
6 |Escribe un nimero de tres cifras
7

2 20 1 9

Soluciones :l

(2) ¢ Existird alguna caracterizacién para aquellos numeros que
admitan, como 717 o 218, dos soluciones?

(3) ¢Se podra encontrar, igualmente, alguna condicién que
cumplan los numeros que no producen soluciones, como 198 o
2667
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Puede ayudar el estudio de las igualdades del tipo 101X+11Y+2Z
= N, y también la construccion de tablas con hoja de calculo
como la que sigue.

|Nt’1mero ICifras ISuma |
190 1 9 0 200
191 1 9 1 202
192 1 9 2 204
193 1 9 3 206
194 1 9 4 208
195 1 9 5 210
196 1 9 6 212
197 1 9 7 214
198 1 9 8 216
199 1 9 9 218
200 2 0 0 202

LOS PUNTOS DEL DOMINO

He aqui una afirmacién de Lucas en uno de sus libros:

“El numero total de puntos de un juego completo de dominés
Jjamas es igual al cuadrado de un numero entero”

Le damos vueltas:

(a) ¢Qué es un dominé de numero maximo n? (Lo nombraremos
como n-doming)

Intentar una definicion formal, sin olvidar los “blancos”.
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(b) Nuestro dominé usual se corresponde con n=6 (Un 6-
domind). Se compone de 28 fichas, con una media de 6 puntos
por ficha y un nimero total de puntos de 168 (demostrarlo)

(c) ¢ Cuantas fichas y puntos presenta un n-dominé?

El numero de fichas viene dado por la expresion n(n+1)/2 y el de
puntos por n(n+1)(n+2)/2 (demostrarlo)

(d) ¢ Es cierta la afirmacion de Lucas?

Intenta demostrarla considerando como se reparten los factores
primos del cuadrado perfecto entre los factores n(n+1)(n+2)/2

(e) Esta férmula es parecida a la de los numeros triangulares
n(n+1)/2, y sin embargo estos si pueden ser cuadrados, como
por ejemplo el 36 o el 1225, que son triangulares y cuadrados a
la vez 4, Cual es la diferencia?

(f) ¢Valdria la afirmacion para el producto de tres numeros
consecutivos? ¢ Nunca pueden ser un cuadrado perfecto?

Para quienes no se atrevan con las demostraciones, una salida
es comprobar las afirmaciones con una hoja de calculo,
cambiando el valor de n

¢, Podriamos conjeturarlos con una hoja de calculo? ; Como?
() La foérmula para la suma de primeros cuadrados
n(n+1)(2n+1)/6 es parecida a las anteriores, pero sin embargo

puede ser igual a un cuadrado perfecto. Un caso ftrivial es el 1.
¢, Cual es el siguiente?
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EL FOSIL DE UN NUMERO

(Problema propuesto en la Fase provincial de Alicante de la XIX
Olimpiada Matematica, 2008)

Dado un numero natural N, se multiplican todas sus cifras. Se
repite el proceso con el resultado obtenido, hasta obtener un
numero de una cifra tnicamente; a ese numero se le llama el fosil
de N. Por ejemplo, el fésil de 327 es 8. Hallar el mayor numero

natural, con todas sus cifras distintas, cuyo fésil sea impar.

Nosotros le daremos unas vueltas a la idea de “fésil” de un

namero.
(1) ¢ Tienen fésil todos los numeros naturales?

Te lo puedes plantar en dos pasos:

Fasil de un ndmero

Escribe un nimero de cuatro cifras

O menos

998 995 a8 g

648 45 48 §
1 i 3 24 192
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(a) El algoritmo de multiplicar todas las cifras produce una
sucesion estrictamente decreciente y llega a términos de una

cifra.

(b) Sélo los numeros de una cifra son invariantes en el proceso.

(2) Construye un algoritmo de hoja de calculo tal que dado un
namero natural, encuentre su fosil. Puedes restringirlo sélo a
numeros de tres o cuatro cifras, pero ten en cuenta que si
disminuye el numero de cifras no pueden aparecer ceros, que
arruinarian el calculo. En el algoritmo de la imagen, cuando
disminuye el numero de cifras aparece la unidad, para no

desvirtuar el producto.

(3) ¢, Obtendriamos otro tipo de fosil si sumaramos las cifras en lugar

de multiplicarlas?

(4) Se pueden aplicar estas ideas al aula si se restringe el estudio a
tres cifras, por ejemplo. Se podrian formar grupos e intentar que
cada uno, con calculadora u hoja de calculo lograra todos los
fésiles posibles entre 0 y 9, y después se discutieran algunos

Ccasos:

;, Cuando el fésil resulta ser cero? ;Qué crees que hay mas,

¢ ¢

fésiles pares o impares? ; Por qué siempre se desemboca en una
¢

cifra? Etc.
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MULTIPLOS DE 11

En un tomo de la coleccion “La tortuga de Aquiles” hemos
encontrado el siguiente problema:

Determinar todos los numeros N de tres cifras que tengan la
propiedad de ser divisibles por 11 y que N/11 sea igual a la suma
de los cuadrados de los digitos de N

Es un problema complicado, por lo que, con un poco de humor,
recorreremos varias opciones de resolucién segun el animo que
nos dejen los primeros intentos:

Método directo: Sea N=100a+10b+c, luego se cumplira que
N=100a+10b+c = 11(a?*+b%+c?)

(1) Después de simplificar esto un poco, intentar eliminar alguna
variable y seguir un desarrollo tremebundo de tipo algebraico, se
desemboca en dos discriminantes de ecuaciones de segundo
grado que han de ser cuadrados perfectos, y joh maravilla!,
descubrimos las dos soluciones. No es recomendable.

(2) Con ayudita: El mismo método anterior desemboca mejor en
esos discriminantes si consideramos que los multiplos de 11 de
tres cifras sélo pueden tener estas dos expresiones:

a(atb)b sia+b<10 o (a+1)(a+b-10)b si a+b>10 (Nos referimos a
expresion decimal y no a un producto)

Seguimos un método similar al anterior, pero ya tenemos
eliminada una variable. Se desemboca basicamente en dos
expresiones, cada una con una sola solucién.

(3) Sin Algebra: Si lo anterior nos asusta, podemos emprender
una buasqueda (buena para un célculo mental mientras
paseamos. Asi lo resolvimos hace dias).
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¢ En qué terminaran esos numeros? Expresemos como 10a+b el
numero N/11 y soélo buscaremos entre 10 y 90.

Si b=9,8,7,6 es facil ver que no hay solucion, porque 10a+b ha de
ser mayor que el cuadrado de b, y si a+b<10, incluso mayor que
el doble de su cuadrado. Con pocas pruebas se desecha esta
posibilidad.

Si b=5,4,3 la condicion anterior se cumple con mas facilidad, por
lo que hay que ir con mas cuidado. Seran mejores candidatos
aquellos en los que a+b>=10 ;Por qué? Quizas encontremos
alguno terminado en 5,4 6 3.

Si b=2,1,0, caliente, caliente...

(4) Con hoja de célculo: Una busqueda sistematica se puede
organizar creando una columna con los numeros que van desde
10 hasta 90, multiplicandolos por 11 en otra columna paralela.
Después se descomponen estos ultimos en sus tres cifras
¢,como? y finalmente se calcula la suma de sus cuadrados y se
comparan con la primera columna.

Apuntate a un método o dos y encuentra las dos soluciones que
existen.

JUGAMOS CON LOS TRIANGULARES

El estudio de cuestiones aritméticas deriva pronto a calculos
algebraicos, generalmente tediosos, y, en algunos casos,
también a esquemas geométricos. Estos dos caminos, el
algebraico y el visual se complementan perfectamente. Los
nameros figurados, por su propia definicion, son buenos
elementos de unién entre ellos. Veamos un ejemplo con numeros
triangulares:
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“Llamamos T(n) al enésimo numero triangular. ;Qué obtenemos
si sumamos los cuadrados de un numero triangular T(n) y de su
siguiente T(n+1)?

Orientacién algebraica

(1) Conjetura: Disefiamos una tabla de numeros triangulares en
una hoja de calculo y en una columna adjunta calculamos la
suma de cuadrados pedida para todos los casos posibles.
Facilmente se descubre una ley de formacion. No indicamos el
resultado, tan solo que es un numero triangular. ;Cual?

(2) Célculo: Mediante calculos algebraicos se puede verificar la
conjetura. Basta desarrollar la expresion y comprobar su
resultado con el imaginado. En la imagen tienes un desarrollo
efectuado con la calculadora Wiris. La conjetura esta un poco
escondida.

1 7
{ O (x+ 112 A2 (4 1) (x#2)12) 72 = X 4290+ X2+ 30+

1 7
H (0 1) @x+2)12)- ((x+ 1) X+ 2124 1)12 = =X #2007+ - x2+3x+1

[ =

Orientacién geométrica

(3) Podemos atrevernos a pensar que si T(n) es un numero
triangular, su cuadrado se podra representar por otro numero
triangular idéntico a él, pero sus elementos no seran puntos o
bolitas, sino triangulos mas pequefos. Seria “un triangulo de
triangulos”.
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Si no acertaste la conjetura por medio del Algebra, esta imagen
te la sugerird con mas facilidad. Las bolitas negras corresponden
al cuadrado de T(4) y las blancas al de T(3). Si no sientes una
pequefa emocion al analizarla es que no te gustan de verdad las
Matematicas.
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ALGORITMOS

La utilidad mayor de una hoja de calculo en el estudio de los
numeros es la de implementacion de algoritmos. Con ellos se
logra automatismo y velocidad, liberando asi nuestro tiempo para
tareas mas interesantes.

La programacion de un algoritmo es una tarea altamente
formativa y entretenida, aunque requiere algo de experiencia.

PERIODO DE LA FRACCION 77/23

Las hojas de calculo estan orientadas a los numeros decimales y
se comportan mal en algunos problemas que necesitan
operaciones con numeros enteros. Asi, en la cuestion de obtener
el periodo de una fracciéon, aunque es un problema propio de
numeros racionales, los calculos se efectian mediante la division
entera tradicional. Asi se efectuaba en las aulas cuando no
existian las calculadoras.

No es dificil implementar una division entera para obtener los
periodos largos que se producen con denominadores que
contengan como factores numeros primos grandes. La idea es
usar las funciones COCIENTE y RESIDUO
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Por ejemplo, para obtener muchas cifras decimales del cociente
77/23, podemos proceder asi: El cociente entre ambos seria
COCIENTE(77;23) = 3, que seria la parte entera. El resto se
hallaria mediante RESIDUO(77;23)=8.

A continuacién podemos imitar la division que efectuabamos en
el colegio (“sacar decimales”). Podemos multiplicar el resto 8 por
10 y volver a repetir la operacion: COCIENTE(80;23) = 3, que
seria la primera cifra decimal. Volvemos a hallar el resto:
RESIDUO(80;23) = 11. Y asi reiteramos cuantas veces
deseemos.

En la imagen puedes estudiar la forma de ordenar estos calculos

Mum. cifras Restos Cifras del cociente
] & 3 Parte entera del cociente
1 11 3
2 18 4 .\\
3 12 7
4 G 8
5 14 2
& 2 [

T 20 0

g 16 8

9 22 [

10 13 9 >'I:ifras decimales
11 15 5

12 12 6

13 5 5

14 4 2

15 17 1

16 9 7

17 21 3

18 3 9

19 7 1 -

Puedes estudiar este algoritmo en el archivo de direccion

http:www.hojamat.es/aritmetica/teoria/hojas/granperiod.ods
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FUNCIONES EN OPENOFFICE.ORG CALC

En ocasiones desearas definir otras funciones ademas de las que
OpenOffice.org Calc te ofrece. Por ejemplo, seria util una funcion
tal que si se aplica a un numero entero positivo devuelva su
mayor divisor. Para ello disponemos del lenguaje Basic (de
macros) que llevan incorporado Calc y Excel. En este capitulo
usaremos el primero.

A partir de esta entrada iremos explicando en otras sucesivas la
forma de implementar algunas funciones. Antes de nada hay que
aprender a definirlas en el Editor de Basic.

Editor de Basic de Calc

Crea una hoja o abre alguna existente. Para abrir el editor sigue
la secuencia: Menu Herramientas > Macros > Organizar
macros > OpenOffice.org Basic.

Si es la primera funcion que defines, busca la carpeta
correspondiente al nombre de tu hoja de calculo (si lo acabas de
crear, se llamara Sin Nombre o Sin Titulo). No sefales la otra
carpeta Standard, que es mas general. Si ya has definido
algunas funciones, habras definido un médulo contenedor. Abre
ese modulo.

Si no habias creado ningun modulo, una vez elegida la carpeta,
pulsa el boton Nuevo para abrir un nuevo modulo contenedor. Se
te ofrecera el nombre de module1, module2 u otro similar. Acepta
el nombre o cambialo segun tu criterio. Al aceptar el nombre se
abrira el editor de macros. Por defecto aparecera la macro Main,
que puedes borrar o ignorar.
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Macros basicas de OpenOffice.org E\

Nombre de la macro
Main
Macro desde Macros existentes en: Modulel
5 = Mis macros Vo~
7 Macros de OpenOffice.org
= [;E Standard Asignar...
k=l Module]

Escritura del codigo

Terminada la secuencia anterior, borra lo que esté escrito de la
macro Main y escribe el codigo de una funcién:

Debes comenzar con

Public function nombre de la funcién ( argumento )
y terminar con

End function

y entre ambas, el codigo de la funcion. El argumento es la
variable sobre la que actuara la funcion. En ese codigo debemos
usar el nombre de la funcidon seguida del signo igual y de su
definicion

Es mejor verlo con un ejemplo:

Public function cubo ( numero )
cubo=numero*numero*numero
End function

En el ejemplo, el nombre de la funcidén es cubo, y su argumento
numero (lo traduciriamos como "Cubo de un numero")

Después volvemos a escribir cubo, el signo igual, y su definicién.
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Uso de la funcion

Una vez escrito el codigo, cierra el Editor de Basic y usa tu
funcién en cualquier celda. En la imagen puedes ver que en B2
se ha escrito un numero y en B4 la férmula =CUBO(B2)

A | B |
1
2 (NUmero 17
3
4 |Cubo 4913
5

Con esto ya tienes definida la funcion.

Con la técnica explicada, esa funcién soélo estara activa en la hoja
de calculo en la que la has creado, no en otras. Al cerrar la hoja
ya no podras usarla.

ALGORITMO 196

En el blog “Espejo ludico”, con fecha 9 de Diciembre de 2008, se
ha publicado esta propuesta:

Si a un numero se le suma su reverso (por ejemplo 75 + 57) y se
hace lo mismo con el resultado, llega un momento en que el
resultado es capicua.

Por ejemplo
75+ 57 =132; 132 +231 = 363

Se llama asi el algoritmo porque para el niumero 196, en el
momento de escribir este texto, aun no se sabe si el proceso
para en un capicua concreto o se prolonga indefinidamente. Se
han llegado a organizar busquedas que han durado anos.
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El 196 es el primero de los llamados numeros de Lychrel, de los
gue aun no se sabe si producen una parada en el algoritmo. Los
siguientes son 295, 394, 493, 592, etc. Todos estan cerca de un
numero terminado en cero.

Para un cierto nimero de dos cifras es necesario repetir este
proceso mas de 10 veces. ;,Cual es ese numero?

El algoritmo propuesto tiene facil ejecucion para quien sepa
sumar, pero no es tan simple para una hoja de calculo como
OpenOffice.org Calc. Hay que tener en cuenta que los nimeros
se almacenan en formato binario y la hoja “no sabe” la cifras que
tiene un numero en el sistema de numeracién decimal. Por tanto,
si no definimos nuevas funciones, no podra invertir las cifras de
un numero ni tampoco averiguar si es capicla o no. Asi que
necesitamos:

Funcion INVERTIR_CIFRAS: Debe de actuar sobre un numero e
invertir el orden de todas sus cifras, devolviéndonos el resultado.

Funcion ESCAPICUA: Debe averiguar si un nimero es capicua o
no y devolver, por ejemplo, un 1 si es capicua y un 0 si no lo es.

Las dos funciones que proponemos son algo complejas, por lo
que las hemos copiado en el Apéndice por si alguien las desea
estudiar. Os invitamos a usar el algoritmo para averiguar (para
ndimeros no muy grandes) cuantos pasos son necesarios hasta
gue un numero desemboque en un capicua sumando de forma
reiterada su reverso.

Jugando un poco con este algoritmo se pueden descubrir hechos
interesantes.

Llamaré meta al capicua en el que termina un algoritmo aplicado
a un numero (semilla) y ruta al conjunto de numeros que se
recorren hasta llegar desde la semilla hasta la meta.

Metas capiclias de dos cifras: Es evidente que los numeros
semilla que desembocan en el mismo capicua tienen todos la
misma suma de cifras y esta es menor que 10. Por ejemplo, 70,
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61, 52, 43, 34, 25, 16, 7 desembocan en 77=11*(a+b) con
a+b<10

Llegan a 121 los de dos cifras que sumen 10 u 11 y alguno mas
de tres cifras ¢jcual? Y a 363 los de suma 12 y alguno mas de
tres cifras, con expresion N=11*(a+b) en el que se cumple
a+b>10=11(10m+n)=110m+11n

Metas de tres cifras: Se puede demostrar que sélo son metas los
capicuas en los que la cifra del centro es par, como 343, 929,
787,...y por tanto no lo son 232, 878 o 171. Intenta demostrarlo,
gue no es complicado.

Metas de cuatro cifras: Han de ser multiplos de 11. ;Por qué?

Numeros ilustres: Los numeros 495 y 1089, estan ambos en la
misma ruta que desemboca en el 79497. Ademas, tienen como
meta el 1089 los multiplos de 198 de tres cifras.

Otra curiosidad: Los 10 primeros multiplos de 1089 llegan todos
hasta el 79497.

Si no recuerdas el porqué de que les llame “ilustres” al 495 y al
1089, consulta esta direccion:

http://www.hojamat.es/sindecimales/aritmetica/propuestas/propari
t.htm

Ahi te enteraras que 495 es la constante de Kaprekar para tres
cifras. Si elegimos como semilla la constante para cuatro cifras
6174, también tiene como meta 79497, lo que nos confirma que
ambos algoritmos estan relacionados. Es curioso que 6174+4716
=10890 = 1089+9801.

CONJUNTOS IDENTICOS

En algunas cuestiones resulta util decidir de forma automatica si
dos conjuntos son idénticos o no. Por ejemplo, en las tablas de
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multiplicar de los cuerpos finitos, como Z/Z7, es interesante
descubrir si

(a) No existen elementos repetidos en ninguna fila o columna
(b) Los elementos de las distintas filas son los mismos.

Si escribimos los dos conjuntos en una hoja de calculo, en filas
paralelas, deberemos comprobar cuatro hechos para decidir si
los conjuntos son idénticos o no:

No existen elementos repetidos en el primer conjunto
Tampoco se repiten los del segundo

Todo elemento del primero ha de pertenecer al segundo
Todo elemento del segundo ha de pertenecer al primero.

PO~

Las cuatro cuestiones las resuelve la funcion CONTAR.SI.
Recorremos todo el primer conjunto y mediante esta funcién
contamos las veces que figuran en el segundo. Si esos valores
son mayores que 1, es que existen repetidos en el segundo
conjunto, y si es 0, es que falta alguno. Lo deseable, pues, es
que todos los contadores presenten el valor 1.

Procedemos de la misma forma, contando las veces que los
elementos del segundo conjunto figuran en el primero, y también
han de valer 1. Para evitar problemas en las siguientes
operaciones que explicaremos, a las celdas vacias también se le
debe asignar un 1.

¢Como resumimos la situaciéon? Multiplicamos todos los
contadores del primer conjunto, y nos ha de resultar la unidad.
Ocurrira lo mismo con el producto de los del segundo, por lo que
si multiplicamos ambos productos, obtendremos un criterio para
decidir si los dos conjuntos son idénticos: el que el producto final
tenga el valor de 1.
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LA DIFiCIL Y ELEGANTE COMBINATORIA

Los problemas combinatorios suelen resultar dificiles, y requieren
planteamientos ordenados y mucha atencion para resolverlos.
Suelen admitir varios planteamientos, lo que refuerza la certeza
de haberlos resuelto bien. Vemos algunos:

COMBINADO DE MURCIELAGO

La palabra MURCIELAGO ha sido usada tradicionalmente para la
codificacion en pequenos comercios, por tener diez letras
distintas (5 vocales y 5 consonantes) que se pueden usar para
representar las cifras de 0 a 9 en una asignacion decidida por
cada comerciante: M=0, C=1, E=2, etc.

Sobre ella se pueden plantear muchos problemas de distintos
niveles. Aqui hemos elegido tres:

(@) ¢De cuantas formas se pueden ordenar las letras de
MURCIELAGO, de forma que no caigan todas las vocales
seguidas? (Se prohiben permutaciones como MRCOAEIULG)

(b) ¢Y si deseamos que nunca aparezcan vocales consecutivas,
aunque solo sean dos? (Deseamos que todas estén separadas)
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(c) ¢Y si, por el contrario, deben estar las cinco vocales
consecutivas y en su orden natural?

Se pueden inventar mas, pero la Combinatoria cansa mucho.

COLOREANDO EL TABLERO

;De cuantas formas se puede
colorear un tablero de ajedrez
usando solo los colores Blanco y
Negro, de forma que cada
cuadrado del mismo, de dos
casillas de lado, contenga dos de
ellas coloreadas en blanco y las
otras dos en negro?

Para encontrar la solucién puedes considerar las formas de
rellenar de color la primera fila y como influye su contenido en las
demas filas de mas abajo, cumpliéndose la condicién de que
cada cuadrado de 2 por 2 contenga dos casillas blancas y dos
negras.

Aqui la hoja de célculo te puede ayudar a visualizar cada
situacion, como puedes observar en la imagen adjunta. Puedes
usar el “deshacer” para ir viendo posibilidades

¢ Cuantas formas de colorear pueden existir?

SUMAS GENERADAS CON TRES CIFRAS

Consideramos los numeros enteros menores que 1000, desde el
000 hasta el 999. Para cada uno sumamos sus cifras y
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obtendremos una suma S. Encuentra un valor de S para el que
hay exactamente 63 numeros que la producen.

Tres ayudas:

Para suma S=4 hay 15 numeros que la producen, desde 004
hasta 400.

Para suma S=15 tendremos 69 soluciones.

Te puede ayudar este esquema de decision, si llamas A a la
primera cifra

SI:El ndmero de

N

£Es §-A=5?
NO:iEs 5-A>187 < NO: El ntimero
geCasos es...
C.,ES A>S? < Slimposible

Slimposible

Y una curiosidad:

Si representamos el numero de soluciones para cada valor de S
entre 0 y 27, nos resulta esto:

3458 7T 8 9 W11 1213 141518 1718152021 2223 24 26 28 27

o 1 2

¢, Te recuerda algo?
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PROBLEMAS DE COMBINATORIA CON
COMPROBACION

Los problemas de Combinatoria resultan muy dificiles en la
Ensefianza Media. Requieren orden y sentido comun y, en menor
medida, el conocimiento de los principios fundamentales y las
férmulas de variaciones, combinaciones o permutaciones. El uso
de los diagramas de arbol facilita la tarea, pero siempre hay
ramas que “se pierden”.

El poder comprobar un problema después de encontrar una
solucion da seguridad si ha sido bien resuelto y posibilidad de
rectificacion en caso contrario. Para este fin hemos usado
durante muchos afios distintas versiones de nuestro programa
Combimag. Usaremos hoy la version para hojas de calculo.

Problema: Se desea disefniar una nueva bandera constituida por
cinco barras verticales que tengan como fondo uno de los tres
colores azul, verde o amarillo. No se quiere que un mismo color
sirva de fondo a dos barras consecutivas. ;Cuantas banderas
distintas se pueden disenar con estas condiciones?

Intenta encontrar la solucién, que no resulta muy dificil.
Comprobacién

Puedes descargarte Combimaq en una de sus versiones, para
OpenOffice.org Calc o para Microsoft Office Excel 2003, en las
direcciones
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http://www.hojamat.es/sindecimales/combinatoria/herramientas/hoja/co
mbimaq.ods

http://www.hojamat.es/sindecimales/combinatoria/herramientas/hoja/co
mbimagq.xls

En su primera hoja debes definir el numero de simbolos, si
importa el orden o no, etc.

En la segunda has de definir la condicién de que no haya dos
colores consecutivos iguales. Para ello activa la casilla de
Condicion de tipo algebraico (y desactiva las demas) vy rellena
con la férmula adecuada:

(SU1#SU2)*(SU2#SU3)*...

Es decir: El primer elemento es distinto del segundo, y éste del
tercero y... Lo dejamos asi para que lo completes tu.

La solucién es el producto de dos numeros pares consecutivos.
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IDEAS PARA EL AULA

Estas ideas son muy generales, y no se desea fijar nivel de
ensefianza y momento de su inclusién en las clases. Quienes
tengan interés en aplicarlas las situaran perfectamente. Para ello
pueden anadir, quitar o cambiar las actividades que se proponen.

UN CUADRADO CONOCIDO A MEDIAS

Proponemos una busqueda ordenada a partir de una cuestion
similar a la siguiente:

Encuentra un numero entero positivo de tres o cuatro cifras
sabiendo que su cuadrado comienza con las cifras 82541 ...

La idea es resolverlo con calculadora u hoja de célculo, con lo
que la primera reaccion, ademas de una busqueda bastante
larga, es obtener la raiz cuadrada de lo que tenemos, y comenzar
con las cifras que nos resulten: raiz(82541)=287... Pero ¢qué
hacemos ahora? irle afadiendo cifras e ir probando?
;considerar los decimales?...Puede resultar bien, y al final de
diez intentos conseguiriamos la solucion, 2873, pero es que
faltaban dos cifras, y por eso fue facil. Y si hubieran faltado
tres?
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El interés del problema, para el alumnado de Ensefianza
Secundaria, es que al ignorar a priori cuantas cifras faltan, no

solo debemos pensar en la raiz del numero dado, sino también
en la raiz del numero que queda al eliminar una cifra. Lo vemos
con este ejemplo:

¢Qué numero tiene un cuadrado que comienza por 824...
sabiendo que faltan por escribir una, dos o tres cifras?

Probamos el procedimiento anterior: Raiz(824)=28,7

Si faltaran dos cifras, deberiamos probar con numeros cercanos
a 285, 286, 287,...y ninguno de sus cuadrados comienza con
824.

Probamos la hipétesis de que falte una cifra, con lo que
deberiamos basarnos en Raiz(82)=9,05, y obtenemos otro
fracaso, pues desde 90 a 100 ningun numero produce un
cuadrado que comience con 824.

Por ultimo, probamos con tres cifras mas. En teoria deberiamos
probar desde 2850 a 2880, por ejemplo, y con paciencia
llegariamos a 2872"2=8248384

¢, Qué se podria lograr en el aula con este ejercicio? Destacamos
algunos aprendizajes y estrategias que se podrian descubrir:

Posibles objetivos

o Darse cuenta de que la raiz cuadrada actua sobre pares
de cifras

e Descubrir busquedas binarias cuando los procesos se
ponen dificiles (caso de tres cifras)

e Aprovechar los decimales que nos dan las calculadoras
(aqui no lo hemos hecho)

e Saber cambiar de estrategia a tiempo.
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Posible desarrollo

Se lee en comun la cuestion propuesta por el procedimiento que
se juzgue mas adecuado.

No se debe nombrar la raiz cuadrada en un principio, salvo que
transcurran los minutos y no se logre ningun avance. Se plantea
la cuestidn, explicando las dudas que surjan y se comienza el
trabajo de busqueda. Es conveniente tener preparados varios
ejemplos mas con distinto numero de cifras para intentar
conseguir que se resuelvan varios en una misma sesion.

Al finalizar el trabajo se organiza una puesta en comun para
compartir resultados y estrategias. Si el proceso va lento, se
puede abrir una debate breve cuando hayan aparecido dos o tres
soluciones.

Agrupamiento del alumnado

Puede organizarse en grupos de dos o individualmente. Si se ve
necesario para atender a la diversidad, se pueden permitir grupos
de tres.

Material

e Calculadora y papel: Tiene la ventaja de que se puede
organizar el trabajo de forma individual, pero las
busquedas pueden ser exasperantes.

o Hoja de célculo: Obliga a organizar equipos, pero se da
facilidad para organizar mejor las busquedas vy
aprovechar la posibilidad de ordenar los intentos en serie
en una columna.
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Evaluacion

Debe obligarse a la escritura de conclusiones, ya sea en otra
sesion, o bien fuera del horario escolar. En este ejercicio es tan
importante la velocidad como el descubrimiento de estrategias y
atajos.

La evaluacion se realizara atendiendo al documento producido y
a las notas tomadas por el profesorado respecto al desarrollo del
trabajo, numero de soluciones, variedad de métodos, etc.

IDEAS PARA UNA WEBQUEST

“Los numeros triangulares, expresados en base decimal, no
pueden terminaren 2,4, 76 9”

La metodologia de las webquest se adapta muy bien al uso de
las hojas de célculo y a una buena atencion a la diversidad. La
afirmacion anterior constituye un punto de partida que admite la
organizacién de una webquest con distintos itinerarios de
aprendizaje.

Se puede comenzar con esta frase, y organizar una webquest
para entender bien su significado y los fundamentos de esa
afirmacion. Incluimos a continuacion algunos pasos que se
podrian seguir:

(a) Definicibn de numero triangular. Se puede buscar en paginas
fiables, tales como Wikipedia o la misma Hojamat del autor de
este libro.

(a1) Para el alumnado mas aventajado, se sugerira alguna
busqueda de caracter historico sobre estos numeros.

(a2) Los estudiantes con dificultades pueden copiar imagenes de
numeros triangulares y pegarlas en un documento.
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(b) Férmula de los numeros triangulares. Lo ideal seria que se
pudiera deducir en el aula mediante induccion y discusion en
grupos con la ayuda del profesorado. Asi lo ha conseguido el
autor en varias ocasiones, Si no, en las mismas paginas se
puede encontrar dicha férmula.

Una vez conseguida la formula T(n)=n(n+1)/2, se construye una
tabla de numeros triangulares con una hoja de calculo.

(b1) Este paso admite una rama de profundizacién consistente en
buscar en Internet propiedades de los numeros triangulares y
experimentarlas con la misma hoja de calculo. También se puede
intentar generarlos por recurrencia: T(n+1) = T(n)+n+1

(b2) Una rama de consolidacién del aprendizaje consistiria en
aplicar esa férmula sin el uso del ordenador y reproducir en papel
los calculos que se han efectuado en la hoja de calculo.

(c) Ya se esta en condiciones de comprobar que ningun numero
triangular termina en 2, 4, 7 6 9, y, lo mas importante, intentar
justificarlo mediante la férmula o razonamiento.

Mediante la formula T(n)=n(n+1)/2 se puede discutir en qué cifra
puede terminar n, después n+1, su producto y, por ultimo, la
mitad del mismo.

(c1) Una actividad de perfeccionamiento consistiria en usar la
propiedad de que “si tomo ocho veces un numero triangular y
después sumo 1, resulta un cuadrado”. Se estudian las
terminaciones de los cuadrados impares, se les quita una unidad
y se discute su cociente entre 8.

(c2) Para el alumnado que necesite consolidar lo aprendido, se
puede organizar el calculo de numeros triangulares grandes para
comprobar sus terminaciones.

(d) Todo el trabajo realizado se expone al resto del aula mediante
documentos, presentaciones o puestas en comun. Si se dispone
de una web de centro, se incluye en ella todo el material
generado en la webquest.
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SISTEMA DE NUMERACION BINARIA

El sistema de numeracion en base 2 puede tener un aprendizaje
totalmente distinto que el del resto de sistemas en otras bases.
Su esencia es la de intentar formar un numero a partir de los
sumandos 1, 2, 4, 8, 16,... tomados sin repetir. Por ello, si se
presenta al alumnado un catadlogo de estos numeros,
representados como conjuntos o “‘montones”, basta ir
eligiéndolos uno a uno para formar el nimero deseado.

80 | B e

2000 | 09 LB P °

00ee | 88 | 4 ¢

e | o0
64 32 16 i) 4 2 1 Total
1 0 1 1] 1] 1] 1
v G w 81 |

Asi, para formar el numero 81, se van sumando los niumeros 64,
32, 16, etc. anadiendo o quitando cada uno de ellos hasta llegar
a la solucién 81 = 64 + 16 + 1. La parte mas dificil es interpretar
después que esta suma da lugar a la representacion binaria
1010001. Para ayudar en ese paso hemos creado una hoja de
calculo que visualiza tanto la agregacién de los “montones” como
la representacion binaria a la que dan lugar.

No se dan aqui indicaciones de como usar esta hoja, pues su
simplicidad permite varios itinerarios distintos en el aprendizaje y
la eleccion de la metodologia mas adecuada a juicio de cada
docente.

La hoja de calculo de OpenOffice.org Calc esta alojada en la
siguiente direccion:

http://www.hojamat.es/sindecimales/aula/hojas/binario2.ods

Al abrirla se nos consulta sobre la activacion de macros. Se
puede aceptar sin problemas de seguridad, porque solo contiene
un pequeno cédigo para el funcionamiento de un botén.
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DESCOMPONER EN TRES FACTORES

La descomposicién de un niumero en dos factores mayores que 1
de todas las formas posibles es una operacion relativamente
sencilla para el alumnado. Puede intentarlo mediante pruebas
repetidas, aunque el procedimiento mas seguro es el de
encontrar todos los divisores propios del numero, desechar el 1y
después ir emparejando cada uno con su complementario:

Por ejemplo, los divisores propios de 84 son 2, 3, 4, 6, 7, 12, 14,
21, 28 y 42, con lo que basta emparejarlos en productos:
84=2"42=3*28=4*21=6*14=7*12

¢ Y si se pidiera descomponerlo en tres factores mayores que 1?

Esta operacion es mas dificil, y no nos ayuda tanto el encontrar
todos los divisores, porque se pueden producir duplicaciones.

Proponemos plantear esta busqueda en el aula con un nimero
concreto, por ejemplo 216, que admite estas descomposiciones:
2*2*54 2*3*36 2*4*27 2*6*18 2*9*12 3*3*24 3*4*18 3*6*12
3*8*9 4*6*9 666

La busqueda puede organizarse en tres etapas:

Busqueda libre: Organizada por equipos para que se puedan
efectuar correcciones mutuas y lograr avances en las estrategias.
Si algun equipo se acerca a la solucién se le puede indicar que
han de llegar a 11 posibilidades. Es el momento también de
corregir los fallos.

Busqueda con ayudas: Con otros numeros similares se
emprenden otras busquedas, pero ahora con algunas
sugerencias:

¢, Convendria descomponerlo en factores primos?

¢ No seria bueno que los factores fueran crecientes, para evitar

repeticiones?
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¢, Te vendria bien obtener una lista de todos los divisores?

Atencion a la diversidad: Para quienes hayan tenido
dificultades se puede repasar la descomposicion en dos factores,
ademas de proponer mas descomposiciones con numeros
sencillos.

Para los alumnos y alumnas que hayan superado con comodidad
el reto, se les pueden sugerir descomposiciones en cuatro
factores y la redaccién de un texto breve en el que expliquen las
estrategias que han seguido.

También en esta etapa se puede mostrar como lo hace un
modelo de hoja de calculo. El algoritmo voraz que lo consigue
esta explicado en el Apéndice.

Se puede descargar la hoja de calculo que lo contiene desde

http://www.hojamat.es/sindecimales/divisibilidad/herramientas/hoj
as/enfactores.ods (Version para Calc)

http://www.hojamat.es/sindecimales/divisibilidad/herramientas/hoj
as/enfactores.xls (Version para Excel)

MULTIPLO DE CUADRADOS

El nimero 144 es el entero positivo mas pequefio que es divisible
entre 1, 4, 9 y 16, los cuatro primeros cuadrados. ;Cudl es el
namero mas pequefio que es multiplo de los 20 primeros
cuadrados? La solucion es 54192375991353600, pero ¢;como
encontrarlo?

Llegar hasta ese numero puede resultar complicado, en parte
porque las calculadoras y hojas de calculo pueden no llegar a
gestionar tantas cifras. Por eso, seria preferible establecer una
especie de competicién en el aula para ver quién consigue el
numero mas alto que sea multiplo de los N primeros cuadrados.
Salvo algun error por nuestra parte, esta es la solucion:

86



1
4 4

g 36
16 144
25 3600
36 3600
49 176400
54 705600
81 5350400

100 5350400
121 ¥683938400
144 7653938400
169 129859329600
196 129859329600
225 129859329600
256 519437318400
289 150117385017600
324 150117385017600
361 54192375991353600
400 54192375991353600

Se pueden abordar varias estrategias:

* Multiplicar todos los cuadrados y después eliminar factores
primos comunes. Es un método poco fiable y sujeto a errores y
distracciones.

* Usar el MCM. Es la mejor estrategia, pero hay que organizarla
bien. Con una hoja de calculo no es dificil, pero se produce
desbordamiento de cifras.

* Ir multiplicando cada solucién por los factores nuevos que
aporta la siguiente. Por ejemplo, la solucién para 324, si se
multiplica por 361, nos da la solucion para 400 ¢ por qué?

* Cualquier otra que se le ocurra al alumnado, basada en ensayo
y error, pero debe completarse con alguna prueba de que el
numero encontrado es el mas pequefio posible.
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Para que la experiencia tenga éxito no se deben dar pistas, tan
s6lo asegurarse de que se ha entendido bien la propuesta. Si
acaso, presentar el nimero 144 como solucién para N=4.

Si se logra algo distinto de un fracaso absoluto, se puede
completar el trabajo con puestas en comun, entradas de blog o
confeccion de una pagina en la web del centro de ensefianza en
las que se vuelquen los distintos resultados, métodos vy
dificultades.

PASATIEMPO SENCILLO

Hoy presentamos un pasatiempo tomado del libro “Estimula tu
inteligencia natural”, de Bragdon y Fellows. Es sencillo adaptarlo
a hoja de calculo, y por eso tiene un sitio en este libro.

Es un pasatiempo facil, pero que hace pensar y a veces se
complica. Consiste en descubrir la pauta de calculo que siguen
las cuatro filas de una tabla numérica y aplicarla a encontrar el
valor adecuado que ha de tener la celda que contiene la
interrogacion.

A B C

2 a [

1 g 0 Acierto 0

3 10 21 Intento: 0
ZQué valor
situarias en ? 2 a Canfirmaralusidn
esta celda?

Los resultados de la ultima columna se obtienen a partir de las
dos primeras y de un numero desconocido mediante las
operaciones de sumar, restar y multiplicar. Hay que adivinar dos
operaciones y el numero desconocido.
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Aunque es un pasatiempo sencillo, en él se desarrollan tres
habilidades fundamentales:

(a) Descubrimiento de regularidades

(b) Analisis de la relacién entre resultado y datos. Estudiando las
variaciones de estos y su influencia en los resultados, se puede
conjeturar qué operaciones han intervenido.

(c) Uso de las operaciones inversas para descubrir el dato que
falta.

Como es costumbre en este libro, no se indica ni nivel de
ensefianza ni el momento de uso de este pasatiempo en clase.

Para quienes deseéis practicar con él, podéis descargar la
version en Excel desde la direccién

http://hojamat.es/sindecimales/juegos/hoja/pauta.xls
y la version en Calc desde

http://hojamat.es/sindecimales/juegos/hoja/pauta.ods
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MISCELANEA

FECHAS CRUZADAS

Propuesta para nivel de Secundaria

12 13 14 15 16 17 18 -7 -7 -7

Sl NS A
SN N A

19 | 20 2‘/ 22 | 23 | 24 | 25 -7 -7 -7

26 | 27 {8 )9 3 | 3

Elige una hoja de calendario, y destaca en ella un rectangulo
cualquiera (ver imagen). Multiplica los numeros situados uno
arriba a la izquierda (lo nombraremos como F11) y el otro abajo a
la derecha (F22, al final de la linea roja de la imagen, numeros 7
y 29). Multiplica también los situados en los vértices restantes
(F12=8 y F21=28 en el ejemplo). Resta los productos y
descubrirds que el producto de los numeros de la diagonal roja
F11*F22 es siempre menor que los de la verde, F21*F12,
independientemente del rectangulo que hayas elegido, y su
diferencia (negativa) es siempre un multiplo de 7
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(@) ¢Ocurre esto siempre asi? Para demostrarlo puedes llamar X al
numero mas pequeno (7 en el ejemplo) y a partir de él, le das
como nombre una expresion que contenga X también a los otros
cuatro. Desarrolla los productos y te daras cuenta de que el
resultado es siempre negativo.

(b) Simultaneamente veras que es multiplo de 7. Cambia el salto
entre semanas y entre dias, y siempre obtendras ese resultado.

(c) Observa que en la imagen, a la derecha de la hoja de
calendario, figuran resultados que son todos -7. Haz tu algo
similar. Elige rectangulos, escribe la diferencia de productos que
estamos estudiando en varias celdas, con datos distintos, y
obtendras siempre un numero negativo y multiplo de 7.

(d) ¢Qué ocurriria si usaramos sumas de diagonales en lugar de
productos? Esto es mucho mas facil...

(e) ¢Y si usamos la diferencia entre sus sumas de cuadrados
(F11%+F22%)-(F12°+F21%)? Pues resulta que ahora todas las
diferencias son positivas, y siguen siendo multiplos de 7. Intenta
comprobarlo con la Hoja de Calculo y después demostrarlo
mediante el algebra. Llama X a la fecha mas pequefia.

(f) Inventa una hoja de calendario en la que las semanas fueran de
cinco dias ¢ Como cambiaria todo?

(g) Prueba otros calculos en diagonal ademas de productos y
sumas de cuadrados. Investiga por si ves algo interesante.

RESOLUCION CON DOS TECLAS

Intentemos resolver el siguiente problema con calculadora u hoja
de calculo:

Encontrar varios numeros naturales consecutivos cuyo
producto sea igual a un numero natural N dado.
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(a) Con dos numeros es inmediato: Si sabemos con seguridad
que la ecuacion x(x+1)=N tiene soluciones enteras, como seria
X(x+1)=132, es posible encontrar la solucién de la ecuacién con
las teclas de raiz cuadrada y parte entera. En la hoja de calculo
se usaria =ENTERO(RAIZ(N)) (En Excel escribe RAIZ sin tilde)

En efecto ENTERO(RAIZ(132))=11, que es la solucién de
X(x+1)=132, pues 11*12=132.

La razén de que esto funcione es la desigualdad

X2<x(x+1)<(x+1)?

También funciona este procedimiento para x(x+1)(x+2)=N. Asi, la
solucion de x(x+1)(x+2)=13800 es la parte entera de su raiz
cubica, que en hoja de calculo se expresaria como
=ENTERO(N*(1/3)), y en el ejemplo nos daria la soluciéon 23, y
comprobando, 23*24*25=13800.

La razon aqui es una desigualdad similar a la anterior

X3<x(x+1)(x+2)<(x+1)3

Esta no es trivial. Razénala.

¢, Ocurriria lo mismo con cuatro niumeros consecutivos? Pues no
exactamente, pues necesitarias dos teclas y algo mas. Quizas el
siguiente desarrollo te dé una idea, pero razona o demuestra
todo con rigor, que hay alguna dificultad.

| (X+1)~4 = X1 +4-XI+6-X2+4-X+1
| x-(x+1)-(x+2)-(x+3) => x?+6-x3+11-x2+6-x
| (x+2)~4 => x'+8-x3+24-x2+32-x+16
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PROPORCIONES RELATIVAS

“Recientes estudios estadisticos han puesto de manifiesto que de
cada veinte maltratadores condenados, sélo uno sobrepasaba los
dos metros de estatura. Aconsejen, por tanto, a sus amigas y
conocidas que se emparejen con hombres altos, que viviran mas
tranquilas”

¢ Qué te parece esta conclusién? Descabellada, ;no? Pues en
nuestra vida diaria a veces razonamos de forma similar. El otro
dia oi en la television este comentario: “De cada 50.000
accidentes de trafico, sélo en 400 estuvieron involucrados
autocares, lo que demuestra que son mas seguros que los
turismos” Estoy totalmente de acuerdo con la ultima afirmacién,
pero no con el modo de obtenerla. Deberian darnos el dato del
numero de turismos y autocares que circulan por término medio
en nuestras carreteras. De esa forma, dividiriamos el nimero de
accidentados entre el numero total de cada clase, y asi
obtendriamos la proporcién de accidentes de cada uno, lo que
nos permitiria evaluar qué porcentaje es mayor. En este caso,
seguro que seria el de turismos, pero con los datos de la noticia
€so no se deduce.

Otra afirmacion sobre trafico: “Las carreteras secundarias son
mas peligrosas que las autovias, porque en aquellas se producen
muchos mas accidentes de trafico”. ;No habria que dividir entre
el numero de kildmetros existentes en Espana de cada clase de
via? Y si alguien nos dijera que los camiones son mas peligrosos
de noche, porque a esas horas estdan mas involucrados en
accidentes que los turismos, ;no necesitariamos otros datos?
¢no hay tramos en los que de noche practicamente sélo circulan
camiones?
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Cuando no vivia en Madrid, los amigos y familiares que viajaban
a la capital nos traian de regalo un décimo de loteria, porque “en
Madrid toca mas”. El mismo fendmeno se da cuando se compra
la loteria en Sort, fiados en una mayor probabilidad de obtener
premio, ya que en esa localidad se dan muchos. A pocas
personas se les ocurre comparar los premios con los numeros
vendidos en esas ciudades.

El error basico que cometemos en estos razonamientos es el de
usar cantidades absolutas, y no proporciones relativas o
porcentajes. Para comparar la incidencia de un fendémeno
cualquiera deberiamos plantearnos una tabla de doble entrada,
rellenarla con las cantidades absolutas y después proceder a
convertirlas en porcentajes.

Veamos esta, que podemos imaginar perteneciente a una
empresa:

Hombre Mujer
Fuma 34 13
No fuma 46 14
Proporcion 42,5% 48,2%

Si entraramos en la sala de fumar veriamos muchos mas
hombres que mujeres, y sin embargo sélo fuma el 42,5% de
hombres frente a un 48,2% de mujeres.

Ya sabes: si preguntas en tu parque a la gente que pasea si es
diabética o no, no deduzcas de los resultados que a los
diabéticos no les gusta tomar el sol.
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FORMAS CURIOSAS DE EXPRESAR EL ANO
2009

Al comenzar un afio nuevo, siempre aparecen propiedades
numericas del mismo en blogs y paginas web. En el afio 2009
nos quisimos unir a esa costumbre. También se incluyen algunas
propiedades aparecidas en otros medios.

(a) Diferencia de cuadrados 2009=45%-42 = 1005%-1004% =147%
140? ; Puedes demostrar que no hay mas?

(b) Producto de una suma por una diferencia similar con el mismo
sustraendo 2009=(50-1)(40+1)

(c) Diferencia de un capicua y el simétrico de 2009: 2009=11011
-9002

(d) Suma de los cuadrados de dos multiplos consecutivos de 7:
2009=282+352

(e) Suma de tres triangulares: 1 + 55 + 1953
(f) Suma de capicuas: 2009=1111+898

(g) Se puede comprobar (si quieres llamalo demostrar) que 2009
so6lo se expresa en forma de capicua de dos cifras en las bases

2008, en la que 2009=11 (2008; 186, resultando 2009 = 77 en
base 186; 48, que produce el resultado JJ (¢4, Cual es el valor de
J?

(h) Sin embargo, como tres cifras seguidas AAA no se puede
expresar en ninguna base. Puedes construir una pequefia prueba
(esta si que no es demostracion) con una hoja de calculo. Parece
ser que tampoco admite la forma AAAA.
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De forma experimental, probando bases entre 13 y 44 (4 por qué
esas?) se comprueba que 2009 no produce capiclas de tres
cifras en ninguna base de numeracion.

(i) En el blog “El espejo Ludico” se propuso 2009 como diferencia
de primos: 2011-2

(j) Las cifras del 2009 lo construyen mediante un producto y una
suma, porque 200*9+200+9=2009

Parece una peculiaridad del 2009, pero no es asi. Todos los
numeros terminados en 9 presentan la misma propiedad:
189=18*9+18+9, 1279 = 127*9+127+9

¢, Sabrias demostrarlo?

(k) Por otra parte, existen otras formas de generar el 2009
mediante una expresion del tipo a*b+a+b

Son estas: 1*1004+1+1004; 2*669+2+669; 4*401+4+401;
5*334+5+334; 9*200+9+200; 14*133+14+133 y 29*66+29+66.

De hecho, casi todos los numeros naturales presentan este tipo
de descomposicién, pero algunos no, como 10, 66 6 100.

¢, Qué numeros naturales no se pueden expresar como a*b+a+b,
con a y b también naturales?

RESOLUCION HETERODOXA

El siguiente problema aparecid publicdo en el blog
http://problemate.blogspot.com/ y me apetecid resolverlo
mediante el uso de hojas de calculo:

Halla dos enteros positivos a y b conociendo su suma y Su
minimo comun mdultiplo. Aplicalo en el caso de que la suma sea
3972 y el minimo comun mdultiplo sea 985928.

97



Comencé descomponiendo el numero 985928 en factores
primos. Para ello acudi a mi hoja de calculo divisibilidad.ods
(Ver en http://www.hojamat.es/, secciébn Herramientas de
Divisibilidad), con lo que obtuve la descomposicion factorial
985928=2%*251*491. Estos factores deben estar contenidos en
los dos enteros a y b buscados.

Como el producto 251491 sobrepasa la suma 3972, supuse que
uno estaria contenido en a y el otro en b, y dado que el MCM
contiene el factor 8, éste deberia estar contenido también en a,
en b o en ambos.

Me planteé, pues, la ecuacion diofantica 251X+491Y=3972, con
el cuidado de elegir soluciones en las que al menos X o Y
contuvieran el factor 8. Usé mi hoja de calculo diofant1.ods
(http://www.hojamat.es/ en Herramientas de Aritmética), y ajusté
el parametro T hasta obtener la solucion X=8 Y=4, con lo que
a=2008 y b=1964, que coincide con la ya publicada en el referido
blog.

Hasta aqui la resolucion, que he adjetivado de heterodoxa,
porque me plantea algunas dudas que dejo aqui en forma de
interrogantes:

(a) ¢He realizado una verdadera actividad de tipo matematico?
(b) ¢Podriamos incluir en las aulas actividades similares, en las
que una resolucion se obtiene con la ayuda de recursos

informaticos?

(c) ¢Se atreveria el profesorado a evaluar con propuestas de
este tipo?

Para no dejar las preguntas asi, en el aire, me las respondo yo
en primer lugar: Mi respuesta seria afirmativa, con matices:
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(a) Creo que es otra forma de resolucion, siempre que la palabra
final la tenga el rigor matematico y la comprobacién exhaustiva
posterior de todo el proceso, prescindiendo de la ayuda
informatica. Si no se llega a este nivel de profundidad, el
problema se quedaria en una mera actividad de uso de
herramientas informaticas.

(b) Con las garantias expuestas, creo que se pueden introducir
en el aula estas herramientas de calculo, pues pueden ayudar a
pensar de otra forma y a saber tomar decisiones sobre las
herramientas utilizadas.

(c) Si se usan herramientas nuevas para calcular, también tienen
que ser objeto de una evaluacién. Seria contradictorio que se
introdujeran metodologia nuevas y después se evaluara con el
examen de toda la vida. Si se usan varios recursos en el
aprendizaje, también han de usarse en la valoracion del trabajo.

COMENTARIO RADIOFONICO

“El gobierno esta actuando sobre la derivada segunda cuando
asegura la proteccién al desempleo, pero deberia actuar sobre la
derivada primera, promoviendo la creacion de puestos de trabajo”

(Comentario de un periodista en una tertulia radiofénica. La
redaccion final es nuestra).

¢ Como juzgar esta frase desde el punto de vista de las
Matematicas? La segunda parte se puede aceptar sin gran
problema, pues si se crea empleo se esta actuando sobre la tasa
de variacién del numero de personas empleadas. Si tomamos
como funcidén ese numero total, su derivada esta relacionada con
el incremento o disminucion de la misma, y la creacién de empleo
pertenece a ese ambito.

Mas de dificil de aceptar es la primera parte. La proteccién al
desempleado no se relaciona con la forma de evolucionar el
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crecimiento del empleo, porque es una accién estatica. Se
protege a los que ya estan en situacion de desempleo en un
momento dado. Una idea algo malévola seria la de considerar
que una excesiva proteccion no impulsa la busqueda de trabajo,
pero en ese caso se estaria actuando sobre esa busqueda, y no
sobre la creacién de puestos de trabajo. No parece tener, pues,
justificacion el uso del concepto de derivada segunda en este
contexto.

La derivada segunda no es bien entendida por el publico en
general. Por ejemplo, el concepto de punto de inflexion se
confunde con el de maximo o minimo. Si un equipo de futbol lleva
perdiendo varias semanas y comienza a ganar, se habla de que
ya se ha llegado al punto de inflexién. O si la bolsa cambia su
tendencia: “yo venderé cuando se produzca una inflexion”. En
lugar de considerarlo como un punto de separacion entre
aceleraciones y desaceleraciones, se le suele situar entre
crecimientos y decrecimientos, y no es el mismo concepto.

El estudio de las diferencias segundas (o las derivadas) y las
tasas de variacién calculadas a partir de los datos de una tabla
es muy enriquecedor, pero la experiencia nos demuestra que es
un tema con frecuencia dificil de entender. Hace unos meses, en
un debate politico, se presentdé un grafico que recogia la
evolucién del precio de la vivienda. Era parecido a este:
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Se mostré de forma tan rapida que la mayoria de los
espectadores saco la impresién de que se queria indicar que la
vivienda habia comenzado a bajar de precio en el afo 2005,
cuando en realidad se trataba de un grafico de diferencias, y lo
gue se habia producido en ese ano era una desaceleracion en la
subida de los precios.

En este grafico si habia un punto de inflexion, pero por la forma
de presentarlo se interpreté como un maximo, con lo cual parecia
que el candidato estaba mintiendo, ya que era claro que en ese
ano el precio de la vivienda no habia parado de crecer. No
mentia, el grafico contenia datos reales, pero los asesores
tuvieron la habilidad de sugerir una idea errénea in faltar a la
verdad. Bast6 para eso confeccionar un grafico de diferencias en
el precio en lugar de usar el valor real del mismo.
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SOLUCIONES

EL ATRACTIVO DE LOS CUADRADOS

Eliminar bolas en un cuadrado

Si 10 es la diferencia entre dos cuadrados n? y m?, se tendra que
verificar que

10=(m+n)(m-n)

Pero m+n y m-n tienen la misma paridad. Esto obliga a que el
namero 10 también se descomponga en dos factores, ambos
pares 0 ambos impares, pero eso es imposible, debido a que sélo
se pueden considerar 10*1 y 5*2, que no tienen la misma
paridad. Lo mismo ocurre con el 6.

En general, todos los numeros de la forma 2(2k+1) con k entero,
no seran idoéneos para ser diferencia de cuadrados. Expresado
de otra forma, son nimeros multiplos de 2 pero no de 4.

Todos los numeros naturales podemos escribirlos como
N=2".a" b*?...z"" siendo a,b..z primos y m eventualmente cero.
El exponente m nos permite distinguir tres casos:

(a) m=1

El nimero N no se puede descomponer en dos factores pares ni
impares. Es el caso de 2,6,10...que acabamos de estudiar
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(b) m=0

El numero es impar, y presentara tantas soluciones como la
mitad del su nimero de divisores. Por ejemplo 105= 532522 =
19%-162 = 13%-82 = 11%-4? que corresponden a los pares de
divisores 105= 105*1=35*3=21*5=15*7. Si el niumero es primo
admitirad una sola diferencia de cuadrados.

(c) m>1

2™ se puede descomponer en dos factores pares de tantas
maneras como indique la parte entera de (N-1)/2. Asi, si m=3
sélo se admite una descomposicién, como 8 = 3%-1? y si m=7
128= 332-31? = 33%-31? = 18%14? . Combinando estos casos con
los producidos por los factores impares obtendremos todas las
soluciones.

Se ve, pues que el numero de soluciones esta relacionado de
cierta forma con el de divisores, aunque pueden discrepar
bastante.

(b) ElI numero menor que 1000 que se puede representar como
diez diferencias de cuadrados es el 960.

En la siguiente tabla se han inluido todas las formas de
descomponer 960 en dos factores. Después se han seleccionado
los de la misma paridad, y mediante suma y diferencia se han
obtenido A y B tales que 960 = A — B?

Factores de 960 Paridad A B Comprobaciéon
2 480 0 241 239 960
3 320 1
4 240 0 122 118 960
5 192 1
6 160 0 83 77 960
8 120 0 64 56 960

10 96 0 53 43 960
12 80 0 46 34 960
15 64 1
16 60 0 38 22 960
20 48 0 34 14 960
24 40 0 32 8 960
30 32 0 31 1 960
Igual paridad 10
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Pero, ¢,como encontramos el 960? Aparte de un analisis bastante
pesado de los factores de los numeros menores que 1000
podemos usar este codigo en Basic para Calc

Sub numerodiferencias

Dim i,j,fila
dim a

fila=7 (Fila inicial de la tabla que se prepara)

for i=1to 1000 (Ndmeros a probar)

a=0 (Contador de factores de la misma paridad)

for j=1 to sqr(i) (Se buscan los factores hasta la raiz cuadrada)

if esdivisible(i,j) then (Comprueba si es factor)

if paridad(j)=paridad(i/j) then a=a+1 (Igual paridad, se incrementa
a)

end if

next j

fila = fila+1 (El resto es la presentacion de resultados)
StarDesktop.CurrentComponent.sheets(0).GetCellByPosition(3;fil
a).value=i
StarDesktop.CurrentComponent.sheets(0).GetCellByPosition(4fil
a).value=a

next i

End Sub

Con una macro definida por este cdédigo obtenemos una tabla
con el numero de descomposiciones de igual paridad similar a la
de la imagen

w
N
O2NNO=2NNONN
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Asi se ha encontrado que 960 admite 10 descomposiciones, y
que los multiplos de 2 que no lo son de 4, ninguna.

Consulta en el Apéndice los cédigos de las funciones esdivisible
y paridad.

(c) Si dos diferencias son iguales, como 49% — I
47° = 26° — 227, también se verificara que 49°

+ 22°= 26% + 47° que se puede interpretar

como dos triangulos rectangulos que

comparten un mismo diametro por lo que

formaran un cuadrilatero inscriptible.

Cuadrados en progresion aritmética

La condicion que ha de cumplir la media aritmética de los dos
cuadrados, es la de ser ella también un cuadrado perfecto, y en
hoja de calculo se puede expresar mediante esta condicion:
N=(ENTERO(RAIZ(N))*2

El nimero 10404= 102”2 forma progresion aritmética con 1764=
42°2; y la media aritmética de ambos 6084 = 7872

Las diferencias entre tres cuadrados en progresion aritmética son
siempre multiplos de 24. Lo razonaremos en dos fases:

(A) Las diferencias son multiplos de 3

Partimos de a*+b®=2c? como condicién de estar en progresion
aritmética. Los restos cuadraticos modulo 3 son 0 y 1. Nunca
pueden ser 2.

Si el resto de c? es 0, el de 2c® también lo es, luego a® y b?
deberan presentar también resto 0 (es la unica posibilidad). Por
tanto sus diferencias seran multiplo de 3.

Si el resto de ¢ es 1, el de 2c¢? serd 2 y eso obliga a que a’ y b?
tengan también resto 1, luego las diferencias vuelven a ser
multiplos de 3. Con esto queda demostrado.
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(A) Las diferencias son multiplos de 8

Los restos cuadraticos moédulo 16 son 0, 1, 4 y 9. Podemos
construir una tabla de sumar entre ellos para que comprendas
mejor el razonamiento:

SN ==
=000 |~|>

oo+

0
0
1
4
9

Con razonamientos similares al caso de 3, tendremos:

Si el resto de ¢ es 0, el de 2c? también lo es, luego a® y b?
deberan presentar también resto 0. Por tanto sus diferencias
seran multiplos de 16 y con mayor razén de 8.

Si el resto de ¢® es 1, el de 2c¢? es 2, luego a’ y b? deberan
presentar ambos resto 1 o resto 9. Por tanto su diferencia sera al
menos multiplo de 8 si no lo es de 16 (en el caso 9-1)

Si el resto de c? es 4, el de 2c? es 8, luego a’ y b? deberan
presentar también resto 4. Por tanto sus diferencias seran
multiplos de 16.

Sielrestode c’es 9, el de 2¢? sera 2, y ya hemos estudiado ese
caso.

Acabamos de razonar que las diferencias son multiplos de 16
salvo en un caso en el que soélo lo son de 8.

Resumiendo: Las diferencias mutuas son multiplos de 24.
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Un cuadrado y una unidad

Para que n?+1 sea multiplo de un nimero k, debera ocurrir que k-
1 sea un resto cuadratico médulo k, pero eso no ocurre para
ciertos numeros. Basta consultar las tablas de restos cuadraticos
para diferentes valores para comprobarlo

Modulo 3 4 5 7 11 13
NO NO si NO NO Si
Restos 1 1 1 1 1 1
1 4 4 4 4
1 4 2 9 9
1 1 2 5 3
1 1 4 3 12
1 1 3 10
1 1 4 5 10
1 4 1 9 12
1 1 4 4 3
1 2 1 9
1 1 1 2 4
4 1 1

En la tabla se observa que para 5 existe un resto cuadratico 4, y
para el 13 el 12, pero para 3, 4, 7 y 11 no es resto cuadratico k-1.

La mitad, cuadrado, el tercio, cubo

Si N = 2m? = 3n?, deberan figurar, tanto en m como en n, los
factores 2 y 3. Luego m? = 36*k? y n® = 216*h°>.

N = 72*k* = 648*h® y h ha de ser cuadrado perfecto para que se
pueda dividir entre k?

Queda, pues, que N=648p°
Asi que las soluciones se obtendran de los valores de p
p=1, 648, p=4, 41472, p=9, 472392, p=16, 2654208

En el caso N=2n? = 5m°
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debera ser N = 200*k* = 500000*h®
y una solucién 500000

En el caso N= 3n® = 5m°

sera 10125*k* = 500000*h®

y una solucion posible es 922640625

Casi narcisistas

Si ejecutamos el codigo obtendremos otra solucion, que es 1233
= 12%+33°

(@) Los demas numeros narcisistas de cuatro cifras son

8208=8"+2*+0"+8"* y 9474=0"+4"+7*+4*,

(b) En el otro grupo propuesto las soluciones son
4160=4+16°+0°y 4161=4°+16°+1°
(No se cuentan soluciones triviales formadas por 1y 0)

(c) La solucién Unica es 3468 = 68°-342

Cuadrado del simétrico

Si excluimos los capicuas o palindrémicos y los terminados en
cero, para no alterar el numero de cifras, las parejas obtenidas
son (so6lo se escribe el primer numero):

12,13
102, 103, 112, 113, 122

1002, 1003, 1011, 1012, 1013, 1021, 1022, 1031, 1102, 1103,
1112, 1113, 1121, 1122, 1202, 1212, 2012, 2022

10002, 10003, 10011, 10012, ... (hasta 41)
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(1) No figuraran en estos numeros las cifras del 4 al 9, pues en
sus productos por si mismas producen cifras de arrastre que
rompen la simetria.

(2) Tampoco puede figurar la combinacion 23, pues también
produce arrastre 2*3+3*2=12

(3) Para contar los casos hay que organizar un diagrama en arbol
e incluir como cifras 0, 1, 2 y 3, evitando la combinacién 23.

Exploracion matematica

(1) Si 2n? + 1 = m? ambos naturales, m ha de ser impar, luego
m=2k+1 con k natural, con lo que se cumple si 2n> + 1 =
4k*+4k+1. Simplificando y dividiendo entre 8: n%/4 = k(k+1)/2,
luego se cumple que n?/4 es cuadrado y triangular.

(2) Partimos de la igualdad x*=k(k+1)/2. Multiplicamos todo por 8
y queda: 8x* =4k*+4k+1-1=(2k+1)>-1. Si llamamos y a 2k+1, nos
queda la ecuacién de Pell 8x*+1=y?

(3) (Para no complicar la edicion, usaremos la palabra RAIZ para
representar la raiz cuadrada). Como (3+RAiZ(8))" =
ya+RAIZ(8)x,, basta ir multiplicando por si mismo y sumando por
separado los numeros naturales y los coeficientes de RAIZ(8):
(3+RAIZ(8)), (17+6*RAIZ(8)), (99+35*RAIZ(8))... van resultando
los valores de x 1, 6, 35,...

(4) Basta usar (y,.4+RAIZ(8)x,.1)* (3+RAIZ(8))= y,+RAiZ(8)x, con
lo que resultan las formulas pedidas. Para reducir a una sola con
X, se puede acudir a esta transformacion:

yn=3xn_1+8yn.1, Xn=3Xn-1+yn—1

Xn=3Xn—1+Yn—1 = 9Xn—2+3yn—2+(8xn—2+3yn—2) = 17 Xn-2 + 6 yn—2 = 6(\’-)’Xn—z +
Yn-z)- Xn2 = 6 Xn-1 = Xn-2
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iCOMO PRESCINDIR DE LOS NUMEROS
PRIMOS!

Dos demostraciones propuestas por Apostol

Demostracion (a)

Expresemos el numero N como 4k+h, con h<4. En ese caso, N
puede expresarse de una de estas cuatro posibilidades: 4k, 4k+1,
4k+2 y 4k+3, con k>2, para que sea mayor que 12. Analicemos
las cuatro alternativas:

(a) 4k se puede descomponer en 2k+2k, ambos compuestos.

(b) 4k+1=4(k-2)+8+1= 4(k-2)+9, con lo que conseguimos
también dos compuestos (recuerda que k>2).

(c) 4k+2=4k-6+6+2=2(2k-3)+8. Conseguido también, porque
2k-3 es positivo.

(d) 4k+3=4k-6+6+3=2(2k-3)+9, Ilo que completa Ia
demostracion.

Obsérvese que es fundamental que k>2

Demostracion (b)

La validez de la proposicién se puede verificar demostrando su
reciproca, es decir: Si n no es potencia de 2, 2"+1 es compuesto.

Si no es potencia de 2, sera primo distinto de 2 o poseera un
factor primo impar k. Tanto en un caso como en el otro, n se
puede expresar como n=k*| (si es primo, k=ny I=1)

y 2441 =(2'+1)(2"-242+ | +1), que es compuesto.

Como curiosidad, hemos descubierto que si n es primo, un
divisor de 2"+1 sera 3.
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Primos reversibles (Primo-Omirp)

Cuestién 1: Tiene varias soluciones. Una sencilla para que
aparezcan destacados los cuadrados perfectos es crear una
columna nueva con las raices cuadradas de las diferencias
(supongamos que comienza en G5) y después crear otra
columna nueva con la formula =SI(G5=ENTERO(G5);G5;"")

13 31 4,24264069
17 71 7,34846923
37 73 6 )
79 97 4,24264069
107 701 24,3721152
113 311 14,0712473
149 941 28,1424946
157 751 24,3721152

El que sea multiplo de 6 se justifica porque la diferencia entre dos
‘omirps” es multiplo de 18, ya que tiene que ser par como
diferencia entre impares, y multiplo de 9 por ser diferencia entre
dos numeros simétricos (su diferencia esta formada con multiplos
de 9). Si esa diferencia es ademas cuadrado perfecto, debera
contener otro factor 2 que formara un 36.

Cuestion 2: La respuesta es afirmativa. Basta someter a las
diferencias a un criterio similar al siguiente:

=S|(8*G5+1 =ENTERO(RAiZ(8*G5+1 ))AZ;GS;"")

Entre las diferencias triangulares mas frecuentes estan 630, 990,
4950y 16290. La mas pequefia es 36.
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Cuestion 3: Aunque parecia dificil, también aparecen cubos
perfectos, como en

3251 — 1523 = 1728 = 12°
747451 — 154747 = 592704 = 84°
758561 — 165857 = 592704 = 84°
764171 — 171467 = 592704 = 84°
767471 — 174767 = 592704 = 84°
Se encuentran con el criterio

=SI(G5=ENTERO(G5%(1/3))*3;G5;"")

El mayor divisor
Estrategia de busqueda

Si n es compuesto en la expresion 2"-1 su menor divisor a
formara la expresion 2°-1, que sera mayor o igual que el minimo
divisor de expresion 2"-1. En efecto:

2" = 2701 =(22-1)(142%+2% %+ 27T

En esta descomposicion factorial el valor del primer paréntesis es
menor que el del segundo, luego o bien 2%-1 es el menor divisor
buscado o lo es un divisor menor que él. Por tanto se cumple lo
afirmado.

Asi que para buscar el menor divisor de 2"-1 bastara buscar
divisores menores que 2°-1, lo que simplifica la cuestion. En la
siguiente tabla figura a comparacién de estos divisores para
algunos de los primeros valores de n:
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n 2n-1 234 Menor divisor Mayor divisor

4 15 3 3 5

6 563 3 3 21

8 255 3 3 85

9 511 7 7 73

10 1023 3 3 341

12 4095 3 3 1365

14 16383 3 3 5461

15 32767 7 7 4681

20 1048575 3 3 349525
21 2097151 7 7 299593
25 33554431 31 31 1082401
49 562949953421311 127 127 4432676798593

En estos casos el menor divisor es 2°-1, pero no siempre es asi.
Por ejemplo, si a=11, el menor divisor no es 2"'-1 sino 23.

Estrategia algoritmica

Para encontrar el menor divisor de un nimero, en este caso 2"-1,
bastara ir probando numeros a partir del 2 y ver si 2"-1 es
divisible entre ellos. Al encontrar el primero se para la busqueda.
La idea es trivial, pero con la rapidez de un ordenador se obtiene
el resultado en poco tiempo para numeros no muy grandes.

En el Apéndice se ha incluido la funcién menordiv en cdédigo
Basic.

Cerca del cuadrado de un primo
Si p es primo, p>-1 es multiplo de 24.
(a) Es multiplo de 3

Un ndmero primo puede presentar una de las formas 3n+1 o
3n+2.

Si p=3n+1, entonces
p?-1=9n%+6n+1-1 = 3(3n*+2n)
Si p=3n+2, entonces

p?-1=9n*+12n+4-1 = 3(3n*+4n+1)
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(b) Es multiplo de 8

Un ndamero primo puede presentar una de las formas 8n+1,
8n+3, 8n-1 6 8n-3. Procediendo de igual forma:

Si p=8n+1, entonces
p?-1=64n+16n+1-1 = 8(8n*+2n)
Si p=8n-1, entonces
p®-1=64n%-16n+1-1 = 8(8n-2n)

Si p=8n+3, entonces
p?-1=64n?+48n+9-1 = 8(8n*+6n+1)
Si p=8n-3, entonces
p>-1=64n*-48n+9-1 = 8(8n*-6n+1)

Con esto hemos demostrado que p*1 es mdltiplo de 24, por lo
que no sera primo. Tampoco lo seran p>— 5, p>— 3, p* + 1y p* +
3 por ser pares. p° — 4 y p® + 2 seran multiplos de 3. Por tanto,
ninguno es primo.

El nimero p? — 2 no puede ser multiplo de 2 porque es par, ni de
3, porque es de la forma 24k-1, ni de 5, porque termina en 7 o en
9 (p? sélo puede terminar en 1 6 9), luego sus factores primos
seran mayores que 5. Es el caso, por ejemplo, de 23%-1=17*31.

Busquedas

Se pueden organizar busquedas para encontrar los numeros
primos mas préximos a p®. Para ello se necesitan las funciones
“proximo primo” PRIMPROX vy “anterior primo” PRIMANT, que
dan los primos mas cercanos a un numero por la parte superior y
por la inferior respectivamente (ver Apéndice). Asi se pueden
organizar tablas similares a la siguiente:

Distancia |PRIMANT(p2)|p2 |PRIMPROX(p2)|Distancia
6 523 529 |541 12
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De esta forma podemos descubrir que el cuadrado de primo mas
aislado por la derecha entre los primos menores que 10000 es
66896041, el cuadrado de 8179, que dista 102 unidades de su
proximo primo, que es 66896143.

Por la izquierda el mas aislado es 15437041, cuadrado de 3929,
que dista 98 unidades del numero 15436943, primo mas cercano
inferiormente.

Por ambos lados el que dista mas de sus primos cercanos es el
cuadrado de 7559, 57138481, que esta rodeado de compuestos
entre los limites 57138413 y 57138539, con un rango de 126
nameros.

Logaritmo entero

(a) Para demostrar que k>m+n consideramos que si m>2 o n>2,
(m-1)(n-1)>1, con lo que mn-m-n>0 y por tanto mn>m-+n.

Si un numero posee mas de dos factores primos, se va aplicando
reiteradamente esta propiedad a las distintas descomposiciones
de dos factores. Por ejemplo:

60>6+10 = 3*2+5*2>3+2+5+2
(b) 256=2"8 sopfr(256)=2*8=16

(c) Porque si fuera primo ya estaria incluido en la suma de primos
que lo forma, por ser un divisor.

(d)

20=9+6+5
38=21+10+7
74=39+16+8+6+5
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(e)
546=13*(25+10+7)
616=14%(24+9+6+5)
735=21%(22+13)
800=20%(20+9+6+5)

JUGAMOS CON CIFRAS

Una propuesta del “Espejo ludico”

La solucién es el numero 69. Puedes utilizar y cambiar a tu gusto
el buscador de numeros de este tipo alojado en la direccién de
Internet http://www.hojamat.es/blog/ludico.zip.

Algoritmo derivado de un problema
La solucién es 153846, porque 153846*4=615384

Otros resultados relevantes son:

1016949152542372881355932203389830508474576271186440677966 * 6=
6101694915254237288135593220338983050847457627118644067796

163265306122448979591836734693877551020408 * 5 =
816326530612244897959183673469387755102040

Las primeras, doble de las segundas

Orientacion algebraica

En el caso 2001*1 = 3*23*39 no es posible igualar a n(n+2), pues
se necesitaria un nUmero de cuatro cifras.

Si es 667*3 completamos a 667*3*223 = 667*669 = 446223 =
(668-1)(668+1) = 6682 -1, que constituye la primera solucion.
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En el caso 87*23 completamos a 87%23*5*19 = 435*437
190095 = (436-1)(436+1) = 436%-1

Por ultimo, 2969 se completa con 29*31*69*13 = 899*897
806403 = (898+1)(898-1) = 898%-1

El caso contrario, si las segundas son el doble de las primeras,
habra que analizar el numero 1002 = 2*3*167 = 1002*1=167*6 =
501*2 = 334*3

Para abreviar, sélo se daran las soluciones validas:
167*2*6*56 = 334*336 = 112224 = 335°-1
334*2*3*222= 668*666 = 444888 = 669°-1
Variantes

Para n’-4 existen estas soluciones de seis cifras:

442221 = 665%-4; 760380 = 7822%-4; 110220 = 332°%-4; 448896 =
670%-4

Para n’-9 existen esta otra solucién: 480240 = 6932-9;

Numeros automorficos

La propiedad que comparten los numeros de la primera tabla es
que sus cifras coinciden con las ultimas de sus cuadrados (en el
sistema de numeracién decimal).

La condiciéon que han de cumplir en la hoja de calculo ha de ser
similar a esta: =SI(RESIDUO(E77-D77;100)=0;"Si";"No"), en la
que 100 se va sustituyendo por 1000, 10000, etc. segun el
numero de cifras.

Es decir, que a*a = a(a-1) = N.10, que es lo que expresa la
segunda tabla.
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Para encontrarlos con OpenOffice.org Calc puedes usar este
cédigo. Cambia el 10000 por un numero mayor si deseas
encontrar mas.

Sub busquedas
Dim xfila,i,j as long

fila=10

for i=1 to 10000

x=10%(int(log(i)/log(10))+1)
StarDesktop.CurrentComponent.sheets(0).GetCellByPosition(2,2).value=i
j=(ii-)

if int(j/x)=j/x then

fila=fila+1
StarDesktop.CurrentComponent.sheets(0).GetCellByPosition(5,fila).value=i
end if

next i

End Sub

Este cédigo dara como soluciones falsas algunas potencias de
10, debido al uso de logaritmos decimales.

Notas

(1) En efecto, sélo hay cuatro casos para a-1y a

(1a) a-1 es multiplo de 10 y a congruente con 1 médulo 10, En
este caso solo obtendremos el caso trivial 1.

(1b) a es multiplo de 10%, lo que nos lleva al caso trivial 0.

(1c) a-1 es multiplo de 5y a lo es de 2. En este caso a termina en
la cifra 6

(1d) a es multiplo de 5 y a-1 de 2. El niumero termina en 5.

(2) Si a*=a (mod 10%), multiplicando por a resulta a*=a? (mod 10%)
y reiterando a=a’=a’za’ ...

(3) Sea a=m.10"+n la descomposicién del nimero automarfico
de k cifras en la suma de la primera m y del resto n. Se debera
cumplir que (m.10"+n)? - (M.10"+n) = 0 (mod 10¥). Si
desarrollamos se tendra que la expresion
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m2.102+n?+2mn10*" - m.10“"-n = 0 (mod 10%) = 0 (mod 10*™")

lo que nos lleva a que n*n = 0 (mod 10¥") y que por tanto, n es
automorfico con una fila menos.

(4) Si la situacion es la inversa de la anterior, hay que encontrar
un valor de m que haga que la expresién anterior sea automoérfica
para k cifras, lo que obliga a que 2mn-m+(n®n)/ 10*" termine en
cero, es decir, que se puede despejar m de la ecuacion en
congruencias

m(2n-1)+(n%n)/ 10'=0 (mod 10)

En los casos tratados, 2n-1 es congruente con 1 o con 9, lo que
garantiza la solucién unica.

Por ejemplo, generemos automoérficos a partir del 6:

n=6; k=1 Ecuacion 11m+3=0 (mod 10)  Solucién m=7
n=76; k=2 Ecuaciéon 151m+57=0 (mod 10) Solucién m=3
n=376; k=3 Ecuacién 751m+141=0 (mod 10) Solucién m=9
y asi se puede seguir hasta la generacion de infinitos
automoérficos.

Para n=5 quedaria este proceso:

n=5; k=1  Ecuacién 9m+2=0 (mod 10)  Solucién m=2
n=25; k=2 Ecuacion 49m+6=0 (mod 10) Solucién m=3
Funcién “Digitos”

La solucion es n*2""+1
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DANDOLE VUELTAS A UN PROBLEMA

Numero mas la suma de sus cifras

El algoritmo que se puede considerar en primer lugar es el de
dividir el numero entre 101 para calcular X, hallar el resto y
dividirlo entre 11 para hallar Y. Reiterando se calcula Z.

Esta idea tiene algun inconveniente:

(a) Al dividir entre 101, o posteriormente entre 11, se debe
considerar también una unidad menos, pues es muy probable
que también sea solucién si Y y Z son cercanos a 9.

(b) El resto de dividir el numero entre 101 no debe sobrepasar al
numero 117, pues entonces Y o Z sobrepasarian el valor de 9.

Segun esto, el algoritmo deberia ser:

Divido N entre 101 y le llamo X al cociente y H al resto.

Tanto para el valor X como para X-1
Si H>117 paro el calculo
Si H<=117 lo divido entre 11 con cociente Y y resto M
Tanto para Y como para Y-1

Si M es par y menor que 20, Z sera su mitad.

Tienen solucion los numeros del tipo 101X+11Y+Z con Y>0y Z
par, como es evidente. También tienen solucién los terminados
en 1, 3, 5y 7, porque detrayendo 11 de 11Y se pueden convertir
en 12, 14, 16 y 18 respectivamente, que al ser pares pueden
ofrecer una Z entera.
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No tienen solucion los numeros de la forma: 101X+11Y+9 con
Y>11, porque si le afadimos 11 ya el 9 se convertiria en 20, lo
que produciria una Z=10.

Si Y=0, no tienen solucion los de la forma 101X+K con K igual a 7
6 9, porque aunque detraigamos un 101 de X, o se forma una
Y>=10 o una Z no entera o mayor que 9.

Tienen dos soluciones 101X+K con K par entre 0 y 16, pues si
separamos un 101 de 101X, al ser 101=99Y+2, la nueva ultima
cifra sera par y producira un Z entero.

Los puntos del dominé

(a) Un n-dominé es el conjunto de combinaciones con repeticion
tomadas de 2 en 2 que se pueden formar con el conjunto
{0,1,2...n}. Por tanto su numero sera Cn+2,2 = (n+2)(n+1)/2. En
el caso usual seria C8,2=8*7/6 = 28

(b) Como cada combinacion contiene dos valores, en total
estaran representados 56, que divididos entre 7 posibilidades nos
sefalan que cada numero aparece 8 veces en el domind. Por
tanto, la suma total sera 8(0+1+2+3+4+5+6)=8*21=168 puntos
totales tiene el domino.

(c) Para demostrarlo basta generalizar los razonamientos
anteriores.

(d) Si n(n+1)(n+2)=2M? llegamos a una serie de contradicciones.
En efecto:

Los factores primos impares del producto n(n+1)(n+2) pertenecen
s6lo a uno de los tres, n, n+1 6 n+2, porque si fueran comunes,
deberian dividir a la diferencia entre ellos, que seria 1 6 2, lo cual
es imposible para un impar. Por tanto, si hay factores impares en
el producto seran distintos para cada uno de los tres numeros y
ademas estaran presentes como un cuadrado perfecto, por serlo
M? (figuraran un ndmero par de veces)
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Podemos distinguir dos casos:

(@) Si n+1 es par, entonces n y n+2 seran impares, y por lo
razonado en el parrafo anterior, cuadrado perfectos con
diferencia 2, lo que es imposible (Ver “Eliminar bolas de un
cuadrado”, Pag. 11). Es el caso, por ejemplo de 7*8*9/2.

(b) Si n+1 es impar, sera cuadrado perfecto, es decir, de la forma
(2k+1)?, con lo que n es multiplo de 4 y n+2 sera par, pero no
multiplo de 4. Por tanto tendra la forma 2*H? Si dividimos entre
dos tendremos que n(n+1)(n+2) sera el producto de tres
cuadrados, pero es imposible que n y n+1 lo sean
simultaneamente. Es el caso, por ejemplo, de 48*49*50/2.

Con hoja de calculo podemos crear una columna con los
primeros numeros naturales, llamémosles N, otra con la férmula
N(N+1)(N+2)/2 y otra que calcule el cuadrado de la parte entera
de la raiz cuadrada de esa segunda columna. Si ambas
presentan el mismo resultado es que se trata de un cuadrado
perfecto.

A continuacion se inserta un fragmento de tabla similar al
propuesto:

N N(N+1)(N+2)/2 |;Es cuadrado?
61 119133 No
62 124992 No
63 131040 No
64 137280 No
65 143715 No
66 150348 No
67 157182 No
68 164220 No
69 171465 No
70 178920 No
71 186588 No
72 194472 No
73 202575 No
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También se puede utilizar un cédigo en Basic similar al siguiente,
que busca cuadrados en la féormula hasta N=50000

for i=1 to 50000
n=i*(i+1)*(i+2)/2

if n=(Int(Sqr(N))*2 then
msgbox(n)

end if

next i

End Sub

(e) En el caso de los numeros triangulares no existe el problema
de la existencia de cuadrados impares con diferencia 1 6 2,
porque n(n+1) presenta un factor impar y otro par. Asi, basta con
que n=2*k? y n+1= h? para que se cumpla. Por ejemplo, 8*9/2 es
igual a 2232 = 36 = 62,

(f) El razonamiento y el método para conjeturar con hoja de
calculo son similares a los propuestos en el apartado (d)

(g) En efecto, la suma de los 24 primeros cuadrados equivale al
cuadrado de 70, como se puede comprobar con una calculadora
u hoja de calculo.

El fésil de un nimero

Solucion del problema

Puesto que buscamos un fésil impar, ninguna de las cifras del
numero que buscamos puede ser par.

Como todas sus cifras deben ser diferentes, para ser lo mas
grande posible deberiamos usar todas las cifras impares, es
decir, el 1, el 3, el 5, el 7 y el 9. Sin embargo, el producto de
todos estos numeros es el 3*5*7*9 = 945, y tiene una cifra par, de
forma que al final tendria un fosil par.
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Por tanto, tenemos que usar cuatro cifras. Quitar la mas
pequefa, el 1, no ayuda, pues el producto seguiria siendo el
mismo, de forma que probamos a quitar el 3, asi que el producto
5*7*9 = 315, y 3*5 = 15, proporciona un fésil impar, el 5.

Ya sabemos que debemos usar los niumeros 1, 5, 7y 9, y para
que sea lo mayor posible pondremos los mayores en las
posiciones mas significativas (mas a la izquierda). EI numero
buscado es, entonces, el 9751.

(1) Todos los numeros naturales tienen fosil. Lo veremos en dos
pasos:

(a) Todo numero natural es mayor que el producto de sus cifras.
En efecto, sea N=a,*10" + a,*10™"....+a,4*10+a, > a,*10" > a,*
ar*...* a4 an

Por tanto, la operacion de multiplicar las cifras produce una
sucesion estrictamente decreciente, pero al tener como cota el 0
y ser finito el conjunto posible de valores del producto, éste tiene
que llegar necesariamente a un numero de una cifra.

(b) Los numeros de una cifra son invariantes

Es un hecho evidente, por lo que completa el razonamiento.

(2) Un algoritmo para calcular el fésil ha de contener una fase
que descomponga el numero en sus cifras

9 8 0 7
9807 807 7 7
1 9 72 72 504

Esta operacion se corresponde con las dos primeras filas. En la
primera se calculan los cocientes de la segunda fila entre 1000,
100...y en esta segunda los residuos del numero anterior
respecto a los mismos 1000, 100...De esta forma la primera fila
contendra las cifras del niumero.
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Si el algoritmo esta preparado para numeros de cuatro cifras, por
ejemplo, y escribimos un numero de tres, aparecerian ceros al
principio de la primera fila y alterarian el producto final. Para
evitarlo en la tercera fila se van multiplicando las cifras siempre
gue no sean ceros iniciales.

Desde 1 hasta el final sélo se van multiplicando cifras si son
reales. Por ejemplo, la primera cifra se multiplica si el numero es
mayor que 1000, la segunda si es mayor que 100, y asi hasta el
final.

Este bloque se repite varias veces, tomando como entrada de
cada una la salida de la otra, hasta llegar a una cifra. En |
siguiente imagen se puede estudiar el proceso:

Fosil de un nimero

Escribe un numero de cuatro cifras 1972

0 Mmenos
1 9 2
1972 972 72 2
1 1 9 126
1 2 6
126 126 26 6
1 1 1 12
0 1 2
12 12 12 2
1 1 1 2
0 0 2
2 2 2 2
1 1 1 1 2
0 0 0 2
2 2 2
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(3) Si sumaramos en lugar de multiplicar, la sucesién que lleva
hasta el fosil también seria estrictamente decreciente:

N=ao*10" + a,*10™"....+a,(*10+a, > ap+ as+...+a,

y por tanto existiria un limite que seria el fosil.

Multiplos de 11

(1) El primer método no es muy recomendable, salvo que se
desee sufrir.

(2) Sea un numero de dos cifras a y b entre 10 y 90. Si lo
multiplicamos por 11 obtendremos un numero de tres cifras como
el considerado en el problema. Si la suma a+b es menor que 10,
ese numero estara compuesto por las cifras a, atb y b, y en caso
contrario por a+1,a+b-10 y b. Esto nos permite plantear dos
ecuaciones:

(a) 10a+b = a?+(a+b)*+b?

Desarrollando como una ecuacién de segundo grado en “a” (por
ejemplo), y exigiendo que el discriminante esa igual a un
cuadrado perfecto M? llegamos a la condicién

b(3b+8)=25 - M?, que sélo tiene solucion si b=0. Esto nos da el
valor 5 para M y sustituyendo en la primera ecuacién, que a=5.
Luego el numero de dos cifras seria el 50, y el de tres cifras
pedido el 550, que constituye nuestra primera solucion.

(b) 10a+b = (a+1)*+(a+b-10)*+b?
Procediendo de la misma forma se llega a la condicion

b(14-3b)=6+ M?, con solucién b=3 M=3 y a=7. El nimero de dos
cifras seria el 73, y su multiplo 803, que seria la segunda
solucion.
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Por tanto, las dos soluciones son 803 y 550.

(3) Esta busqueda esta explicada en gran parte y no necesita
mas aclaraciones.

(4) Para implementar un algoritmo que resuelva el problema hay
que vencer la dificultad de descomponer el nimero en tres cifras.
Puedes usar para ello la funcién CIFRA contenida en el
Apéndice..

Una vez resuelto este paso se pueden organizar siete columnas
en la hoja de calculo. En la primera se situara el nimero de dos
cifras, en la siguiente su producto por 11, que se descompondra
en tres cifras en las siguientes columnas. Se calcula la suma de
sus cuadrados en la penultima cifra y si usa la funcion
condicional Sl para que en la ultima columna se nos responda si
es solucion o no.

En la siguiente tabla puedes ver unos resultados:

N N*11 [Centenas |Decenas |Unidades [Suma
cuad.
69 [759 7 5 9 155
70 |770 7 7 0 98
71 781 7 8 1 114
72 |792 7 9 2 134
73 |803 8 0 3 73 Si
74 814 8 1 4 81
75 825 8 2 5 93
76 836 8 3 6 109
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Jugamos con los triangulares

(1) La tabla a construir puede ser similar a la siguiente:

N T(N) Suma cuad. |X

1 1

2 3 10 4

3 6 45 9

4 10 136 16
5 15 325 25
6 21 666

7 28 1225

En la primera columna figura el nUmero de orden, en la segunda
el triangular correspondiente, y a continuaciéon la suma de
cuadrados entre dos consecutivos. Facilmente se descubre que
los resultados son numeros triangulares de indice X, que resulta
ser el cuadrado del indice. Por tanto conjeturamos que la suma
del triangular de indice n con el siguiente de indice n+1 da como
resultado al triangular correspondiente a (n+1)?

(2) Si recordamos que T(n)=n(n+1)/2, sera T(n+1)=(n+1)(n+2)/2.
Desarrollamos sus cuadrados y sumamos, resultando la
expresion (n+1)2(n*+(n+2)%)/4 =(n+1)%(2 n?+4n+4)/4
=(n+1)%((n+1)°+1)/2 , que corresponde al triangular de indice
(n+1)2,

Con la calculadora Wiris se comprueba facilmente:

Edicion | UPETaSanes | simkoios | Analiss | Matrnces | Unidases | Gomoinatona | Geometna | Gnego | rogramacion | Format

@ @ o 5 0° 48 £ O | [0 | clusr represertar | resaiverecusciin v | {2}
o o oo, ¥ E Ol

| | dbujersy | resover sistema |

1 7
{ (e (e 1)12) 24 (1) - (k42)12) 72 = 5 ox #2900+ 7043+

1 7
{ (x+1)~2-((x+1)~2+1)12 = E-x‘+2-x3+5-x2+3-x+1

[ =

(3) No necesita comentarios
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ALGORITMOS

Algoritmo 196

El nimero 98 necesita 24 iteraciones para desembocar en
capicua.

El nimero 110 desemboca en el 121

Es facil razonar que la segunda cifra de un capicua de tres cifras
que sea meta ha de ser par.

En efecto, si proviene de un numero de dos cifras ha de ser
multiplo de 11, y los unicos capicuas son 121, 242, 363 y 484,
todos con las decenas pares.

Si proviene de un numero de tres cifras 100a+10b+c, tendra la
forma 101(a+c)+20b, con a+c<=9 y b<6, con lo que sus cifras
seran a+c, 2b, a+c, y por tanto la cifra de las decenas sera par.

Las metas de cuatro cifras han de ser multiplos de 11. Es
evidente por ser capicuas N=1000a+100b+100b+a=1001a+110b

LA DIFICIL Y ELEGANTE COMBINATORIA

Combinado de murciélago

(a) Consideremos el caso contrario, que las cinco vocales estén
juntas. Si las consideraramos como un solo elemento,
obtendriamos en total 6! permutaciones. Si después las
permutamos entre ellas, de cada permutacion se obtendrian 5!,
luego el caso contrario constaria de 6!*5! sucesos. Por tanto, la
solucion pedida es 10!-6!*5! = 3542400 permutaciones..
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(b) Sélo existen dos configuraciones que cumplan lo exigido:
CVCVCVCVCV y VCVCVCVCVC, luego la solucion es 2*5!*5! =
28800 permutaciones.

(c) Es similar al contrario de (a). Basta eliminar el factor 5!, luego
la solucién es 6!=720 permutaciones.

Coloreando el tablero

La clave la tiene la primera fila (o primera columna, segun como
desees trabajar), segun sus colores estén totalmente alternados
0 no.

Si estan alternados, soélo hay dos posibilidades en la primera fila,
BNBNBNBN y NBNBNBNB. Estas dos condicionan a las demas,
que solo pueden colorearse negro bajo y blanco bajo blanco, o
bien alternados, negro bajo blanco o blanco bajo negro. Cada fila
volvera a tener dos posibilidades, luego en total existiran 28
formas de colorear de forma alterna: 2% =256.

El resto de las configuraciones de la primera fila condicionan
totalmente a todas las de abajo. Haz la prueba.

Luego solo quedarian 254 posibilidades. Sumamos y obtenemos
la solucion: 256+254 =510
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Sumas generadas con tres cifras

Para las sumas comprendidas entre 0 y 9 y entre 18 y 27 no hay
problema de calculo, pues van apareciendo los numeros
triangulares como suma de consecutivos:

S |0/1]2|3 (4 |5 |6 |7 8 |9
N(S)[1]3]6 1015|2128 |36 |45|55

En las sumas restantes hay que usar el esquema de decisién
sugerido en el enunciado. Los datos que faltan son, que si S-
A>=9, los casos que aparecen son 19-S+A, y en el caso contrario
S-A+1. Puedes ir comprobandolo.

Por las ayudas incluidas y aplicando la simetria existente, se
puede pensar que la suma pedida estara entre 10 y 12

Para S=10 podemos construir una tabla con el valor de A, el de
S-Ay los casos producidos:

Suma 10 S-A Casos
0 10 9
1 9 10
2 8 9
3 7 8
4 6 7
5 5 6
6 4 5
7 3 4
8 2 3
9 1 2
63
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Hemos dado con la solucion: S=10

En la tabla se han destacado en negrita los casos pertenecientes
a S-A>=9.

Como el problema tiene una contrapartida simétrica, existe otra
solucion: $=17

Problemas de Combinatoria con comprobacion
La solucién es 48 banderas.

La puedes lograr con un diagrama de arbol. Las primeras ramas
son tres, pero las siguientes sélo pueden ser dos. Por tanto la
solucion es 3*2*2*2*2 = 48

Para comprobar con Combimaq has de concretar estos datos:
Total de elementos: 3

Entran en cada arreglo: 5

Importa el orden: Si

Se pueden repetir: Si

Con ello obtendras un numero total de 243 posibles banderas.

Para obligar a que no se repitan colores en barras consecutivas
has de activar Condicion de tipo algebraico y rellenar la condicion

(SUT#SU2)*(SU2#SU3)*(SU3#SU4)*(SU4#SUS5)

Obtendras 48 casos favorables, que es la solucion.
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MISCELANEA

Fechas cruzadas

1a y 1b- Si a F11 lo representamos con el niumero x, F22 equivaldra a
x+7n+d, siendo n el nimero de semanas entre ellos y d la diferencia en
el dia de la semana. Entonces F12 se representara por x+d y F21 x+7n.
Con ello tendremos que F11*F22-F21*F12 = x*(x+7n+d)-(x+d)*(x+7n) =
X2+7xn+xd- x*-7xn-xd-7dn = -7dn, que es multiplo de 7 negativo.

1d- En el caso de la suma obtendriamos: x+(x+7n+d)-(x+d)-(x+7n) = 0.
Siempre da cero.

1e- Desarrollamos x*+(x+7n+d)> — (x+d)-(x+7n)? = x°+ x°+ 49 n’+
d*+14xn+2xd+14nd- x2- d2-2xd- x2-49 n2-14xn = 14nd

1f- Bastaria sustituir el 7 por el 5 en todas las formulas.

Resolucioén con dos teclas

La desigualdad para el cuadrado

X2<x(x+1)<(x+1)?

se justifica porque (x+1 )2 = XP+2x+1 > XP+X =x(x+1) > X2

La del cubo

XPex(x+1)(x+2)<(x+1)3

se puede razonar de forma parecida: (x+1 )3 = x3+3x%+3x+1
X(x+1)(x+2) = X3+3x2+2x, luego se cumple la doble desigualdad.

En el caso de cuatro factores, no basta con extraer la raiz cuarta, sino
que hay que quitar una unidad, en virtud del desarrollo que se incluye
en el enunciado. La funcion a usar con hoja de calculo seria
=ENTERO(RAIZ(RAIZ(N)))-1
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Formas curiosas de expresar el aino 2009

Para que un numero sea igual a una diferencia de cuadrados a’ - b?,
sus divisores primos han de ser iguales al conjunto de la suma a+b y de
la diferencia a-b. Los factores primos de 2009 son 7° y 41. Deberemos
repartirlos en factores de la misma paridad e identificar el mayor con
a+b y el menor con a-b. Tendremos asi:

a+b=2009 a-b=1 a=1005 b=1004
a+b=287 a-b=7 a=147 b=140
a+b=49 a-b=41 a=45 b=4

(g) Para que 2009 se exprese como un capicua de dos cifras en la base
B, ha de cumplirse que 2009=C(B+1), siendo C una “cifra” menor que B

Recorriendo los divisores de 2009, que son 1, 41, 49, 287 y 2009,
obtenemos estas posibilidades:

2009 = 41(48+1). Si representamos 41 por el simbolo J, tendriamos que
2009 = JJ (48

2009 =9(286+1), luego 2009 = 99 (286

2009 = 1(2008+1), y resulta 2009 =11 (2008

(h) Bastara comprobar que ningun divisor de 2009 se puede expresar
como B*+B+1

Para la forma AAA deberemos comprobar que tampoco se pueden
igualar esos divisores al polinomio B>+B?+B+1

El que no existen capiclas en alguna base se puede comprobar con
una tabla similar a la siguiente, en la que no se observa igualdad entre
la cifra 1 y la 3. Se tendria que prolongar hasta base 44.

Cifra 3 Cifra 2 Base Cifra1
1 169 150 1 13 7

10 196 49 3 14 7

8 225 209 13 15 14

7 256 217 13 16 9

6 289 275 16 17 3
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(i) Un numero terminado en 9 tiene la forma N*10+9 = N*(9+1)+9 =
N*9+N+9

(k) Si N=a*b+a+b, sera (N+1)=(a+1)(b+1), por lo que N+1 ha de ser
compuesto. En el caso de 2009 deberemos buscar las formas de
descomponer 2010 en dos factores: 2*1005, 3*670, 5*402, 6*335,
10*201, 15134, 30*57
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APENDICE

CODIGOS DE MACROS Y FUNCIONES

Los comentarios van entre paréntesis y en cursiva para
distinguirlos del codigo.

Los siguientes codigos son validos tanto para Excel como para
OpenOffice.org Calc. Cuando existan diferencias se destacaran
en cursiva con un comentario entre paréntesis.

Estan situados en orden alfabético

ALGORITMO VORAZ PARA DESCOMPONER EN FACTORES

Entrada: Un nimero entero m

Operacion: Descompone n en tres factores de todas las formas
posibles.

Cddigo en Basic

Sub voraz

dim m,n,r,j.fila as long
dim f(10),nume(10) as long
dim esdivi,sobrepasa as boolean
dim expre$
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m=val(inputbox(“Numero a descomponer”)) (Lee el numero)
n= val(inputbox(“Numero de factores”)) (Lee el numero de
factores)

(El nimero de factores debe ser pequerio, de 3 a 6, por ejemplo)

r=1 (Este contador avanza y retrocede segtn vayan los calculos)
f(1)=1:nume(1)=m

while r>0
f(r)=f(r)+1 (Factor que se prueba)

(A continuacién se acepta si es divisor y no sobrepasa sqr(n))

if nume(r)/f(r)= int(nume(r)/f(r)) then esdivi=true else esdivi=false
if f(r)>sqr(nume(r)) then sobrepasa=true else sobrepasa=false

if sobrepasa then (Se ha terminado con este factor. Retrocede)
r=r-1

else

if esdivi then (Avanza)
r=r+1
nume(r)=nume(r-1)/f(r-1) (Es voraz. Se come al nimero)

if r=n then (Se han encontrado todos los factores pedidos)
expre=""
for j=1 to n-1:expre=expre+str$(f(j))+"*":next j
expre=expre+str$(nume(r)
msgbox(expre) (Se presenta el resultado)
r=r-1 (Se retrocede para buscar mas)
else
f(r)=f(r-1)-1
end if

end if

end if

wend

End Sub
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FUNCION CIFrA

Argumento: Un numero entero m
Valor: Devuelve la cifra de orden n del numero
Cédigo en Basic

Public function cifra(m,n)
dim v

v=int(m/10*(n-1)) Divide de forma entera el numero entre 10"(n-

1)
v=v-10*int(v/10) Le suprime las cifras de la izquierda
cifra=v Se recoge la funcion Cifra

end function

FUNCION ESCAPICUA

Argumento: Un numero entero
Valor: Devuelve 1 si es capicua y 0 si no lo es.

Cddigo en Basic

Public function escapicua(n)
dim 1%,i%,c%
dim auxi$
auxi = str$(n) (Convierte el numero en texto)
| = len(auxi)
auxi=mid(auxi,2,I-1)
=11
if 1<2 then
escapicua =0
else
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c=1

for i=1 to int(l/2) (Comprueba cifra a cifra si es igual a su
simétrica)

if mid(auxi,i,1)<>mid(auxi,l-i+1,1) then c = 0 (Hay un fallo)

next i

escapicua = ¢

end if

end function

FUNCION ESDIVISIBLE

Argumento: Dos numeros enteros

Valor: Devuelve True si el primero es divisible entre el segundo y
False sino lo es.

Cédigo en Basic

public function esdivisible(a,b) as boolean
if int(a/b)=a/b then esdivisible=True else esdivisible=False
end function

FUNCION ESPRIMO

Argumento: Un numero entero
Valor: Devuelve True si es primo y False si no lo es.
Cédigo en Basic

Public function esprimo(a as long) as Boolean

dim n as long

dim es as boolean

if a=1 then es=false

if a=2 then es=true

if a>2 then

n=2:es=true

while n<=sqr(a) and es=true
if a MOD n=0 then es=false
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n=n+1
wend

endif
esprimo=es
end function

FUNCION INVERTIR_CIFRAS

Argumento: Un numero entero positivo
Valor: Devuelve el mismo nimero con sus cifras invertidas

Cédigo en Basic

Public function invertir_cifras(n)
dim 1%,i%

dim auxi$,auxi2$,c$

dim m

auxi = str$(n) (Convierte el niumero en texto)

| = len(auxi)

auxi=mid(auxi,2,I-1) (Le quita un espacio en blanco)

| =1-1 (En todas estas lineas cambia el orden de las cifras)
auxi2=""

fori=1tol

c=mid(auxi,i,1)

auxi2=c+auxi2

next i

m=val(auxi2) (Convierte de nuevo el texto en nimero)
invertir_cifras=m

End function

FUNCION MENORDIV

Argumento: Un numero entero positivo

Valor: Devuelve el menor divisor de dicho niumero.
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Cédigo en Basic

function menordiv(a)
dimn
dim vale as boolean

vale=true (permite seguir el algoritmo)

n=1 (Comenzamos a buscar en el 1)

while vale and n<=a (Bucle para buscar el divisor)
n=n+1 (se incrementa el nimero a probar)

if a/n=int(a/n) then vale=false (Si es divisible paramos)
wend

if n=a then n=1 (Caso en el que a es primo)
menordiv=n

End function

FUNCION MAYORDIVIMP

Argumento: Un numero entero positivo
Valor: Devuelve el mayor divisor impar de dicho numero.

Cddigo en Basic

public function mayordivimp(a) as long
dim a,n, max as long

if a=0 then max=0

if a=1 then max=1 (Casos triviales)

if a>1 then

max=1

for n=1to a step 2 (va de 2 en 2 para recorrer los impares)
if a/n = int(a/n) then max=n (Si es divisible se guarda)

next n

end if

mayordivimp=max (la variable max va recogiendo el MFI)
end function

142



FUNCION PARIDAD

Argumento: Un numero entero
Valor: Devuelve 0O si es pary 1 si es impar.
Cédigo en Basic

public function paridad(n)
paridad=n-int(n/2)*2
end function

FUNCION PRIMANT

Argumento: Un numero entero
Valor: Devuelve el mayor primo que es inferior a él
Cdédigo en Basic

Public Function primant(a) as long
dim p, prim as long
dim sale as boolean

p=a-1:sale=false:prim=0 (prepara las variables)

while not sale (bucle para buscar el nimero primo)

if esprimo(p) then
prim=p (la variable prim recoge el primo encontrado)
sale=true (si es primo se sale del bucle)
end if

p=p-1

wend (fin del bucle)

primant=prim

end function
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FUNCION PRIMPROX

Argumento: Un nimero entero
Valor: Devuelve el menor primo que es superior a él

Cdédigo en Basic

Public Function primprox(a) as long
dim p, prim as long
dim sale as boolean

p=a+1:sale=false:prim=0 (prepara las variables)

while not sale (bucle para buscar el nimero primo)

if esprimo(p) then
prim=p (la variable prim recoge el primo encontrado)
sale=true (si es primo se sale del bucle)
end if

p=p+1

wend (fin del bucle)

primprox=prim

end function

FUNCION SOFPR

Argumento: Un numero entero

Valor: Devuelve la suma con repeticion de todos los divisores
primos del numero.

Cddigo en Basic

Public function sofpr(n)
Dim ene,f,c,s [creacién de variables]

ene=n [la variable ene recoge el argumento para preservar su
valor]

144



f=1 [contendra los factores primos]
s=0 [contendra la suma de primos]

[bucle para encontrar los factores primos y sumarlos]

while ene>1 [la variable ene va disminuyendo en el algoritmo]
f=f+1 [la variable f va aumentando para buscar factores primos]

[bucle para determinar si f es factor primo y si se repite]

while ene/f=int(ene/f) [determina si f es divisor y busca sus
repeticiones]

ene=ene/f [se divide ene entre el factor, que ya se sabe que lo
es]

s=s+f [se incorpora f a la suma de primos]

wend [fin de bucle]

wend [fin de bucle]

sofpr=s [la funcion sofpr recoge el valor de s]

End function

145



