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PRESENTACION

En las ultimas temporadas de mi blog “Numeros y hoja
de calculo” han predominado las curiosidades vy
busquedas sobre los temas tedricos, en parte por el
agotamiento de estos si se mantiene un nivel elemental.

Suelen ser curiosidades sin mucha trascendencia, pero
que ayudan a entender técnicas de construccion de
algoritmos y al repaso de algunas cuestiones.

En esta publicacion no se incluyen temas de divisibilidad
(multiplos, divisores, semiprimos, abundantes...) o de
sucesiones, numeros poligonales o Combinatoria, que
tienen su lugar en otras publicaciones de Hojamat.es.

En este documento, pues, se incluyen curiosidades con
poca carga teorica, y seleccionadas previamente, ya que
existen muchas entradas del mismo tipo y no todas
presentan el mismo interés.

En esta edicion usaremos nuestro Buscador de
numeros naturales
(http://www.hojamat.es/sindecimales/divisibilidad/herra
mientas/herrdiv.htm#buscador)


http://www.hojamat.es/sindecimales/divisibilidad/herramientas/herrdiv.htm#buscador
http://www.hojamat.es/sindecimales/divisibilidad/herramientas/herrdiv.htm#buscador
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CON CIFRAS

CANCELACIONES ANOMALAS

Cancelaciones con dos cifras

El dia 29/3/18, Fermat’s Library publicé las
cancelaciones incorrectas en cuatro fracciones, pero que
sus resultados si son validos. Ya conociamos esta
curiosidad, pero ante la invitacion del texto del tweet,
procedemos a pequenos desarrollos sobre el tema.

Farmat's Library Géermatsibrary - 3 h
Here 2 few exa lar kind of
swer, Can you

Siguiendo una metodologia frecuente, comenzaremos
por reproducir esta lista mediante VisualBasic para Excel
o Calc, para después seguir con reflexiones tedricas y
extension a mas cifras.



Funcion CANCELA

Comenzamos con la simple reproducciéon de estas
cuatro fracciones mediante una busqueda ordenada,
restringiendo el estudio a numeros de dos cifras. En este
caso, es claro que la solucion es unica para cada
denominador, pero en nuestro planteamiento no lo
tendremos en cuenta.

Nos basamos en las funciones propias CIFRA,
NUMCIFRA y TROZOCIFRA, cuyo cédigo se reproduce
en el Apéndice.

CIFRA: extrae una cifra determinada de un numero
natural

NUMCIFRA: Cuenta las cifras de un numero natural

TROZOCIFRA: Extrae del numero unas cifras
consecutivas determinadas.

Las condiciones de falsa cancelacion son, por una parte,
que la primera cifra de uno de los numeros sea idéntica
a la segunda del otro, y que las cifras restantes
representen  fracciones  equivalentes, lo que
representaremos mediante la igualdad de productos
cruzados. Quedara asi, en forma de funcion:
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Public Function cancela$(n) ‘Tiene forma de string
para albergar varios numeros.

Dimi,m,p, q, x, y

Dim s$

m = numcifras(n) ‘Cuenta las cifras, y en esta fase sélo
seran dos.

s$ = "" ‘La funcidon comienza con una cadena vacia, por
si no hay soluciones.

For i =10 To n — 1 ‘Compara el numero con todos sus
anteriores.

p = numcifras(i)

If p =2 And m = 2 Then ‘Restringe a numeros de dos
cifras

x = cifra(i, 1)

y = cifra(n, 2)

If x =y And n * cifra(i, 2) =i * cifra(n, 1) Then s$ = s$
+ Str(n) + ", " + Str$(i)

‘Unas cifras han de ser iguales, y las otras dar productos
cruzados equivalentes.

End If

Next i

cancela = s ‘El resultado es el conjunto de soluciones
para ese numero

End Function

Con esta funcion y una busqueda ordenada hemos

obtenido las cuatro soluciones de dos cifras:
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64, 16
B3, 26
95, 19
98, 49

Estudio algebraico para dos cifras
Tienes un desarrollo similar en

https://en.wikipedia.org/wiki/Anomalous _cancellation y
la presentacion del problema en

http://mathworld.wolfram.com/AnomalousCancellation.ht
mi

Aqui nos limitaremos a la base de numeracion 10.

Si dos cifras han de ser iguales para poderse cancelar,
los numeros se podran representar en base 10 como
ab(10 y ca(10, o lo que es igual, p=10a+b y g=10c+a. Si
las cancelaciones han de funcionar como verdaderas,
seran equivalentes los productos cruzados: p*c=qg*b, o
bien

(10a+b)*c=(10c+a)*b

10ac+bc=10bc+ab

De esta igualdad basica podemos extraer otras. En
Wikipedia se llega, para cualquier base p, a esta:

ap+b b

cp+a

= (a—b)ep = bla—c)

o

Particularizada a base 10 quedaria como

10c(a-b)=b(a-c)
9
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También podemos despejar a, la cifra que se cancela:

9bc

= 1oc-h)

Nos podemos ahorrar mas razonamientos y formar una
tabla de doble entrada para ¢ y b, destacando después
los resultados enteros de ese cociente. Hemos situado la
variable ¢ en columnas, la b en filas y el posible valor de
a en el interior de la tabla.

1 1 095 0,93 0,92 0,92 0,92 0,91 0,91 0,91
2| 2,25 2 1,93 1,89 1,88 1,86 1,85 1,35 1,84
3| 3,86 3,18 3 2,92 2,87 2,84 2,82 2,81 2,79
4 6 4,5 4,15 4 3,91 3,86 3,82 3,79 3,77
5 9 6 54 514 5 491 4,85 4,8 4,76
&
7
8
9

13,5 7,71 6,75 6,35 6,14 6 5,91 5,84 5,79
21 9,69 8,22 7604 7,33 7,13 7 69 6,83
36 12 9,82 9 857 8,31 8,13 8 7.9
81 14,7 11,6 10,5 9,88 9,53 9,3 9,13 9

Salvo los casos triviales en los que b=c, obtenemos
(destacados en rojo) las cuatro posibilidades validas:

a=6, b=4, c=1
a=6, b=5, c=2
a=9, b=5, c=1
a=9, b=8, c=4

Coinciden con las cuatro soluciones obtenidas
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64, 16
B3, 26
95, 19
98, 49

Podemos prescindir de la hoja de calculo con otro tipo de
razonamiento, observando los valores que hacen
enteras las fracciones.

10c(a-b)=b(a-c)

10 divide a b(a-c), lo que obliga a que b sea par y a-c=5,
o bien, que b=5 y a-c par (son cifras, por lo que todos
son iguales o menores que 9)

(1) Si b=5 queda a=45c/(10c-5)=9c/(2c-1)
Para que sea entero, 2c-1 ha de ser 1 o divisor de 9.

Si es 1, queda a=9 y la soluciéon {95,19}. Si 2c-1 fuera
divisor de 9, podria serciguala 2 o a 5.

Si c=2, a=(9*2)/3=6, lo que nos da la solucion {65, 26}

Si ¢=5, a=(9*5)/(9)=5, lo que llevaria a una trivialidad:
55/55

(2) Si b es pary a-c=5 nos queda
10c(c+5-b)=5b
b=10c(c+5)/(10c+5)

Los valores que hacen entera esta fraccion son:
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c=1, b=60/15=4 y a=9*1*4/(10*1-4)=36/6=6, lo que nos
lleva a la solucion {64,16}

c=4, b=10*4*9/(10*4+5)=360/45=8, a=9*4*8/(10*4-8)=9,
que conduce a {98, 49}

Ningun otro valor de ¢ hace entera la fraccién, luego se
han agotado las posibilidades.

Hasta aqui el caso en el que numerador y denominador
son ambos de dos cifras en base 10. Existen otros casos
de mas cifras, de los que algunos se presentan en el
enlace a la pagina de Mathworld de mas arriba, de la que
ofrecemos un recorte

{c.f. Boas 1979). The first few 3-digit anomalous cancelling numbers are

106 10

265 25

116 11

464 44°

and the first few with four digits are

1016 _ 101

4064 404

1019 11

5095 55°
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Apéndice
Public Function cifra(m, n)

'Extrae la cifra n del numero m si es natural.En caso
contrario devuelve -1. También devuelve -1 si excede del
numero de cifras

Dim a, b

If m>0 and m=Int(m) Then
If n > numcifras(m) Then
cifra = -1
Else
a=10"(n-1)
b =Int(m/a)-10 *Int(m /a/ 10)
cifra=b
End If
Else
cifra = -1
End If
End Function

Public Function numcifras(n)

Dim nn, a

'Calcula el numero de cifras enteras de un numero
natural. Si no lo es, devuelve un cero
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If n>0 and n=Int(n) Then
a=1:nn=0

While a <=n
a=a*10:nn=nn+1
Wend

numcifras = nn

Else

numcifras =0

End If

End Function

Public Function trozocifras(m, n, p)
'Extrae un trozo desde la cifra n hasta la p
Dima, b, c, d

If m>0 and m=Int(m) Then

¢ = numcifras(m)

If n>c Orp >c Then
trozocifras = -1
Else
a=10"p
d=10*(n-1)
b=m-Inttm/a) *a
b =Int(b/d)
trozocifras = b
End If
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Else
trozocifras = -1
End If

End Function

Cancelaciones de tres cifras

Continuamos con las cancelaciones anémalas. Pasamos
ahora al caso en el que tengan tres, siempre en base 10.
Distinguimos algunos casos:

(1) Cancelacion de la primera del numerador con la
tercera del denominador.

Una vez hemos resuelto el problema con dos cifras
mediante la funcion cancela, bastara cambiar algunas
lineas de cddigo para poder cancelar la primera del
numerador con la tercera del denominador. Como
existen tres cifras, en la identidad de productos cruzados,
en lugar de wusar la funcibn CIFRA usaremos
TROZOCIFRAS, para abarcar las dos cifras restantes
después de cancelar. Tendriamos que cambiar estas
lineas:

p = numcifras(i)

If p =3 And m = 3 Then ‘Ahora exigimos que ambos
sean de tres cifras

x = cifra(i, 1) ‘Del numerador elegimos la primera cifra
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y = cifra(n, 3) ‘Del denominador, la tercera

If x =y And n * trozocifras(i, 2, 3) =i * trozocifras(n, 1,
2) Then s$ = Str(n) + ", " + Str$(i)

‘Los productos cruzados seran de una cifra en un factor
y de dos cifras en el otro

End If

Con estos cambios encontramos varios ejemplos.
Reproducimos el resultado de nuestra operacion de
busqueda. La primera columna son los denominadores y
la segunda los numeradores.

664 166
665 266
775 217
995 199
996 249
998 499

Son faciles de comprobar. Lo vemos en la siguiente
tabla:

Den. 1 |Num. 1 |Valor Den. 2 |Num. 2 |Valor
664 166 0,250 64 16 0,250
665 266 0,400 65 26 0,400
775 217 0,280 75 21 0,280
995 199 0,200 95 19 0,200
996 249 0,250 96 24 0,250
098 499 0,500 98 49 0,500

En las dos primeras columnas figuran las soluciones
obtenidas y el valor decimal de sus fracciones (en rojo).
16



En las siguientes las resultantes de cancelar primera con
tercera cifra, y al final, los valores coincidentes con los
primeros.

Hemos destacado en color azul y negrita las fracciones
ya “simplificadas” que coinciden con las soluciones
obtenidas con dos cifras. La explicacion de que figuren
ahi es la igualdad de cifras que existente en cuatro de las
seis soluciones. Ha sido un resultado no buscado.

(2) Cancelacion de la segunda del numerador con la
tercera del denominador.

Con un método similar podemos encontrar las
cancelaciones andmalas en las que se “simplifica” la
primera cifra del numerador con la tercera del
denominador.

Las soluciones son estas:
Den. Num.

220 121
325 130
330 231
335 134
340 238
345 138
440 341
550 451
640 160
17



644
648
650
652
655
656
660
664
665
668
670
672
676
756
770
880
950
955
960
965
970
975
980
982
984
985
986
988
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161
162
260
163
262
164
561
166
266
167
469
168
169
270
671
781
190
191
192
193
291
390
490
491
492
591
493
494



990 891
992 496
994 497
995 796
996 498
998 499

Los cambios en el codigo han sido

If p=3 And m =3 Then

x = cifra(i, 2)

y = cifra(n, 3)

If x =y And x <> 0 And n * (cifra(i, 3) * 10 + cifra(i, 1))
=i * trozocifras(n, 1, 2) Then s$ = Str(n) + ", " + Str$(i)

Vemos que al eliminar la segunda cifra del numerador
hemos tenido que combinar la tercera con la primera,
porque TROZOCIFRAS no nos servia en este caso.

Aparecen muchas mas soluciones que en el caso
anterior.

(3) Cancelacién de la primera con la segunda

Solo se publican las soluciones, dejando el desarrollo
Como ejercicio:
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Den.

265
298
365
398
464
465
498
532
565
595
596
597
598
664
665
695
698
732
765
775
795
796
798
854
864
865

894
20

Num.

106
149
146
199
116
186
249
133
226
119
149
199
299
166
266
139
349
183
306
217
159
199
399
305
216
346
149



895 179
897 299
898 449
931 133
932 233
965 386
976 427
995 199
996 249
998 499

(4) Otras cancelaciones

Sélo desarrollaremos la de dos cifras en el numerador y
tres en el denominador.

(4.1) Si cancelamos la primera cifra del numerador con
la segunda del denominador se producen muchos casos
triviales. Hemos eliminado aquellos en los que el
numerador es multiplo de 11 y los que se producen
cuando el denominador termina en 0. Nos hemos
quedado con estos:

Den. 1 |Num.1 Valor Den. 2 |Num.2 |Va|0r

195 39 0,200 15 3 0,200
196 49 0,250 16 4 0,250
294 49 0,187 24 4 0,187
295 59 0,200 25 5 0,200
332 83 0,250 32 8 0,250
392 49 0,125 32 4 0,125
395 79 0,200 35 7 0,200
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(4.2) La cancelacion de primera cifra con tercera produce
estos tres resultados (eliminando también los triviales):

Den.1 |Num. 1 |valor Den.2 |Num. 2 |Va|0r
332 83 0,250 32 8 0,250
756 27 0,036 56 2 0,036
g75 38 0,040 75 3 0,040

Siguiendo nuestra norma de no cansar en los temas,
remitimos a los casos publicados en OEIS
(http://oeis.org/?language=spanish) Bastar plantear la
busqueda de "anomalous cancellation” y obtendras dos
paginas de resultados diversos. No estan clasificados
por el numero de cifras, pero sirven de ayuda por si
intentas otras busquedas con las técnicas que hemos
desarrollado.

PERSISTENCIA MULTIPLICATIVA

Neil Sloane introdujo este término en su articulo [The
persistence of a number, J. Recreational Math., 6 (1973),
97-98] En él define esta persistencia multiplicativa (existe
otra muy popular, aditiva) de la forma siguiente:
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Se multiplican las cifras del numero (aqui solo veremos
las de base 10) y se reitera esta operacién con los
numeros obtenidos. Estos productos, como veremos,
formaran una sucesion decreciente, y se cuentan las
iteraciones necesarias hasta llegar a un producto de una
sola cifra. Al numero de esos pasos se le denomina
indice de persistencia multiplicativa, y al numero final
resultante, raiz digital multiplicativa del numero (existe
otra raiz digital aditiva).

Lo vemos con un ejemplo: Iniciamos con el numero 762.
El producto de sus cifras es 84. Multiplicamos cifras de
nuevo, resultando 32, y reiteramos:

762 -84 -32-6

El que los productos sean decrecientes es facil de
entender. Si el numero es de una cifra, no hay producto
y el indice lo definimos como 0. Si tiene dos cifras, sean
ay b se tiene:

N=10*a+b>10*a>a*b, luego decrece.

Es facil usar el mismo razonamiento cada vez que se
anada una cifra:

100a+10b+c>10*10*a>a*b*c
Y asi ocurrira al ir anadiendo cifras.

Si uno de los productos posee una cifra 0, se terminara
el proceso y su raiz digital valdra 0. Paul Erdds sugirio
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ignorar los ceros en el producto, lo que daria lugar a
procesos totalmente distintos.

Si dos numeros coinciden en sus cifras salvo en la cifra
1, tendran la misma persistencia, como ocurre con 65,
165, 56111, ... porque el producto de sus cifras es 30 en
todos los casos.

Si dos numeros son anagramaticos (mismas cifras con la
misma frecuencia) coincidiran también en sus
resultados. Por tanto:

El proceso de persistencia es invariante al orden de
las cifras y a la presencia de la cifra 1, con cualquier
frecuencia.

Es facil entender que el coincidir en la persistencia creara
clases de equivalencia en los numeros naturales, e igual
ocurrira con los que coincidan en la misma raiz digital.
Seran clases distintas, e incluso podemos considerar las
clases en las que se coincida en los dos numeros, indice
y raiz.

A continuacion traduciremos todo esto a los
procedimientos de las hojas de calculo.

Uso de una hoja de calculo
Para estudiar este tema necesitamos varios procesos:
Extraer las cifras de un numero dado

Proceder al producto de las cifras
24



Construir el algoritmo de iteraciones hasta llegar a la raiz
digital
Expresion de los resultados, que pueden ser el indice de

persistencia, la raiz digital o una cadena de texto que
unifique ambos.

Procederemos por pasos.
Extraccion de cifras

Este ‘proceso es habitual en nuestros trabajos. Existen
varias técnicas, y hemos elegido esta:

Public Function cifra(m, n)

'Extrae la cifra n del numero m si es natural. En caso
contrario devuelve -1. También devuelve -1 si excede del
numero de cifras

Dim a, b

If esnatural(m) Then ‘Actua sobre naturales

If n > numcifras(m) Then ‘La funcion numcifras se
afadira a continuacion

cifra = -1
Else
a=10"(n-1)

b =Int(m / a) - 10 * Int(m / a / 10) ‘Procedimiento de
troceado de la cifra

cifra=b

End If
Else
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cifra = -1
End If
End Function

Conteo de las cifras

Public Function numcifras(n)

Dim nn, a

'‘Calcula el numero de cifras enteras de un numero
natural. Si no lo es, devuelve un cero

If esnatural(n) Then

a=1:nn=0

While a <= n

a=a *10: nn = nn + 1 ‘Va multiplicando por 10 hasta
llegar a n

Wend

numcifras = nn

Else

numcifras =0

End If

End Function

Producto de cifras

Si poseemos una forma de extraer las cifras y otra de
contarlas, construir su producto es facil:
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Public Function producifras(n)

Dim a, b, p, i

p = 1’Recogera el producto

a = numcifras(n) 'Se cuentan las cifras
Fori=1Toa

p = p *cifra(n, i) 'Construccion del producto
Next i

producifras = p

End Function

Todas las funciones presentadas, aunque estan escritas
para VBasic, tienen traduccion inmediata a otros
lenguajes de programacion.

Una vez que contamos con la funcion producto, es facil
organizar el proceso de persistencia. En un primer paso
fijaremos que el resultado del proceso se nos devuelva
en modo texto con todos los pasos y resultados. Para
estadisticas cambiaremos el resultado o bien solo al
indice o a la raiz digital. La funcion correspondiente
puede ser esta:

Calculo de la persistencia

Function persistencia$(n) ‘Resultado en modo texto
Dim s$
Dim a, q
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s =Str$(n) + ", " ‘Inicio del resultado

a = n ‘Variable que recoge el valor de n

q = 0 ‘Inicio del indice para numeros de una cifra
While numcifras(a) > 1

a = producifras(a) ‘Proceso de persistencia

s =s + Str$(a) + ", " ‘Incorporacion al resultado
q=q+1

Wend

s =s + "Indice: " + Str$(q) + " Raiz digital: " + Str$(a)
‘Creacion del resultado

persistencia = s

End Function

Con esta funcion obtenemos el historial completo del
proceso. En la siguiente tabla hemos elegido un intervalo
de numeros al azar:

Numero Proceso de persistencia

359 359, 135, 15, 5,Indice: 3 Raiz digital: 5
360 360, 0, Indice: 1 Raiz digital: 0

361 361, 18, 8, Indice: 2 Raiz digital: 8

362 362, 36, 18, 8, Indice: 3 Raiz digital: 8
363 363, 54, 20, 0, Indice: 3 Raiz digital: 0
364 364, 72, 14, 4, Indice: 3 Raiz digital: 4
365 365, 90, 0, Indice: 2 Raiz digital: 0

366 366, 108, 0,Indice: 2 Raiz digital: 0
367 367, 126, 12, 2,Indice: 3 Raiz digital: 2
368 368, 144, 16, 6,Indice: 3 Raiz digital: 6
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Se percibe un desequilibrio en los resultados. Es
evidente la gran mayoria de resultados con raiz digital
cero, pues la presencia de esa cifra detiene el proceso.
Respecto a los indices, ninguno es mayor que 3.
Escasean los indices mayores. Por ejemplo, el indice 11
no aparece hasta el numero 10233.

Hemos construido una tabla de frecuencias para las
raices digitales del 0 al 9999, para hacer patente el
desequilibrio entre ellas:

Cifra Frecuencia

6739
13
042
9
278
171

1171
9
1049
19
Total 10000

[==]

D 00 = O N & L M =

Aparte del caso del 0, es logico que las frecuencias de 3
y el 7 sean tan pequefas, pues muy pocos productos
desembocaran en ellas. En el caso del

7, basta observar qué numeros desembocan en él:
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17,71, 117,171, 711, 117, 1171, 1711, 7111

También esta lista justifica el resultado del 9, porque
todas las posibilidades de combinar la cifra 1 con la 7 son
2+3+4=9. Es facil generalizar este resultado a mas cifras.

Persistencia con potencias de cifras

El producto de cifras se puede construir con potencias de
las mismas. Hablariamos entonces de k-persistencia
multiplicativa. Todos los numeros, salvo los “repunits”,1 ,
11, 111, ...que tienen k-raiz digital 1, todos los demas
poseen raiz 0. Lo hemos comprobado modificando
nuestra funcidn. Este hecho resta interés a este
concepto.

RELACIONES ENTRE NUMEROS CON CIFRAS
SIMETRICAS

Efectuar comparaciones tedricas basadas en las cifras
de un numero en base diez no es muy matematico, por
lo que consideraré este tema como un mero
entretenimiento. Su objetivo principal sera el de practicar
funciones, busquedas y algoritmos. Estudiaremos
numeros simétricos en sus cifras, en los que las de uno
sean iguales a las del otro, pero en orden inverso. Para
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evitar casos ambiguos o singulares, prescindiremos de
los multiplos de 10, para asi no considerar el cero a la
izquierda que supone, en realidad, que el numero de
cifras es distinto en ambos, el nimero y su simétrico.
También, en algunas cuestiones no consideraremos los
numeros capicuas o palindromicos.

Recorreremos algunas propiedades que pueden
presentar ambos, numero y simeétrico.

La diferencia es divisor de ambos

En Excel poseemos una funcion propia de autor,
CIFRAINVER, que transforma un numero en su simétrico
en cifras. Como explicarla no es un objetivo de este texto,
la incluimos en un Anexo al final de este apartado. El
resultado de esta funcidn se puede manejar como un
numero y operar con él normalmente. Asi, la diferencia
entre un numero y su simeétrico vendra dada por d=n-
CIFRAINVER(n) y si no es nulo (seria un capicua) nos
preguntaremos si ambos numeros simétricos son
multiplos de d. Buscamos esas condiciones vy
obtendremos las soluciones:

45, 54, 495, 594, 4356, 4545, 4995, 5454, 5994, 6534,
10890, 19602, 20691, 29403, 30492, 39204, 40293,
43956, 45045, 49005, 49995, ...
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Si la diferencia entre dos numeros es divisor de ambos,
sabemos que sera su maximo comun divisor, |0 que seria
una definicion alternativa de esta busque

Por ejemplo, 59994-49995=9999, que es M.C.D. de
ambos, como puedes comprobar con la férmula
M.C.D(59994;49995).

Para confeccionar una lista podriamos exigir que cada
término fuera menor que su simétrico, y asi se evitarian
duplicaciones en los pares de numeros, como ha
ocurrido con 495 y 594.

Planteado asi, resultan los siguientes términos de una
sucesion:

45, 495, 4356, 4545, 4995, 19602, 29403, 39204, 43956,
45045, 49005, 49995, 68607, 197802, 296703, 395604,
439956, 450045, 454545, 494505, 495495, 499995,
593406, 692307, 791208, 890109, 1979802, 2969703,
3959604, 4399956, 4500045, 4549545, 4949505,
4950495, 4999995, 5939406, 6929307, 7919208,
8909109, ...

Entre ellos figuran los numeros del tipo 4999..995. Es
facil encontrar la causa, ya que estos numeros equivalen
a 5*(10%1), y sus simétricos (del 5999...994) tienen la
forma 6*(10%1). Al restarlos resulta 6*10%-6-
5*10%+5=10%-1=999...99, que divide a ambos. Cuando
ocurre esto, sabemos por el algoritmo de Euclides, que
la diferencia sera el M.C.D.
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Puedes efectuar razonamientos similares con 4545...45
y con 4500...045.

Con el lenguaje PARI se consigue el mismo resultado.
Hemos usado el siguiente codigo:

ok(n)={my(k,d);k=eval(concat(Vecrev(Str(n))));d=abs
(n-k);n%10<>0&&d==gcd(n,k) &&n<k}

for(i=1,100000,if(ok(i),print1(i,”, ©)))

Con él se consigue la misma sucesion:

45, 495, 4356, 4545, 4985, 18602, 29403, 2920%, 43956, 45045, 49005, 49995, 6360

T, 197802, 296703, 395604, 439956, YSODYS, 4SUSYS, 4OUSOS, 4ISY9T, 499995, 59340

G, 92307, TA1Z208, SIL10T, 197IG0E, ZIGITOI, FIOVE0YH, H3IVII06, 4500045, HDHIOUS,
La4ases, 4950495, 4999885, 5938406, 6928307, TI192088, 8303108,

%

El cuadrado de uno es simétrico con el del otro

En esta serie de busquedas estamos tratando con
numeros simétricos en la base de numeracién 10. Por
eso viene bien un regreso a una de nuestras entradas de
hace anos, en la que proponiamos algunos retos.

https://hojaynumeros.blogspot.com/2009/03/cuadrado-
del-simetrico-o-simetrico-del.html

En concreto, se basaban en una mencién de una
propiedad publicada por Claudi Alsina, en su libro
“Vitaminas matematicas”, y es que el numero 12

33


https://hojaynumeros.blogspot.com/2009/03/cuadrado-del-simetrico-o-simetrico-del.html
https://hojaynumeros.blogspot.com/2009/03/cuadrado-del-simetrico-o-simetrico-del.html

presenta la siguiente propiedad: 122 = 144 y 212 = 441,
es decir, que el cuadrado de su numero simétrico en
cifras coincide con el simétrico de su cuadrado.

Con el uso de nuestra funcion CIFRAINVER podemos
ampliar y resolver por algoritmo las propuestas que se
efectuaban sobre esta situacion. Usaremos una funcion
con una sola linea, que devolvera si esta propiedad se
verifica (VERDADERO) o no (valor FALSO). Es esta:

Function cuadsimetrico(n) As Boolean

Dim m

m = cifrainver(n)

cuadsimetrico = (n » 2 = (cifrainver(m * 2)) And n <
m)

End Function

En ella se asigna como valor de salida la igualdad entre
el cuadrado del numero y el simétrico del cuadrado del
simétrico. Se le afiade la condicién de que el numero sea
menor que su simétrico, para evitar palindromos y
repeticiones. Con ella se puede reproducir la lista de
soluciones propuesta en esta antigua entrada:

12,13, 102,103, 112, 113, 122, 1002, 1003, 1011, 1012,
1013, 1021, 1022, 1031, 1102, 1103, 1112, 1113, 1121,
1122, 1202, 1212, 2012, 2022, 10002, 10003, 10011,
10012, 10013, 10021, 10022, 10031, 10102, 10103,
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10111, 10112, 10113, 10121, 10122, 10202, 10211,
10212, 10221, 11002, 11003, 11012, 11013, 11021,
11022, 11031, 11102, 11103, 11112, 11113, 11121,
11122, 11202, 12002, 12012, 12102, 12202, 20012,
20022, 20112, 20122,

En http://oeis.org/A106323 figura una sucesion similar, y
con casi todos los elementos comunes, pero no exige
que las bases de los cuadrados sean simétricas. Por eso
admite el 33 y el 3168.

En la entrada recordada se razonaba que en estos
numeros no podian figurar las cifras comprendidas entre
4 y 9, porque producirian arrastres de cifras al calcular
su cuadrado. Por una razon similar, no existen
soluciones que terminen en 23, pues 2*3+3*2=12 y
produce un arrastre de 1.

El producto de simétricos produce un capicua

Para encontrar las soluciones usamos una funcion
similar a la de la cuestion anterior:

Public Function producapicua(n) As Boolean

Dim m

m = cifrainver(n)

producapicua = escapicua(n *m) And n<m

End Function
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En ella exigimos que el producto de simétricos sea
capicua y que el numero devuelto por la funcién sea el
menor del par.

La funcidbn escapicua se limita a exigir que
cifrainver(n)=n

El listado obtenido con ella es:

12, 21,102, 112, 122, 201, 211, 221, 1002, 1011, 1012,
1021, 1022, 1101, 1102, 1112, 1121, 1201, 1202, 1211,
2001, 2011, 2012, 2021, 2101, 2102, 2111, 2201, 10002,
10011, 10012, 10021, 10022, 10102, 10111, 10112,
10121,...

Vemos que aqui también existe restriccion de cifras, por
una cuestion de arrastres en las operaciones de
multiplicar.

Hemos tomado el menor. Si consideramos el par de
simétricos, encontraremos la sucesion en
http://oeis.org/A048344.

A048344 a(n) * a(n)_reversed is a palindrome
(and a(n) is not palindromic).

12, 21, 102, 112, 122, 201, 211, 221, 1002, 1011, 1012,
1021, 1022, 1101, 1102, 1112, 1121, 1201, 1202, 1211,
2001, 2011, 2012, 2021, 2101, 2102, 2111, 2201, 10002,
10011, 10012, 10021, 10022, 10102, 10111, 10112,
10121, 10202, 10211, 11001
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No exige que el numero sea menor que su simétrico. Por
eso se obtiene el doble de soluciones.

Un ejemplo: 2102*2012=4229224

Los dos simétricos son del mismo tipo

Si usamos las funciones propias escuad, estriangular o
esoblongo, por ejemplo, obtendremos los simétricos que
coinciden en su tipo.

Primos

El caso de primos esta muy estudiado, y se les llama
omirp o emirp en inglés (ver http://oeis.org/A006567)

En mi blog se han estudiado los “palprimos”, o primos
palindromicos:

https://hojaynumeros.blogspot.com/2016/05/palprimos-
primos-palindromicos.html|

Triangulares
Para encontrar numeros triangulares simétricos y que no

sean capicuas ni multiplos de 10 (para que tengan igual
numero de cifras) podemos usar esta condicion:
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a=cifrainver(i)

estriangular(i) And estriangular(a) Andi<aAndi/10
<>j\10

Al exigir que i<a nos quedamos con los valores menores
de cada par. Hay pocos, por lo que entre 1y 20000 sélo
hemos encontrado 153 y 17578. No hemos seguido,
porque ya estan publicados en

http://oeis.org/A066528:

153, 351, 17578, 87571, 185745, 547581, 1461195,
5911641, 12145056, 12517506, 60571521, 65054121,
304119453, 354911403,...

Con nuestra funcién Ordentriang podemos comprobar
alguno de los pares:

12517506=5003*5004/2
60571521=11006*11007/2

Ambos son triangulares.

No hay mas que anadir, ya se indicé que este tema es
poco matematico.

Cuadrados

Es la misma cuestion que planteamos antes, pero sin
exigir que si los numeros son cuadrados, las bases
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también lo sean. Si seguimos exigiendo que no sean
capicuas ni multiplos de 10, queda como condicion

a = cifrainver(i)
escuad(i) And escuad(a) Andi<aAndi/10<>i\10

Obtenemos:

144 441

169 961
1089 9801
10404 40401
10609 90601
12544 44521
12769 06721
14884 48841

Coinciden con los publicados en http://oeis.org/A156316

Oblongos

Hay pocos ejemplos. Hemos encontrado tres sin
esfuerzo:
29756, 2150622, 2898506.

Aqui podemos comprobar que ambos son oblongos:

29756 =172*173
65792 =256*257

2150622 =1466*1467
2260512 =1503*1504
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2898506 =1702*1703
6058982 =2461*2462

Cubos

No parecen existir soluciones con menores que 2*1077
Si exigimos que ambos sean son suma de cubos, ahi si
existen soluciones (figuran los menores de cada pary no
multiplos de 10):

1008, 1332, 1339, 4608, 13895, 14364, 16263, 19773,
27027, 32535, 39528, 107136, 119853, 157248, 158184,
179513, 195237, 199143, 318968, 373464, 399665,
406224, 422218, 476379,

Por ejemplo, 27027=30"3+3"3 y 72072 =32"3+34"3

ANEXO
Funcion CIFRAINVER

Convierte un numero en su simétrico en cifras. Lo
devuelve como tal numero, por lo que se puede operar
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con él con las distintas operaciones matematicas y
funciones.

Public Function cifrainver(n)
Dim I, i
Dim c
Dim auxi$, auxi2$, ci$
"invierte el orden de las cifras para dar otro
If n < 10 Then cifrainver = n: Exit Function ‘Numero
de una cifra
auxi = haztexto(n) ‘Convierte el numero en texto
auxi2% =""
I = Len(auxi)
Fori=1To 1 Step -1 ‘Va volcando las cifras en otro texto
en orden inverso
ci$ = Mid(auxi, i, 1)
auxi2 = auxi2 + ci$
Next i
¢ = Val(auxi2$) ‘Convierte el nuevo texto en nimero
cifrainver = c
End Function
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SUMAS CON ANAGRAMATICOS

Con este titulo estudiaremos numeros que comparten
cifras y estan relacionados mediante algunas
operaciones entre ellos.

Sumandos anagramaticos

Comenzamos con aquellos numeros que son el total de
una suma de dos numeros anagramaticos con ellos, es
decir, los tres datos han de compartir cifras y con la
misma frecuencia. Aunque estan publicados casos
similares, aqui exigiremos que los dos sumandos
anagramaticos tengan el mismo numero de cifras, como
en

954=459+495

5238=2385+2853

No tendremos en cuenta ningun sumando que comience
por cero.

Para encontrarlos disefiaremos una funcion de VBasic
para Excel y Calc. En ella se usara la funcién
cifras_identicas, cuyo codigo puedes encontrar en
https://hojaynumeros.blogspot.com/2020/11/consecutivo
s-con-las-mismas-cifras.html

También usamos nuestra funcidon numcifras
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(ver
https://hojaynumeros.blogspot.com/2018/04/cancelacion
es-anomalas-12.html)

Function dobleanagram$(n)
Dim a, m
Dim s$

s$ = "" ‘Contenedor de sumandos

m = numcifras(n) ‘Cuenta las cifras

Fora=10” (m-1) To n/2 ‘Busca con el mismo numero
de cifras

If cifras_identicas(a, n) And cifras_identicas(n - a, n)
Thens=s+"#" + Str$(a) + "+" + Str$(n - a) ‘Solucion
Next a

dobleanagram = s

End Function

Con esta funcion obtenemos los primeros resultados:
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954
2961
4932
5013
5022
5031
5238
5823
6147
G417
7614
7641
8235
8523
9045
9108
9180
9324
9504
9540
9594
9612
9684
9774
9864
9954

Llama la atencion, y era algo esperable, que las
soluciones se pueden agrupar en familias, como 954,
9045, 9504, 9540, 9954...Es facil ver que con un simple
cambio se reproducen resultados conocidos. El arrastre
de cifras en las sumas influira en que aparezcan mas o

menos familias.

Todos los resultados de este problema han de ser
multiplos de 9. En efecto, si los dos sumandos poseen
las mismas cifras, seran también iguales sus restos
modulo 9, con lo que el total tendria como resto su suma,
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#t 459+ 495
# 1269+ 1692
# 2439+ 2493
# 1503+ 3510
# 2502+ 2520
# 1530+ 350
#t 2385+ 2853
# 2538+ 3285
# 1476+ 4671
# 1746+ 4671
# 1467+ 647
# 1467+ 6174
#t 2853+ h3B2
# 3285+ 5238
# 4095+ 4950
# 1089+ 8019
# 1089+ 809
#4392+ 4932
#t 4095+ 5409
#t 4590+ 4950
#t 4599+ 4935
# 2691+ 6921
# 4698+ 4986
# 4797+ 4977
# 4896+ 4968
# 4959+ 4995



y al tener las mismas cifras, la unica posibilidad es que
esos restos sean los tres nulos.

Un resultado similar esta publicado en
https://oeis.org/A121969, pero ahi se admiten niumeros
que comiencen por cero. Basta cambiar una linea en la
funcion para obtener estos resultados, pero no merece la
pena.

Anagramatico mas sus cifras

Otro caso relevante es el de un numero igual a un
anagramatico con él sumado con sus cifras. Tiene un
cierto parecido con el caso anterior, porque, en realidad,
se usan las mismas cifras, pero aqui estan como
sumandos separados. Es la situacion opuesta a la de los
autonumeros, que no admiten ninguna descomposicion
de este tipo

(ver
https://hojaynumeros.blogspot.com/2015/03/autonumer
0s-1.html)

Existe una forma muy sencilla de resolver este caso, y
es restarle al numero sus propias cifras, y ver si la
diferencia es anagramatica con el total. Para las
busquedas necesitaremos otra funcibn nuestra,
sumacifras(n,k), que suma las cifras de n elevadas
previamente al exponente k. Esta funcion la puedes
encontrar en el enlace del parrafo anterior.
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Para este caso y los siguientes usaremos esta otra
funcion:

Function autoanagram$(n, k)

Dim a, m

Dim s$

s=""

m = numcifras(n)

a = n - sumacifras(n, k) ‘Al numero le restamos
potencias de sus cifras

If cifras_identicas(n, a) Then s =s + " # " + Str§(a)
‘Otra nueva solucién

autoanagram = s

End Function

Si la usamos con el parametro k igual a 1, obtendremos
las primeras soluciones:

54 # 45
243 # 234
297 # 279
432 # 423
4886 # 468
621 # 6812
B75 # 657
210 # 801
864 # 846
1143 # 1134
1187 # 1179
1332 # 1323
1388 # 1368
1521 # 1512
1575 # 1557
1710 #1701
1764 # 1748
1908 # 1890
1953 # 1935
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Puedes comprobar cualquiera de la lista:
810=801+8+0+1

1953=1935+1+9+3+5

Aqui también, y por la misma razén, los dos numeros
implicados han de ser multiplos de 9.

Estos numeros si estan publicados, con el mismo
planteamiento nuestro, en https://oeis.org/A248209

En la pagina enlazada puedes estudiar los codigos PARI
que contiene. El segundo es similar al usado aqui. No
hemos acudido a este lenguaje porque la hoja de calculo
suele ser rapida en estos casos. Tampoco hemos exigido
que las soluciones sean multiplos de 9 por la misma
razon. No suelen ser busquedas muy lentas.

Otros casos con potencias

Como sumacifras(n;k) admite potencias, es sencillo
ampliar la busqueda a los casos en los que las cifras
estén elevadas al cuadrado, cubo o cualquier otra
potencia.

Cifras al cuadrado

Si tomamos k=2 en sumacifras dentro de la funcion
autoanagram, resultaran parejas de anagramaticos que
se diferencien en la suma de los cuadrados de sus cifras.
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221 # 212

271 # 217

547 # 457
1341 # 1314
1351 # 1315
1438 # 1348
1762 # 1672
1827 # 1792
1877 # 1797
2021 # 2012
2071 # 2017
2210 # 2201
2219 # 2129
2231 # 2213
2261 # 2216
2280 # 2208
2440 # 2404
2450 # 2405

Aqui los sumandos no tienen las mismas cifras, por lo
que las soluciones no han de ser multiplos de 9, pero si
lo tiene que ser la suma de los cuadrados de las cifras,
para conseguir un par de anagramaticos. Ejemplos:
271=217+22+12+72, donde la suma de cuadrados es 54,
multiplo de 9.

2450=2405+22+4?+02+52, con suma de cuadrados igual
a 45.

Cifras al cubo
Para k=3 resultan:
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21 # 12

210 # 201
o42 # 243
423 # 324
603 # 360
633 # 363
1452 # 1254
1503 # 1350
1533 # 1353
1762 # 1275
19850 # 1095
2010 # 2001
2403 # 2304
2613 # 2361
2916 # 1962

Por ejemplo:
1533=1353+13+33+53+33=1353+1+27+125+27=1353+1
80

Otras potencias

K=4
1120 # 1102
1231 # 1132
1312 # 1213
3211 # 3112
4226 # 2642
4720 # 2047

3211=3112+3%+14+14+24=3112+99

K=5
11040 # 10014
11403 # 10134
14310 # 13041
15210 # 12051
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14310=13041+1°+3%+0°+4°+1°=13041+1+243+0+1024+
1=13041+1269

Dejamos aqui las potencias de cifras.
Anagramaticos con producto de cifras

Podemos plantearnos pares de anagramaticos que se
diferencien en el producto de sus cifras. Usaremos
nuestra funcion producifras, que es similar a sumacifras
(ver
https://hojaynumeros.blogspot.com/2018/09/permutacio
n-de-cifras-al-sumar-su.html). En este enlace puedes
leer unos resultados mas exigentes que los propuestos
aqui, pues no basta con que los pares sean
anagramaticos, sino que han de ser también simétricos.
En las busquedas hay que eliminar los numeros en los
que el producto de las cifras sea cero, pues aparecerian
muchos casos triviales. En nuestro caso obtenemos
estos pares:
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293 # 239

62 # 326
436 # 564
631 # 613
853 # 563
749 # 497
763 # 637
891 # 819
958 # 598
965 # 695
1293 # 1239
1362 # 1326
1436 # 1364
1631 # 1613
1653 # 1563
1749 # 1497
1763 # 1837
1891 # 1819
1958 # 1598
1965 # 1695

Por ejemplo, 1631=1613+1*6*1*3=1613+18
Aqui también el producto de cifras ha de ser multiplo de
9, porque el par de anagramaticos comparte el mismo
resto médulo 9. Significa que una cifra ha de ser 9, o
bien, que figuren 3 o el 6 repetidos o estar presentes
ambos. Recorriendo la tabla se comprueba.

BASES, INDICES Y RESULTADOS
SIMETRICOS

Es ya muy popular la propiedad del “primo de Sheldon”,
de la serie televisiva “Big Bang Theory”, y es que 73 es
un numero primo, y si invertimos sus cifras, 37 también
51



es primo. A esto se le une que 73 es el primo numero 21
y 37 es el numero 12. Es decir, dos numeros de un tipo
son simétricos y sus indices, bases u érdenes también lo
son.

Hemos usado la propiedad de ser primo, pero en los
cuadrados abundan ejemplos similares. Asi, 12y 21 son
simétricos y sus cuadrados, 144 y 441, también. Un
ejemplo mas dificil de encontrar es el de numeros
triangulares: El triangular de orden 24662 es 304119453
y el de orden simétrico 26642 es su simétrico
354911403. No se encuentra un ejemplo mas pequeno,
salvo con numeros capicuas.

En estas busquedas, a fin de evitar trivialidades,
descartaremos los numeros capicuas o palindromicos.
En los calculos a efectuar sera muy util la funcién
CIFRAINVER, explicada en la entrada

https://hojaynumeros.blogspot.com/2022/04/relaciones-
entre-numeros-con-cifras.html.

Las busquedas que se efectien aqui seran
complementos de algunas contenidas en esa entrada.

Busqueda con numeros primos

El ejemplo del 37 y el 73 se puede extender a otros
primos. Bastara con exigir que sean simétricos y que sus
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numeros de orden también lo sean. Necesitaremos la
funcién PRIME(N), que no esta implementada en hojas
de calculo. Se puede sustituir por nuestra PRIMNUM(N),
que devuelve el primo numero N:

Public Function primnum(n)
Dimp,c, i

c=0:i=2

Whilec <n

If esprimo(i) Thenc=c+1:p=i
i=i+1

Wend

primnum = p

End Function

Usa nuestra funcion propia ESPRIMO.

Con ellas basta buscar que

m=cifrainver(n) and
primnum(m)=cifrainver(primnum(n))

El resultado sera que 73 y 37 son los unicos resultados

a nivel elemental. Si se afade la propiedad de que
7*3=21, se ha demostrado que no existen mas ejemplos.
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Busqueda con cuadrados

Aqui la condicion para Excel y Calc seria
m=cifrainver(n) and m”2=cifrainver(n*2)
El resultado, bastante conocido es

| h | nA2 | m | mA2
12 144 21 441
13 169 21 961
21 441 12 144
21 961 13 169
102 10404 201 40401
103 10609 301 90601
112 12544 211 44521
113 12769 311 96721
122 14884 221 48841
201 40401 102 10404
211 44521 112 12644
221 48841 122 14884
301 90601 103 10600
311 96721 113 12769

La columna de cuadrados esta publicada en
https://oeis.org/A064021

Para quienes quieran reproducir la busqueda sin usar
funciones especiales, se adjunta a continuacién un
codigo en PARI:

ok(m,n)=n==eval(concat(Vecrev(Str(m))))&&n"2==ev
al(concat(Vecrev(Str(m”"2))))&&n%10<>0&&m%10<>
0

for(i=2,300,for(j=2,i-1,if(ok(i,j),print(i,", ",i*2,", ",j,",
"J"2))

54


https://oeis.org/A064021

Esta preparado para buscar hasta 300, dato que se
puede cambiar sin problemas. Su resultado seria similar
al anterior:

21, 441, 12, 144
31, 961, 13, 169
201, 40401, 102, 10404
211, 44521, 112, 12544
221, 48841, 122, 14884

Numeros triangulares

Ya se anuncié al principio que estos ejemplos son
escasos. Bastara cambiar en las funciones la expresion
m*2 por m*(m+1)/2 y al igual con n.

Efectuada la busqueda, el unico par encontrado, inferior
a 1075 es el referido:

| n | n(n+1)/2 | m | mm#apz |
24662 304119453 26642 354911403
26642 354911403 24662 304119453

Al mismo resultado se llega con PARI:

(m,n)->n=zeval(concat(Vecreu(Str(m)))
*(m+1)/2))))&&ENE10<0&8m%E10<50
26642, 354911403, 24662, 304119453
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En OEIS, https://oeis.org/A279084, estan publicados los
resultados sin desechar los capicuas.

Otros tipos

Con numeros oblongos, tipo N(N+1), no se han
encontrado ejemplos a nivel elemental, y tampoco para
pentagonales.

Para cubos, existen ejemplos, pero en algunos de ellos
el numero de cifras es alto, y hay que acudir a PARI:

%1 = (m,n)->n=zzeval(concat(Vecreu(Str(m)))):
S&NL10<>0&EME10<50

11071, 1334633301, 1011, 1033364331

11001, 1331363033001, 10011, 1003303631331

Estan publicados en https://oeis.org/A035124

Por ultimo, al probar con cuadrados de primos, se
obtienen bastantes resultados entre los primeros
numeros:
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Primo 1 Cuadrado Primo 2 Cuadrado

13 169 " 961

3 961 13 169
113 12769 31 96721
31 96721 113 12769
1021 1042441 1201 1442401
1031 1062961 1301 1692601
1103 1216609 3011 9066121
1201 1442401 1021 1042441
1301 1692601 1031 1062961
3011 Q066121 1103 1216609
11003 121066009 30011 800660121
30011 800660121 11003 121066009

No parece que estén publicados. El autor no lo hara.

BASES, ] INDICES Y RESULTADOS
ANAGRAMATICOS

En el apartado anterior se buscaron numeros con cifras
simétricas, en los que bases, indices u 6rdenes también
fueran simétricos, como los cubos 1334633301=1101"3
y 1033364331=1011"3, que son simétricos y también
sus bases.

Ahora ampliaremos las condiciones y, en lugar de exigir
simetria, buscaremos numeros anagramaticos (con las
mismas cifras). Un ejemplo seria el par de cuadrados
1302=16900 y 310%=96100. No son simétricos en sus
cifras, pero si poseen las mismas.
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Si en la anterior busqueda se usaba la funcion propia
CIFRAINVER, en esta nueva sera util
CIFRAS IDENTICAS, que determina si dos numeros
poseen las mismas cifras con frecuencias idénticas, de
forma que los repetidos en uno también lo estén en el
otro. Se puede estudiar su codificacién en la entrada de
nuestro blog

https://hojaynumeros.blogspot.com/2020/11/consecutivo
s-con-las-mismas-cifras.html.

En el caso de las cifras simétricas, cada numero solo se
podia corresponder con su simétrico, pero en este caso
pueden existir multiples soluciones anagramaticas, por lo
que deberemos introducir un contador de soluciones.

Usaremos la funcidn ANA_ANA para investigar este
caso:

Function ana_ana$(n)
Dim i, m

Dim s$
s = "" ‘Contenedor de soluciones

m = 0 'Contador

Fori=1To n- 1‘Aqui usamos la funcién para cubos
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If cifras_identicas(n, i) And cifras_identicas(n * 3, i *
3) Then m=m+ 1: s =s + " # " + Str$(i) ‘Si son
anagramaticos, se publica

Next i

If s =""Then s = "NO" Else s = ajusta(m) + "# " + s
ana_ana=s

End Function

Esta funcion, tal como esta, busca el caso de cubos
anagramaticos. Un sencillo cambio en la linea que
contiene la funcién CIFRAS_IDENTICAS la habilita para
otros casos. El resultado es:

N Soluciohes N*3 Otro cubo
110 1# # 101 1331000 1030301
201 1# # 102 8120601 1061208
1010 1# # 1001 1030301000 1003003001
1020 1# # 1002 1061208000 1006012008
1030 1# # 1003 1092727000 1009027027
1040 1# # 1004 1124864000 1012048064
1100 2# # 1001 # 1010 1331000000 1030301000
1101 1# # 1011 1334633301 1033364331

Observamos que el numero 1100 presenta dos
soluciones. Es posible que esta sucesion no esté
publicada.
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Caso de cuadrados

Si cambiamos los cubos por cuadrados en la funcion
ANA_ANA obtenemos

| N | Anagramaticos con cuadrados

21 1# # 12

31 1# # 13

110 1# # 101

120 1# # 102

130 1# # 103

201 2# # 1028 120
210 3# # 1028 120# 201
211 1# # 112

220 14 # 202

221 1# # 122

301 2# # 103# 130
302 1# # 203

310 38 # 1038 130# 301
311 1# # 113

410 14 # 401

463 1# # 364

504 1# # 405

604 1# # 406

605 1# # 506

704 1# # 407

Como ocurre con otros tipos, aqui pueden aparecer
varias soluciones, como en 210 y 310. Es que la
condicion de igualdad de cifras es menos restrictiva que
la de simetria.

Numeros primos

En el caso de los numeros primos bastara incluir en la
funcion ANA_ANA la funcién PRIMNUM(N) o PRIME(N).
Resultan bastantes ejemplos por rango, siendo el
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primero el par (37, 73) de Sheldon, que ya estudiamos
en un apartado anterior. Lo que ocurre ahora es que, al
ser la condicibn menos exigente, se obtienen mas
resultados. En hoja de calculo el proceso se hace lento,
pero en PARI la velocidad de proceso es aceptable.

La siguiente tabla se ha confeccionado con los
resultados de PARI. Se han ordenado de esta forma:
indice 1, Primo 1, indice 2, Primo 2.

11, P1, 12, P2
21,73,12, 37

163, 967, 136, 769

423, 2927, 342, 2297
474, 3361, 447, 3163
821, 6311, 218, 1361
823, 6323, 382, 2633
921, 7211, 912, 7121
1053, 8423, 1035, 8243
1642, 13901, 1426, 11903
1765, 15107, 1756, 15017

En el lenguaje PARI es muy sencillo detectar numeros
anagramaticos.

Basta exigir vecsort(digits(m))==vecsort(digits(n)), de

facil comprension: “Si ordenamos las cifras de ambos
numeros nos resulta el mismo vector”.
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Con este cddigo se obtienen resultados facilmente en la

web de PARI

ok(m,n)=vecsort(digits(m))==vecsort(digits(n)) &&ve

csort(digits(prime(n)))==vecsort(digits(prime(m)))&&

n%10<>0&&m%10<>0

for(i=2,2000,for(j=2,i-1,if(ok(i,j),print(i,", ",prime(i),",
"J:", "prime())))))

P oekla,n]=vecsork (digita{r})==veecort (digite{n) Jehveciort{digits(prirala) )} =mvacsort {digits (prira{=)) )&
AnX10<>CARRR104 0

For-(a 32,2000, for{i=-2,i-1, if(ek{i, J),print(i,”, “,prima{i},", =,3,%, "sprim=(j}}1)}
{n A= M-Nsurl{d:.mhl:1}]'-'w.{.iurkEL!J.m.is{rlJ]35\"1-(mrl{dzmts{wlrl.{ll]]}l =vecsart(digits{prise
t;}}}mximmuﬁmnu

2, 73, 12, 17
163, 967, 135, 769

423, 2027, 342, 2297
474, 33161, 447, 1163
B21, 6311, 718, 1361
§23, G323, 382, 2633
921, 7211, 912, 7121
1053, §423, 1035, 5243
1642, 13901, 1426, 11903
1765, 15107, 1756, 15017

Numeros triangulares

En el caso de soluciones simétricas no era facil encontrar
un ejemplo con numeros triangulares. Veamos si so6lo
buscamos anagramaticos. Usaremos la formula de los
triangulares, N(N+1)/2.

Tal como era de esperar, aparecen muchas mas
soluciones. Estas son las primeras:
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Orden 1 Orden 2 Triangular 1 Triangular 2

290 209 42195 21945

582 528 169653 139656

797 779 318003 303810
927 792 430128 314028
1110 1101 616605 606651

1121 1112 628881 618828
1298 1289 843051 831405
1524 1425 1162050 1016025
1846 16584 1704781 1418770
1966 1669 1933561 1393615

Con estos ejemplos ya estamos preparados para
emprender otras busquedas, como oblongos, de
Fibonacci, potencias enteras y otros mas que se nos
ocurran.

PALINDROMOS TRIPLES

El dia 26 de marzo de 2021 publiqué esta igualdad de
tipo palindréomico:

26321=16*5"61+16561+16*5%61

La triple repeticion simétrica de las cifras 16561 es muy
atractiva, e invita a descubrir casos similares. En
principio se pueden considerar dos variantes de la
cuestion. La primera seguiria el modelo del ejemplo, con
un numero impar de cifras y un capicua central. Como
ocurre en 125=1*2*1+121+1*2*1. La segunda consistiria
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en un esquema que prescinda de ese elemento central
en cada sumando, como es el caso de 261=9*9+99+9%9.

La construccidon de una lista con los primeros numeros
gue se siguen un esquema de este tipo no es dificil. La
lista de los primeros del tipo
AB*C*BA+ABCBA+AB*C*BA es la siguiente:

| Numero N | Solucicnes |

13229 #1227 21412221 +12%2%21
13833 #1273 21+12321412%321
14437 #1274 2141242141274 21
14843 #1337 2731+13231+13%2%3
15041 #1275 214125214125 21
15645 #1265 21+12621+12%6%21
15749 #H13"3°31+13331+13%3"°31
16249 #2211 272141277721
16537 #1425 14241 +14%2%41
16653 #H13"°4731+13431+13%°4"31
16853 #1278 21+12821+12%8"21
17457 #1270 21+12021+12*0%21
17561 #13"°9"31+13531+13%5"31
17785 #1473 41+14341+14%341
18311 ## 15*2*51+15251+15%2*51
18467 ## 13°6*31+13631+13%6*31
19033 #1474 41 +14441 4147441
19373 ## 13*7*31+13731+13*7*31
19941 ## 1573*91+15351+15°3*51

Con paciencia y wuna calculadora se puede ir
construyendo. Lo interesante es descubrir soluciones
para otro rango distinto, en el que el orden natural no
ayude mucho. La siguiente tabla, a partir del numero
50000, demuestra que los resultados no son ya tan
previsibles:
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| Numero N | Soluciones |

50293 ## 35"4*53+35453+35°453
0488 #4247 24+42424+4274724
50836 #H 2074*02+20402+20°4702
50899 #H# 38"2*83+38283+38"2"83
50998 #41"8"14+41814+4417°8%14
51000 #H 276 T2+27672+2776772
51113 #2 10"9*01+19091+19"0°01
91205 ## 50"2*5+5025+50%2%5

51542 #H 28"5"82+28582+285°82
51805 ## 50"3*5+5035+50%3%5

52106 #H 4373*34+443334+443°3°34
92187 #H 3476743+34643+3476743
52246 #41"9"14+41014+4417°0%14
52405 ## 50"4*5+5045+50%4%5

52604 #4275 2A4+42524+44275°24
52654 # 26"8"62+26862+26"6762

Observamos que el algoritmo no mantiene el cero a la
izquierda en 52405, porque Excel lo suprime por defecto.
Es preferible corregirlo manualmente a tenerlo previsto
en la programacion. Es el precio por usar hojas de
calculo.

Funcién “PALINTRI”

Para construir un algoritmo adaptado a nuestra
busqueda, parece conveniente fijar como datos de
entrada un numero N, que es el que se quiere
representar asi, y dos parametros, ka y kb, que
representarian el numero de cifras de cada elemento del
esquema. Si uno de ellos es nulo, produciria variantes,
como las dos que se han presentado en el parrafo
anterior. Si kb=0 se entendera que no hay elemento
central.
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La fijacién del numero de cifras parece aconsejable,
porque aparecen mas ejemplos de los previstos. Por
ejemplo, con cinco cifras, dos cifras para los elementos
laterales y una para el central, aparecen 416 ejemplos,
desde 13229=12*2*21+12221+12*2*21 hasta
99974=64*6"46+64646+64*6"46. Incluso existen dos
numeros que presentan dos soluciones:

46006=41*4*14+41414+4174*14=26%6"62+26662+26"6
*62
97925=58"4"85+58485+58*4*85=39*8*93+39893+39*8
*93

La organizacion de la busqueda se basara en la variable
al, que representara a la parte lateral, con su simétrico
a2, y su numero de cifras ka. Asi, en el ejemplo anterior
a1=58, a2=85y ka=2. Exigiremos que a1 sea distinto de
a2 si tienen al menos dos cifras, para evitar trivialidades.

Procederemos de la misma forma con la parte central,
llamando b a su valor, con la condicion de que sea
capicua, y kb a su numero de cifras. En el ejemplo b=4y
kb=1.

Con estas variables, y en sistema de numeracion
decimal, el valor de N quedaria:
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N=2*a1*a2*b+a2+b*10"ka+a1*10*(ka+kb)
En el ejemplo:
97925=2*58*85*4+85+4*100+58*1000

En esta expresion nos basaremos para construir el
algoritmo.

Para evitar busquedas inutiles deberemos contar con

que 2katkb es una buena cota inferior para las cifras de
N.

Si b=1 y kb=0 porque no se usa término central, la
expresion se simplifica mucho:

N=(2*a1+1)*a2+a1*10"ka

Como ejemplo, 3804=23*32+2332+23*32 y se cumple:
3804=(2*23+1)*32+23*100=1504+2300=3804

Si integramos las dos expresiones en una misma
funcion, su codigo sera algo mas largo de lo habitual,
pero merece la pena.
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Version en Excel

Las ideas anteriores estan plasmadas en la siguiente
funcion. Se han integrado las dos versiones del
problema. La division se basa en si kb es mayor que cero
0 No:

Function palintri$(n, ka, kb)’Parametros N y nimero de
cifras

Dim kn, a1, a2, b, m, ¢, b1, aat

Dim s$, t$

s = ""Contenedor de resultados

¢ = 0 'Contador de resultados

If kb > 0 Then ‘Caso con elemento central

If kb =1 Then b1 =1Else b1=10* (kb -1) + 1 ‘Origen
de busquedas

For b = b1 To 10 * kb — 1 ‘Cifras centrales

If escapicua(b) Or kb = 1 Then ‘La variable b ha de ser
capicua

If ka = 1 Then aa1 = 1 Else aa1 =10 * (kb - 1) + 1’
Origen de a

For a1 =aa1 To 10 » ka—- 1 ‘Busqueda de a

a2 = cifrainver(a1) ‘Simétrico de a

If a1 <> a2 Or ka = 1 Then “‘Condicion algebraica
m=2*al*a2*b+a2+b*10""ka+a1*10 " (ka +
kb)

If m = n Then ‘Hay solucién

68



¢ =c¢ + 1 ‘Se comunica solucién

t = ajusta(al) + "*" + ajusta(b) + "*" + ajusta(a2)
s=s+"#F "+t + "+" + ajusta(al) + ajusta(b) +
ajusta(a2) + "+" +t

End If

End If

Next a1

End If

Next b

Else * Segunda variante, sin elemento central

If ka =1 Then aa1=1Elseaal1=10" (ka-1) +1
For a1 =aa1 To 10 » ka — 1 ‘Proceso similar

a2 = cifrainver(ai)

If a1 <> a2 Or ka =1 Then
m=(2*al1+1)*a2+a1*10 * ka

If m =n Then

c=c+1

t = ajusta(al) + + ajusta(a2)

s=s+"# " +t+"+" + gjusta(al) + ajusta(a2) + "+"
+t

End If

End If

Next a1

End If

If s <> "" Then s = ajusta(c) + " : " + s Else s = "NO"
palintri = s

End Function

win
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En un buscador jugaremos con los parametros para
conseguir los resultados adecuados. Por ejemplo, estos

son los primeros numeros de 4 cifras del

A*A+AA+AA
\ Numero N Soluciones

1725 1. #12°21+1221+12*21
2082 1 ##20%2+202+20%2

2137 1. ##13°31+1331+13"31
2589 1 ## 14*41+1441+14*41
2616 10 ##21%12+2112+21*12
3081 1. ## 15*51+1551+15"51
3183 1 ## 30°3+303+30*3

3613 1. ## 16"61+1661+16"61
3804 1. ##23*32+2332+23*32
3919 1. ##31713+3113+31"13
4185 1 #ATTIH1T771+H1771
4324 1 ## 40*4+404+40%4

4458 1. # 24742+2442+24742
4695 1 ## 32*23+3223+32*23
4797 1: ## 18*81+1881+18"81

tipo

Persiste el problema del 0 inicial que suprime Excel, pero
se entiende bien.
De igual forma, se detectan los numeros del tipo
A*BB*A'+ABBA'+A*BB*A'’
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3388 10 #2577 2+2772+2%77*2
3586 1. ##2*88*2+2882+2*88*2
3619 1: #4 3*22*3+3223+3%22*3
3784 1. ## 2799*2+2992+2%99*2
3027 10 ## 3"33*3+3333+3*33*3
4235 1: # 3"44*3+3443+3%44*3
4466 1. ##4"11°4+4114+4*1174
4543 1. ## 3*55*3+3553+3*55*3
4851 1: ## 3*66*3+3663+3*66*3
4928 10 #4722 4+4224+4722%4
5159 10 #3377 3+3773+3%7T7*3
5390 1. ## 4*33*4+4334+4*33%4
5467 1. #3 3*88*3+3883+3*88*3

VERSION PARI (para la primera variante)

Si deseamos mas rango de soluciones puede ser util
la version en PARI. La hemos disenado para que
devuelva solo a1 y b, porque el resto se completa
facilmente. Su cédigo es

ori(k)=my(m=1);if(k>1,m=10"(k-1)+1);m
simetrico(n)=eval(concat(Vecrev(Str(n))))
palind(n)=n==simetrico(n)
palintri1(n,ka,kb)=my(a1,a2,v=[ka,kb],b,m,es=0);f
or(b=ori(kb),10"kb-
1,if(palind(b)||kb==1,for(a1=ori(ka),10"ka-
1,a2=simetrico(a1);if(a1<>a2||lka==1,m=2%a1*a2*b
+a2+b*10"ka+a1*10"(ka+kb);if(m==n,v[1]=a1;v[2]
=b;es=1;print(n," es ",v[1],", ",v[2]))))))
for(i=10000,20000,if(palintri1(i,2,1),print(i)))
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Basta cambiar la dultima

linea segun nuestras

preferencias. Tal como esta, repetiria la busqueda
efectuada con Excel. Este es un fragmento:

%4 = {n;ka,kb)—>my(al,52
a),10"ka-1,a2=simetrico(
[2]=b;es=1;print(n,"” es

12625
13229
13833
13937
14437
14843
15041
15289
15645
15749
16249
16537

es
es
€5
€s
es
€s
es
es
€5
€s
es
€s

12,
12,
12,
13,
12,
13,
12,
14,
12,
13,
12,
14.

NMNNWORER VNN ERERWNDR

Por ejemplo, 16537=14*2*41+14241+14*2*41

VERSION PARI (para la segunda variante)
ori(k)=my(m=1);if(k>1,m=10"(k-1)+1);m

simetrico(n)=eval(concat(Vecrev(Str(n))))
palind(n)=n==simetrico(n)
palintri2(n,ka)=my(a1,a2,v=[ka,ka],m,es=0);for(a1

=ori(ka),10"ka-

1,a2=simetrico(a1);if(a1<>a2||ka==1,m=(2*a1+1)*a



73

2+a1*10"ka;if(m==n,v[1]=a1;v[2]=a2;es=1;print(n,
[/ es n’ V[1], n, n, V[Z]))));es
for(i=1000,9999,if(palintri2(i,2),print1("")))

(n,ka)->my(al, a2, v=Lki
if(m==n,v[1]=al;v[2]=a2;es:
1725 es 12, 21
2082 es 20, 2
2137 es 13, 31
2589 es 14, 41
2616 es 21, 12
3081 es 15, 51
3183 es 30, 3
3613 es 16, 61
3804 es 23, 32
3919 es 31, 13
4185 es 17, 71
4324 es 4O, 4
4uys58 es 24, 42
U695 es 32, 23
4797 es 18, 81
5152 es 25, 52

Coinciden los resultados con los de Excel. Por
ejemplo, 3613=16"61+1661+16*61

Con mas cifras

Finalizamos con ejemplos que presentan mas cifras
en su desarrollo. Todos ellos se podrian encontrar
realizando bucles para sus componentes, pero aqui
se prefieren funciones para poder elegir el rango de
busqueda de N, y no los de sus componentes.



Seis cifras del tipo
AB*CC*BA+ABCCBA+AB*CC*BA:

153241 es 12, 55
153769 es 14, 11
159885 es 12, 66
159929 es 13, 33
166529 es 12, 77
167497 es 14, 22
167981 es 15, 11
169895 es 13, Ui
173173 es 12, 88
179817 es 12, 99
179861 es 13, 55
181225 es 14, 33
182633 es 16, 11
185911 es 15, 22
189827 es 13, 66

Comprobamos uno:
173173=12*88*21+128821+12*88*21

Es curioso que el resultado sea una concatenacion
de 173 consigo mismo.

Con cinco cifras y tres centrales

Este es un rango de soluciones obtenidas con Excel:



75

27994
28174
28354
28534
28714
28894
29092
20272
29452
29632
29812
29992

Asi podriamos seguir.

— A A A A A A A A A

D 2744472+24442+2744472
. #HE 2745472+24542+27454"2
. 2746472+24642+2746472
L 274T472+24742+2747472
T #HE 27°484%2+24842+2%484*2
D #H 2749472+24942+27494%2
. #H# 2"505*2+25052+2*505"2
. #H# 2"515*2+25152+2*515"2
. #HE 27525*2+25252+2*525"2
. #H 2°535*2+25352+2*535"2
. 2°545%2+25452+2*545%2
. #H# 27555*2+25552+2*555"2



CON OPERACIONES

LAS SUMAS DE CUBOS NOS LLEVAN A
PITAGORAS Y PELL

No es la primera vez que ideas que han nacido a partir
de las entradas de otros autores. En este caso
partiremos de una serie de igualdades publicadas por
Benjamin Vitale en el mes de de febrero.

http://benvitalenum3ers.wordpress.com/2013/02/21/sum
-of-the-cubes-of-consecutive-odd-numbers-is-a-square/

En esa entrada y en otras anteriores y posteriores
propone igualdades de estos tipos:

33373 + 33473 + 335”3 + 336”3 + 33713 + 338”3 + 33913
= 265559616 = 162962

173 + 23 + 373 + 473 + 573 = 225 = 15”2

173 + 323 + 53 + 773 + 9”3 = 1225 = 3572

En todas ellas una suma de cubos equivale a un
cuadrado. Unas comienzan en 143 y otras en numeros
mayores, y una de ellas solo se refiere a numeros

impares. Como ya tocamos un tema parecido en nuestra
entrada sobre “Cubos y gnomones”
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(ver
http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2009/10/cubos-y-
gnomones-1.html y las tres siguientes)

nos ha apetecido ampliar un poco el tema
Suma de cubos de los primeros numeros naturales

Es el caso mas sencillo y que ya tratamos en nuestra
entrada citada:

La suma de los cubos de los n primeros numeros
naturales equivale al cuadrado del enésimo numero
triangular Ty,

2

n(n+l)) =(1+2+3+--n)?

2

13+23+33+---+n3=(

Puedes demostrarlo por induccion. Si no sabes como,
aqui te daran una buena idea:

http://diccio-mates.blogspot.com.es/2009/09/induccion-
induccion-completa.html

Luego en estas circunstancias la propiedad de que una
suma de cubos coincida con un cuadrado se cumple
siempre
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Suma general de cubos consecutivos

Si el comienzo de la suma no es la unidad, como en el
ejemplo de Ben Vitale

33373 + 33473 + 335”3 + 336”3 + 337”3 + 33873 + 3393
= 265559616 = 162962

la férmula anterior tiene una facil adaptacion:

P+ m+1D+(m+2)P2++(n+k)?

~ ((n +k)(n+k+ 1))2 (n(n — 1))2
a 2 Bl 2

Por tanto, si la diferencia entre esos dos numeros
triangulares es un cuadrado, habremos obtenido un
criterio para buscar todos los casos posibles.

El segundo miembro de la igualdad no invita a que
intentemos igualarlo a un cuadrado y desarrollarlo
algebraicamente (ahi tienes un reto), por lo que
intentaremos busquedas:

Encontrar todas las sumas de cubos consecutivos cuyo
resultado sea un cuadrado, equivale a confeccionar la
lista de todos los pares de numeros triangulares que
formen parte de una misma terna pitagérica.

La razon es que su diferencia de cuadrados debera dar
otro cuadrado. Por eso forman una terna pitagérica. Con
la anterior formula podemos programar busquedas que
nos devuelvan los casos deseados. Lo haremos en
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primer lugar para un numero fijo de sumandos y después
pasaremos al caso general. Excluimos del estudio los
casos que comienzan por cero, que confundirian en el
numero de sumandos.

Numero de sumandos prefijado

Si el numero de sumandos esta prefijado podemos usar
un cédigo similar al siguiente (lo expresamos en el Basic
de Excel, que también vale para OOBasic, y se traduce
facilmente):

K=6 numero de sumandos menos una unidad. Aqui
estariamos buscando siete sumandos

For i = inicio To final Extremos de |la busqueda
a=i*(i-1)/2Triangular anterior a la suma

b = (i+k) * (i+k + 1) / 2 Triangular al final de la suma
c=Sqr(b”"2-a”2) Tercer lado

If c = Int(c) Then msgbox(a) Si es pitagorica se muestra
el comienzo de la suma

Next i

En PARI tampoco es dificil. En cada pasada se puede
cambiar el valor de k, que debe coincidir con el nimero
de sumandos menos uno, que aqui hemos fijado en 4,
asi como los extremos en 1y 1000
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{for(i=1,1000,k=4;a=i*(i-
1)/2;b=(i+k)*(i+k+1)/2;if(issquare(b*b-a*a),print(i)))}

Con este cddigo obtenemos los valores iniciales para las
sumas de cubos consecutivos que dan como resultado
un cuadrado. En el caso del ejemplo, esta preparado
para cinco sumandos.

Con la hoja de calculo o con PARI se obtienen los
mismos resultados propuestos por Ben Vitale. Asi que no
vamos a repetir informacion y pasaremos al caso
general.

Numero de sumandos libre

Deberemos sustituir la asignacion de un valor a K por un
bucle. Buscaremos valores N de numeros triangulares
que hagan de hipotenusa y para cada uno de ellos,
recorreremos los valores de K menores que N para que
sean catetos. Nos detendremos en N-2, porque hay que
recordar que el segundo triangular es el previo a la suma.

En el Basic de las hojas de calculo el codigo, facilmente
trasladable a otros lenguajes, puede ser:

For i = 5 To 400 No necesitamos mas ejemplos por
ahora

a =i *i+ 1) / 2 Creamos el triangular que hara de
hipotenusa

For k =1 To i — 2 Buscamos el cateto triangular
b=k*(k+1)/2

c =Sqr(a ™ 2-b* 2) Calculamos el otro cateto
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If ¢ = Int(c) Then Si es cuadrado perfecto, hemos
encontrado una solucion

Msgbox(k + 1) Numero de sumandos

Msgbox(i - k ) Inicio de la suma

Msgbox(c) Base del cuadrado buscado

End If

Next k

Next i
Inicio Nim. Sumandos Base cuadrado
y . . . 9 17 323
Con un cédigo similar, 14 12 312
23 3 204
pero que crea una tabla, 2 S 15
hemos confeccionado o s =
, ta 33 33 2079
esla. 69 32 4472
96 5 2170
64 42 5187
Ahi aparecen los casos 8t 28 4914
64 48 5880
particulares con los que = - e
comenzamos la entrada. E 2 1024
81 69 10695
. .. 111 39 9360
Por ejemplo, 23 de inicio, s 3 6%
con 3 sumandos se ha de 105 & o104
153 18 8721
engendrar el cuadrado de 18 &0 14160
97 98 18333
204. - z i
23/\3+24/\3+25/\3 :204A2 ijé gg gggg;
217 63 31248
y ’ 88 203 42021
Compruébalo. Aqui 216 k- a9
hemos wusado nuestra e ] E
. . , 19 201 57618
querida hoja de calculo: 553 o lo2%
295 76 53200
144 246 75153
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Elsse!

Cubﬂl

23I

12167

24|

13824

25'

15825

Sumal

41818,

F{ale

204

En la tabla se nos ofrecen casos de hasta 291
sumandos, que no comprobaremos, pero probemos con
otra fila: 25, 15y 720, es decir, 15 sumandos a partir del
25 deberan engendrar el cuadrado de 720. Aqui lo
tienes:

Bas el C ub-c!
25 15828
28 17578,
a7 19632
28 21853
29 24339
30 Zrooo|
31 29731
a2 22785
33 36837
24 29304
35 4pg7H|
28 apesg
a7 sDesz
g 54873
a8 9319

Suma 515200/

Rafz 720/

Con esto hemos encontrado los primeros ejemplos del
caso general. Podemos ordenar la tabla segun el numero
de sumandos, o segun el inicio, y asi ver mejor la
evolucion de las soluciones.

Si prefieres probar con PARI, usa un codigo similar a
este:
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{for(i=1,103,for(k=1,i-
2,a=i*(i+1)/2;b=k*(k+1)/2;if(issquare(a*a-
b*b),write("final.txt",k+1," ",i-k))))}

Hipotenusas triangulares

Si cambiamos las salidas del cddigo, podemos
confeccionar una tabla con las ternas pitagéricas en las
que una hipotenusa y un cateto son ambos triangulares:

Esta es la sucesion de hipotenusas de este tipo:

10, 45, 136, 325, 435, 595, 630, 666, 780, 1225, 2080,
2145, 3321, 5050, 5565, 5886, 6216, 7381, 7503, 9316,
10440, 11026, 11175, 12246, 13530, 14196, 14365,
14535, 15753, 16653, 18915, 19306, 24310, 25425,
32896, 33670, 39060,...

Puedes usar PARI
{for(i=1,10"3,k=1;v=1;a=i*(i+1)/2;while(k<i&&v,b=k*(k
+1)/2;if(issquare(a*a-b*b),v=0;write1("final.txt",a,",
"));k+=1))}

Esta sucesion la hemos publicado en
http://oeis.org/A213188

De la misma forma, se pueden encontrar los catetos
triangulares con hipotenusa también triangular

6, 36, 91, 120, 210, 253, 300, 378, 528, 630, 1176, 2016,
2346, 3003, 3240, 3828, 4560, 4656, 4950, 5460, 6105,
6903, 7140, 7260, 8778, 10296, 11628, 13530, 14028,
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14196, 15400, 17766, 19110, 23220, 23436, 24310,
25200, 26796, 32640, 34980, 41616...

http://oeis.org/A213189
El codigo PARI adecuado es

{for(i=1,10*3,k=i+1;v=1;a=i*(i+1)/2;while(k<i*i&&v,b=
k*(k+1)/2;if(issquare(b*b-
a*a),v=0;write1("final.txt",a,", "));k+=1))}

Y ahora la suma de cubos de impares nos lleva a Pell

En los parrafos anteriores, inspirados en propuestas de
Benjamin Vitale
(http://benvitalenum3ers.wordpress.com/2013/02/21/su
m-of-the-cubes-of-consecutive-odd-numbers-is-a-
square/) desarrollamos calculos de sumas de cubos
consecutivos que equivalian a un cuadrado perfecto. Y
si s6lo tomaramos impares?

Comenzamos con la unidad

A qué equivalen las sumas del tipo
1A3+323+523+7/3+...si han de coincidir con un
cuadrado?

En la entrada aludida de Benjamin Vitale se propone la
formula S(n)= n?*2 (2*n”*2 - 1). La demostracidén no es
complicada. Nos basamos en lo demostrado para sumas
de cubos consecutivos

nn+1)
2

2
13+23+33+---+n3=( ) =(1+2+3+--n)?
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Si ahora suprimimos las sumas de cubos pares es facil
ver que (intenta justificarlo)

2n(2n — 1))2 _g (n(n — 1))2

S(n)z( 2 2

Simplificando llegamos a la expresién propuesta S(n)=
n*2 (2*n*2 - 1)

Para que se cumpla lo pedido, de que la suma sea un
cuadrado, el paréntesis ha de ser otro cuadrado

Esto nos lleva a plantear: 2n2-1=m?

Pero esta es la ecuacion de Pell con el segundo
miembro igual a -1 y D=2

X2-2Y?=-1

La primera solucion se ve que es X=1 Y=1y nos daria la
solucion trivial del problema 13=12

Para encontrar las demas puedes a acudir a nuestra
entrada

http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2010/02/ecuacion-
de-pell.html

En ella tienes las férmulas de recurrencia para encontrar
mas soluciones, pero es mas comodo acudir a nuestra
herramienta

http://hojamat.es/sindecimales/aritmetica/herramientas/
herrarit.htm#pell
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A continuacion te presentamos las primeras soluciones
obtenidas con ella

X i

1 1 +16-
3 z
¥ 3
17 12
41 =
a9 i)
el 182
7 403

3363 2373
8118 574
19601 13560
473 33461
114243 slTar
T 185025
ES535T 470532
1607521 1138682 -

1

1

-1

1

-1

1

-1

1

1383 23 -1
33 3T 1
-

1

-1

1

-

1

1

3@30599 74210 1
1

9359319 BEZI109 =

Nos quedamos con las correspondientes a -1: 1, 5, 29,
169, 985, 5741, 33461, 195025,...

http://oeis.org/A001653 que se corresponderan con el
numero de sumandos de cubos de impares que nos
producen un cuadrado, el cual podemos calcularlo con la
formula presentada arriba. Por ejemplo

Para n=5, el cuadrado sera 5"2*(2*5"2-1) = 25*49 = 35"2
=1225

En efecto: 143+3/3+5"3+7/3+9/3 =
1+27+125+343+729 = 1225

Aqui tienes la comprobacion para 29 sumandos:
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Impar Cubo

1 1
3 27
5 125
7 343
9 729
1" 1331
13 2197
15 3375
17 4913
19 6859
21 9261
23 12167
25 15625
27 19683
29 24389
31 29791
33 35937
35 42875
37 50653
39 59319
M 68921
43 79507
45 91125
47 103823
49 117649
51 132651
53 148877
55 166375
57 185193
1413721
Raiz 1189 Igual a 292(2*29*2-1)

1413721

Comenzando en otro cubo

Para obtener un resultado similar, pero comenzando la
suma en cualquier numero impar, no necesariamente el
1, necesitaremos restar las expresiones de dos sumas
completas diferentes y exigir que sean un cuadrado
perfecto:
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S(m)-S(n)=m*2 (2*m”*2 - 1) - n*2 (2*n*2 - 1) = k*2

O bien

2*(m”4-n*4)-(m72-n"*2) =k”*2

Con un algoritmo similar al empleado en casos
anteriores, podemos encontrar los valores de m y n que
cumplen esa igualdad:

For m=2 To 1000

Forn=1Tom-2
c=sqr(2*(m*"4-n"*4)-(m~"*2-n*2)

If c=Int(c) Then

Msgbox(m)
Msgbox(n+1)
End If Fir.:]:m:; Imicia = T ;
4 i
Next n i a
142 &3
fve) 34
frr.i] 145
248 178
= 1
Hay que observar que el algoritmo ﬁ o
devuelve n+1, porque debemos o o
424 P
recordar que n es el valor anterior a = &
, . £08 513
la suma. Asi hemos obtenido estos 3 281
valores para el inicio y el final de las s i

o
]

s

5

sumas de cubos de impares que
produzcan un cuadrado:

La primera nos lleva a 5*3+7”3+9"3+1123+13"3+15"3 =
9072, es decir, desde el tercer impar hasta el octavo.

La segunda va desde el término 13° hasta el 37°:
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2573+2773+29"3+...+73"3=1925"3

Puedes construirte un modelo para comprobar otras
soluciones con hoja de calculo. Sdélo necesitas una
columna con numeros de orden, otra con los impares, y
otra con sus cubos. Después seleccionas una parte
adecuada de estos (por ejemplo, desde el 46° hasta el
59°, los sumas con la funcion SUMA vy le hallas la raiz

cuadrada para ver si es entera:

(4=} moEes Cunds SUTE partl

1 1 STOEEZS
3 7 Rz

g 125 1825
T 43

] ]

1 1331

13 2197

3 35T

17 4913

12 B352
z |
et 12167’
] 18825

T |7 25 o oo o o e o [pa |
o

Si no tienes suficiente con estas busquedas, intenta
analizar algebraicamente la condicion

2*(m”*4-n*4)-(m?2-n"*2) =k”*2

Ya nos contaras.

EL PROBLEMA DEL ALBANIL

Este problema consiste en encontrar qué numeros N
poseen un cuadrado N? que sea suma de cubos
consecutivos. Se consideran cubos mayores que 1, pues
todos los numeros triangulares poseen cuadrados que
son suma de los primeros cubos, segun la conocida
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formula  13+23+3%+43+.. .n3=(n(n+1)/2)?, y se desea
eliminar un exceso de casos ftriviales.

Se exige también que el niumero de cubos sea al menos
de tres. Segun la pagina https://oeis.org/A238099, un
ejemplo es el de

31272 = 97344 = 14"3 + 15"3 + ... + 2573.

El nombre y las condiciones del problema (por ejemplo,
que se use el cuadrado del numero) vienen de un
ejercicio propuesto en un libro de Dudeney:

H. E. Dudeney, Amusements in Mathematics, Nelson,
London, 1917, Problem 135.
Lo podemos consultar en

https://archive.org/details/amusementsinmath00dude/pa
ge/24/mode/1up?view=theater

Su enunciado es un tanto artificioso, pero sirvié de base
para estudiar con mas profundidad las sumas de cubos
consecutivos. El problema, como vemos, esta resuelto,
pero aqui estudiaremos los algoritmos que lo pueden
resolver.
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Este tema completa el anterior. En él estudiamos las
sumas de cubos consecutivos, pero las derivabamos a
otras cuestiones, como las ternas pitagoricas.

Desde hace un tiempo prefiero las funciones que
devuelven un texto. Son mas explicativas y no dificultan
busquedas posteriores si se saben construir. En este
caso del problema del albanil adaptaremos
especificamente alguna otra funcion similar. La que
presentamos da las soluciones de sumas de cuadrados
s6lo cuando se excluye el 1 y se exigen al menos tres
sumandos. Su codigo para Excel y Libreoffice Calc es el
siguiente:

Function albanil$(n)

Dim i, j, a, n1

Dim s$

Dim novale As Boolean

s = "" ‘Contenedor de la solucion

n1=n * 2 “Trabajamos con el cuadrado

i =Int(n1 * (1/3)) 'Maximo cubo contenido en n*2
novale = True ‘Suponemos que no hay solucion
While i > 1 And novale ‘Desciende el mayor cubo hasta
273

a=i” 3‘Primera suma de cubos

Jj =1'Cubo inicial de la suma

While j > 1 And a <= n1 And novale

‘Se llega a la solucion de tres cubos o mas
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Ifa=n1Andi-j>2Thens =s + "Desde" + Str§(j) +
" hasta " + Str$(i): novale = False ‘novale ya no es
cierto

Jj =j— T'Desciende el primer cubo

a =a +j * 3’'Se incrementa la suma

Wend

i =i — 1’Desciende el ultimo cubo

Wend

If novale Then s = "NO"

albanil = s

End Function

Con esta funcion y un buscador podemos reproducir la
lista publicada de soluciones:
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Numero N Su cuadrado Bases de cubos

32 97344 Desde 14 hasta 25
315 99225 Desde 25 hasta 20
323 104329 Desde 9 hasta 25
504 254016 Desde 28 hasta 35
588 345744 Desde 14 hasta 34
720 518400 Desde 25 hasta 39
2079 4322241 Desde 33 hasta 65
2170 4708900 Desde 96 hasta 100
2040 8643600 Desde 118 hasta 122
4472 19998784 Desde 69 hasta 100
4914 24147396 Desde 81 hasta 108
3187 26904969 Desde 64 hasta 105
5880 34574400 Desde 64 hasta 111
5984 356808256 Desde 120 hasta 136
6630 43956900 Desde 144 hasta 156
7497 56205009 Desde 25 hasta 122
871 76055841 Desde 153 hasta 170
8778 77053284 Desde 144 hasta 164
9360 87609600 Desde 111 hasta 149
10296 106007616 Desde 133 hasta 164
10695 114383025 Desde 81 hasta 149
11024 121528576 Desde 21 hasta 148

Estos resultados coinciden con los publicados en
https://oeis.org/A238099, luego nuestro primer objetivo
esta cumplido.

Usamos numeros triangulares
Recordamos la siguiente equivalencia:

2

M) —(1+24+3+-n)?

13+23+33+---+n3=( >

Segun ella, una suma de cubos que no comience con 1
sera equivalente a una diferencia de los cuadrados de
dos numeros triangulares.
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P+ m+1)*+m+22+-+(n+k)3
~ ((n +k)(n+k + 1))2 - (n(n - 1))2

2 2

Esto nos permite utilizar la diferencia entre los cuadrados
de dos numeros triangulares para identificar las sumas
de cubos. Asi obtendriamos una variante alternativa a la
vista en anteriores parrafos.

Para encontrar los dos numeros triangulares basta
descomponer N en productos de suma por diferencia de
dos numeros, ya que eso equivale a una diferencia de
cuadrados. Una vez obtenidos se les exige que sean
triangulares y que sus ordenes se diferencien en mas de
3 unidades.

Descomponemos N en productos de la misma paridad,
N=pq y después definimos a=(p+q)/2 y b=(p-q)/2, con lo
que tendriamos los posibles triangulares. Es una técnica
que hemos usado a menudo. Después analizamos si son
triangulares con las funciones propias estriangular y
ordentriang.
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Function estriangular(n) As Boolean
Dim a

a=Int(Sqr(8 *n+1)-1)/2)

If a *(a+ 1) =2 *n Then estriangular = True Else
estriangular = False

End Function

Public Function ordentriang(n)

Dim k

If estriangular(n) Then k = Int((Sqr(8 *n + 1) - 1) / 2)
Else k=0

ordentriang = k

End Function

El cddigo de esta funcion es:

Function albanil2$(n)
Dim/, j, p, q, a, b, n1
Dim s$

Dim novale As Boolean

s = "" ‘Contenedor de la solucion
n1=n * 2 ’'Trabajamos con el cuadrado
i =1 ‘Primer divisor

novale = True
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While i <= n And novale

If n1/i=n1\i Then ‘Es divisor

Jj =n1/i ‘Divisor complementario

If (j - i) Mod 2 = 0 Then ‘Tienen la misma paridad los
factores

p=(i+j)/2:q=(-i /2 Vamos construyendo la
diferencia de cuadrados

If estriangular(p) And estriangular(q) Then

a = ordentriang(p): b = ordentriang(q) ‘Son ambos
triangulares

Ifa-b>3Andb>1Thens =s + "Desde" + Str$(b +
1) + " hasta " + Str$(a): novale = False

End If

End If

End If

i=i+1

Wend

If novale Then s = "NO"

albanil2 = s

End Function

En la entrada a la que regresamos hoy se termina
considerando que los dos triangulares de la diferencia de
cuadrados y el numero N estudiado forman una terna
pitagorica, pero este tema es preferible leerlo en la
entrada original.
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Con esto cumplimos nuestro objetivo, que era sodlo
algoritmico.

SUMA Y DIFERENCIA DE NUMEROS DEL
MISMO TIPO

Con triangulares

Hace un tiempo publiqué en Twitter esta propiedad del
numero de fecha 28617. Consistia en que ese numero
era suma y también diferencia entre dos triangulares.

28617=161%"162/2+176*177/2
28617=4772*4773/2-4766*4767/2

Podriamos buscar otros numeros N que presentaran la
misma propiedad. Para ver que un numero es suma de
triangulares basta un bucle de busqueda, recordando
que los triangulares se generan sumando 1, 2, 3,... al
precedente: 1=0+1, 3=1+2, 6=3+3, 10=6+4. Después
basta restar N con el triangular dado, y si es también
triangular, ya lo hemos encontrado: N seria suma de dos
triangulares.

Lo podemos organizar en el Basic de las hojas de
calculo. Definimos una funcién tipo texto que devuelva
“‘NO” si el numero no es suma de triangulares, o bien los
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dos sumandos en el caso de que existan. Podria ser
esta:

Public Function sumatriang$(n)
Dim x, i
Dim resul$

x=1:i=2:resul ="NO" ‘Inicia i, X para que engendren
triangulares

While x <=n/2 And resul = "NO" ‘Busca hasta la mitad
de N

If estriangular(n - x) Then ‘Si |la diferencia es triangular,
lo tenemos

resul = Str$(x) + ", " + Str§(n - x) ‘Se construye el
resultado

End If

x = x + i ‘Estas lineas son importantes. Engendran los
distintos triangulares

i =i+ 1°Asi x sera siempre triangular

Wend

sumatriang = resul

End Function

La funcidn estriangular tiene este codigo, que se basa
en que ocho triangulares iguales mas una unidad
equivale a un cuadrado:
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Function estriangular(n) As Boolean

Dim a

If escuad(8 * n + 1) Then estriangular = True Else
estriangular = False

End Function

Si organizamos un bucle de busqueda con la funcion
sumatriang obtenemos los numeros que son suma de
dos triangulares:

Namero Sumandos triangulares
2 1, 1
4 1, 3
6 3, 3
7 1, 6
9 3, 6
11 1, 10
12 6, 6
13 3, 10
16 1, 15
18 3, 15
20 10, 10
21 6, 15
22 1, 21
24 3, 21
25 10, 15

Estan contenidos en http://oeis.org/A051533

Un caso interesante es aquel en el que el numero dado
es también triangular. Los tienes en

https://oeis.orqg/A089982:

6, 21, 36, 55, 66, 91, 120, 136, 171, 210, 231, 276, 351,
378, 406, 496, 561, 666, 703, 741, 820, 861, 946, 990,
1035, 1081, 1176, 1225, 1326, 1378, 1431, 1485, 1540,
1596, 1653, ...
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Puedes conseguirlos afiadiendo la condicion de que sea
triangular n en la funcién sumatriang.

Diferencia de triangulares

Esta cuestion es mas complicada para organizar un
algoritmo, pues no sabemos hasta donde llegar en la
busqueda del minuendo triangular. Es preferible acudir a
esta consideracion:

Sean los triangulares p(p+1)2 y q(g+1)/2. Si su
diferencia es N, sera p(p+1)/2-q(q+1)/2=N; p?*+p-g>-
g=2N; (p-q)(1+p+q)=2N, luego p-q divide a 2N. Si p-q=1,
bastara con que 1+p+q=2N, pero esto se cumple
siempre, ya que p y q tienen distinta paridad, luego
1+p+q puede ser par.

Si p=qg+1, la cuestiéon se reduce a (q+1)*2+q+1-g"2-
g=2q+1+1=2N; g+1=Ny q=N-1.

Asi tendremos que N(N+1)/2-(N-1)N/2=N

Todo numero natural es diferencia de dos
triangulares

La segunda parte de la cuestion ha resultado banal,
luego en lugar de buscar suma y diferencia de
triangulares, habria bastado con la primera parte, la de
la suma, que ya esta estudiada.

Pasamos a otro tipo.
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Con cuadrados

La cuestion de la descomposicion de un numero en suma
de cuadrados ya esta resuelta desde Fermat y Gauss. Lo
estudiamos en

http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2010/10/en-
cuantas-sumas-de-cuadrados-2-de-5.html

El criterio mas practico es: sbélo se pueden
descomponer en cuadrados los numeros en los que
los factores primos del tipo 4n+3 figuren en su
descomposicidon con exponente par.

No viene mal obtener un listado de esos numeros. Se
puede acudir a la descomposicion en factores primos o
reproducir para cuadrados la funcidon sumatriang. Lo
haremos de esta segunda forma. Basta adaptar esa
funcion para cuadrados. El cambio mayor consiste en
que la variable i no crece segun los numeros naturales,
sino mediante los impares. Quedaria asi la nueva
funcion:

Public Function sumacuadrados$(n)
Dim x, i

Dim resul$

x=1:i=3:resul="NO"

While x <= n /2 And resul = "NO"

If escuad(n - x) Then

resul = Str$(x) + ", " + Str$(n - x)
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End If

X=x+i

i=i+2

Wend

sumacuadrados = resul
End Function

Con ella obtenemos un listado de los numeros que se
descomponen en dos cuadrados, junto con sus factores
primos:

Namero Suma cuadrados  Factores primos

2 1, 1 [2.1]
Observamos que los 5 1.4 51
factores primos son del by .3 oy
. . 17 1, 16 17.1
tIpO 4k+1 o bien, como 18 9.9 %2_1][]3_2]

20 4, 16 [2.2]5.1]
en el caso del 18 o el 45, 25 9, 16 [5.2]

26 1, 25 [2.11013.1]
del tipo 4k+3 con 2 12 o

34 9, 25 [2.11017.1]
exponente par. 37 1, 36 [37.1]

40 4, 36 [2.3]5.1]

41 16, 25 [41.1]

45 9, 36 [3.215.1]

50 1, 49 [2.1][5.2]

Un listado mas completo lo puedes estudiar en
http://oeis.org/A0004 04

2,5,8,10, 13, 17, 18, 20, 25, 26, 29, 32, 34, 37, 40, 41,
45, 50, 52, 53, 58, 61, 65, 68, 72, 73, 74, 80, 82, 85, 89,
90, 97, 98, 100, 101, 104, 106, 109, 113, 116, 117, 122,
125, 128, 130, 136, 137, 145, 146, 148, 149, 153, 157,
160, 162, 164, 169,...

Esto resuelve la primera parte de la cuestion. Pasamos
a la diferencia:
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Diferencia de cuadrados

Si N=p?-g?, tendremos N=(p+q)(p-q), luego p+qy p-g son
divisores de N. Si p-g=1, p+qg=N, por lo que podemos
afirmar (y es bien conocido) que N es impar e igual a la
diferencia (K+1)?-K?, siendo K=(N-1)/2, o lo que es lo
mismo, N=((N+1)/2)2-((N-1)/2)?. Asi, por ejemplo, 13=72-
62

Si N es par, p-q puede valer 2, con lo que p=q+2 y
N=(29+2)*2, lo que implica que N es multiplo de 4.
También es conocido que los numeros multiplos de 2
pero no de 4 no equivalen a una diferencia de cuadrados.

Un estudio completo de la situacion lo tienes en

http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2017/01/numero-
de-descomposiciones-en.html

Asi que en el listado anterior habria que suprimir todos
los pares no multiplos de 4. Con esta operacion
obtenemos el siguiente listado definitivo de los numeros
que son a la vez suma y diferencia de cuadrados:

5,8,13,17, 20, 25, 29, 32, 37, 40, 41, 45, 52, 53, 61, 65,
68, 72, 73, 80, 85, 89, 97, 100, 101, 104, 109, 113, 116,
117, 125, 128, 136, 137, 145, 148, 149, 153, 157, 160,
164, 169, 173, 180, 181, 185, 193, 197, 200, 205, 208,
212, 221, 225, 229, 232, 233,...

http://oeis.orqg/A097268
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Podriamos completar el algoritmo de la funcién
sumacuadrados, pero es preferible el estudio tedrico
que hemos desarrollado. Lo dejamos como ejercicio.

Con primos
Suma de dos primos

Si el nuimero N es par mayor que 2, como soélo
estudiaremos numeros no muy grandes, se cumplira en
él la conjetura de Goldbach y sera suma de dos primos.
Si es impar, la unica solucién es que N-2 sea primo. Esos
son los dos casos en los que N es suma de dos primos.
Podemos resumirlo en una funcion:

Public Function essumaprimos(n)

Ifn/2=n\2And n > 2 Or esprimo(n - 2) Then
essumaprimos = True Else essumaprimos = False

End Function

Con ella obtendriamos el listado contenido en
http://oeis.orqg/A014091

4,5,6,7,8,9,10, 12,13, 14, 15, 16, 18, 19, 20, 21, 22,
24, 25, 26, 28, 30, 31, 32, 33, 34, 36, 38, 39, 40, 42, 43,
44, 45, 46, 48, 49, 50, 52, 54, 55, 56, 58, 60, 61, 62, 63,
64, 66, 68, 69, 70, 72, 73, 74, 75, 76, 78, 80, 81, 82, 84,
85, 86, 88, 90,...
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Diferencia de primos

Se ha conjeturado que todo numero par es diferencia
entre dos primos, y se cumple para numeros no muy
grandes. Si el numero es impar, debera ser N+2 primo.
Asi que eliminaremos del listado anterior aquellos
impares como el 7 tales que al sumarles dos unidades
se obtenga un compuesto.

Quedaria asi:

4,5,6,8,9,10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 22, 24, 26, 28,
30, 32, 34, 36, 38, 39, 40, 42, 44, 45, 46, 48, 50, 52, 54,
56, 58, 60, 62, 64, 66, 68, 69, 70, 72, 74, 76,...

Los unicos impares N del listado son aquellos en los que
N-2 y N+2 son ambos primos, como el 69, para el que 67
y 71 son ambos primos.

Observamos que, al final, no supone una gran novedad
el hecho de ser suma y también diferencia de dos
numeros del mismo tipo en los casos triangular,
cuadrado o primo, que son los mas populares. Los
demas pueden tener dificultades con la cota del
minuendo.

Suma de oblongos

Recordemos que son oblongos los numeros doble de un
triangular, o que se generan con la expresion N(N+1)
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Para desechar casos triviales eliminaremos el cero como
oblongo, aunque cumple la definicion de ser del tipo
n(n+1), ya que 0=0(0+1)

Los primeros numeros que son suma de dos oblongos
mayores que cero son:

En forma de listado:

4,8,12,14, 18, 22, 24, 26, 32, 36, 40, 42, 44, 48, 50, 54,
58, 60, 62, 68, 72, 74, 76, 78, 84, 86, 92, 96, 98, 102,
110, 112, 114, 116, 120, 122, 128, 130, 132, 134, 138,
140, 144, 146, 152, 158, 162, 166, 168, 174, 176, 180,
182, 184, 186, 188, 194, 198, 200, 202, 204, 212, 216,
220, 222, 224, 228, 230, 238, 240,...

Para obtenerlos basta pensar en que un oblongo es el
doble de un triangular, luego seran oblongos los numeros
cuya mitad sea triangular. En esa idea se basa la
siguiente funcion:
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Public Function sumaoblongos$(n)
Dim x, i
Dim resul$

x=2:i=4:resul="NO"

While x <=n /2 And resul = "NO"
If estriangular((n - x) / 2) Then
resul = Str$(x) + ", " + Str$(n - x)
End If

X=x+i

i=i+2

Wend

sumaoblongos = resul

End Function

En ellala x y la i crecen como en los cuadrados, salvo
que los oblongos comienzan con el 2 y crecen de dos en
dos y los cuadrados comienzan en 1. Asi, a los oblongos
los genera la sucesion de pares y a los cuadrados la de
impares.

Con PARI podemos usar este cédigo:

for(t=1, 400, i=2; j=2; e=0; while(2%*i<=t&e==0,
if(issquare(4*(t-i)+1), e=1; print1(t, ", ")); j+=2; i+=j))
Es interesante considerar el caso en el que N también

sea oblongo. Basta elegir en el listado anterior aquellos
términos que sean oblongos.
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12 6, 6

42 12, 30

72 30, 42
110 20, 90
132 42, 90
182 72, 110
240 30, 210
272 90, 182
342 132, 210
420 210, 210
462 42, 420
552 90, 462
702 240, 462
756 156, 600
812 56, 796
992 342, 650
1122 420, 702
1332 72, 1260
1406 630, 756
1482 552, 930
1640 380, 1260
1722 240, 1482
1892 702, 1180
1980 420, 1560
2070 90, 1980

12,42, 72, 110, 132, 182, 240, 272, 342, 420, 462, 552,
702, 756, 812,992, 1122, 1332, 1406, 1482, 1640, 1722,
1892, 1980, 2070, 2162, 2352, 2450, 2652, 2756, 2862,
2970, 3080, 3192, 3306, 3422, 3540, 3782, 3906, 4032,
4160, 4422, 4556, 4692, 5112, 5402, 5550, 5700, 5852,
6006, 6162, 6480, 6642, 6972, 7482, 7832, 8010, 8372,
8556, 8742, 8930, 9120, 9312, 9702,

Cédigo PARI

Puedes obtener el listado con este cddigo, en el que
generamos oblongos con k*(k+1) y después el primer
sumando oblongo tal como hicimos en sumaoblongos.
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La prueba para el segundo sumando es que 4*(t-i)+1 sea
cuadrado.

for(k=1, 100, t=k*(k+1); i=2; j=2; e=0;
while(2*i<=t&e==0, if(issquare(4*(t-i)+1), e=1;
print1(t, ", 7)); j+=2; i+=j))

Numero de sumas de oblongos distintas

Terminamos con unas curiosidades. Podemos evaluar
en cuantas sumas distintas de oblongos se puede
descomponer un numero. Usamos la funcion

Public Function numsumaoblongos(n)
Dim x, i, s

x=2:i=4:s=0

While x <=n/2

If estriangular((n -x)/2) Thens =s + 1
XxX=x+i

i=i+2

Wend

numsumaoblongos = s

End Function

Es similar a sumaoblongos, pero cuenta sumas en lugar
de presentarlas.
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32
62
84
92
102
112
144
152
162
188
212

242
246
252
266
282
292
312
314
344
348
362
372
382

USSR SIS S SIS SIS SIS IS SIS S

Estos son los que admiten dos o mas sumas:

Estos otros cuatro o mas

942
1062
1202
1232
1572
1742
1812
1982
2112
2252
2312
2372
2562
2592
2682
2762
2892
2972
3102
3152
3204
3282

o N A Y Y A o Y N N N Y N | Y Y Y A SN A -
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Comprobamos el 2762 con nuestra hoja Cartesius,
descargable desde

http://www.hojamat.es/sindecimales/combinatoria/herra
mientas/herrcomb.htm#cartesius

Planteamos

xtotal=2
¥i=1.55
xt=suc(n*(n+1))
sUmMa=2762
creciente

Viene a expresar que 2762 se descompone en dos
sumandos del tipo n(n+1), ordenados en orden creciente
para evitar repeticiones. Resultan seis, como era de
esperar:

[x1 X2
6 2756
110 2652
506 2256
600 2162
870 1892
1122 1640

Diferencia de oblongos

p(p+1)-a(q+1)=N  significa que  p"2+p-q"2-q=(p-
q)(p+q+1)=N

Es facil ver que este producto es par en todos los casos,
y es légico, por ser diferencia de oblongos. Por tanto,

todos los numeros pares 2k seran diferencia de dos
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oblongos, que pueden ser (k+1)k y k(k-1), ya que su
diferencia seria 2k. Asi:

16=9%8-8*7=72-56

Por tanto, también en este caso el tema de la diferencia
es trivial.

SUMAS CONSECUTIVAS DE ELEMENTOS
CONSECUTIVOS

De nuevo un estudio nuevo se basa en una publicacion
mia en Twitter (dia 7/4/2020)

Iniciamos los calculos del dia 7 con dos sumas de
oblongos consecutivos en las que ellas también son
consecutivas:

7420=29%x30+30%x371+31x32+32%x33+33%x34+34x35+35x
36

7420=36%37+37%x38+38%x39+39%x40+40%41

Es muy curiosa esta propiedad, que una suma comience
cuando termina otra y que ambas presenten el mismo
resultado.

Emprenderemos una busqueda de sumas que
compartan esta propiedad, pero a efectos del algoritmo
correspondiente, es preferible dar protagonismo al
elemento que separa una suma de otra, en el caso del
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ejemplo, 35x36. Se puede también basar el calculo en
36x37, pero habia que elegir.

Estructura general el algoritmo

Se puede proponer la siguiente estructura de algoritmo,
gue servira, no solo para oblongos, sino para otros tipos
de numeros, como cuadrados o triangulares. Los pasos
podran ser:
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Se construye una funcion para un valor de n de la
misma naturaleza que los sumandos. Si no lo es,
salimos de la funcion. En el ejemplo n=35x36.
Como es oblongo, seguimos. Si no lo fuera, la
funcién devolveria un valor de error.

Iniciamos una suma “por la izquierda”. Fijamos s1
= n. Definimos una variable p con el valor de ny
un contador i=1

Esa variable p descendera hasta 1, anadiendo
sumandos a s1

Para cada valor de p y s1 construimos otra suma
s2 “por la derecha”, a partir de p+1 sin sobrepasar
el valor de i.

Si coinciden s1y s2, ya hemos terminado

Si nunca coinciden, devuelve un “NO”



Lo entenderas mejor con el listado de la funcion para
enteros.

Propiedad para enteros

Buscaremos, en primer lugar, aquellas sumas de este
tipo formadas por enteros. Por ejemplo, el numero 8 es
centro de dos sumas consecutivas:

4+5+6+7+8=30=9+10+11

En este ejemplo, i=4, porque hay que tomar 4 sumandos
a la izquierda del 8, y j=2, porque se toman 2 a partir de
8+1=9. Se puede cambiar este conteo si se desea. Aqui,
s1=s2=30.

La funcién que resuelve esto puede ser:

Function igualsuma(n) 'con enteros
Dim i, j, p, p1, q, s1, s2

Dim a$

a=""

s1=n:p=n:p1=p:i=1

While p > 1 ‘i llega hasta 1 como maximo

p=p-1

s1=s1+ p ‘Construimos s1

q=p1:s2=0:j=0

While j < i ‘j no sobrepasa a i, porque ha de ser menor
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q=q+1

s2 =s2 + q ‘Construimos s2

Ifs1=s2Thena=a+ "&&" + Str§(n) + "//" + Str$(i) +
"+ Str$() +" S1" + Str¥(s1) +" S2 " + Str$(s2)
j=i+1

Wend

i=i+1

Wend

Ifa=""Then a="NO"

igualsuma = a

End Function

Si emprendemos una busqueda obtendremos los
primeros numeros que son centro de dos sumas iguales.
Algunos, como el 12, presentan dos coincidencias
distintas en las sumas:

&&2//1, 0 S1 3 S2 3

&&6//2, 1 S1 15 S2 15

&& 7115, 2 S1 27 S2 27

8 && 8//4, 2 S1 30 S2 30

12 &&12// 3, 2 S1 42 S2 42&& 12//9, 4 S1 75
S2 75

14 &&14//13, 5 S1 105 S2 105

17 && 17//13, 6 S1 147 S2 147

18 && 18//6, 4 S1 105 S2 105

19 &&19//8, 5 S1 135 S2 135
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20 &&20//4, 3 S1 90 S2 90

22 &&22//17, 8 S1 243 S2 243
25 &&25//14, 8 S1 270 S2 270
26 &&26//17, 9 S1 315 S2 315
27 &&27//21, 10 S1 363 S2 363
30 &&30//5 4 S1 165 S2 165

Estos resultados se pueden interpretar de la siguiente
forma, que vemos con el ejemplo del 18:

18 &&18//6, 4 S1 105 S2 105

En primer lugar leemos el centro o pivote de las sumas,
en este caso, && 18//. Los siguientes numeros 6 y 4 son
respectivamente los sumandos tomados a la izquierda
del 18 y los tomados a la derecha a partir del 19,
incluyendo este (serian 5 en total). Estas serian las dos
sumas consecutivas:

12+13+14+15+16+17+18=105, que es el valor s1 que
devuelve la funcion

19+20+21+22+23=105, que es el valor devuelto como
s2, coincidente con s1.

Observamos que existen muchos numeros que cumplen
esta propiedad, y que incluso se forman grupos de
consecutivos. Es normal, por ser numeros enteros que
presentan diferencias pequehas en sus sumas.
Apareceran menos con otros tipos de numeros.
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Numeros oblongos

Este fue el caso que publiqué en Twitter. Podemos usar
el mismo esquema para enteros, con las siguientes
diferencias.

(1) Si el numero no es oblongo, salimos de la funcién con
un “NO”

Para saber si un numero O es oblongo, hay que recordar
que sera el doble de un triangular T, y que estos se
caracterizan porque 8T+1 es un cuadrado. Asi que en los
oblongos O sera cuadrado 40+1. Aqui tienes una
implementacion para Excel y Calc:

Public Function esoblongo(n) As Boolean

If escuad(4 * n + 1) Then esoblongo = True Else
esoblongo = False

End Function

(2) Las sumas del listado de arriba, s1=s1+p y s2=s2+q
se cambiaran a s1=s1+p*(p+1) y s2=s2+q*(q+1), para
que cada sumando sea oblongo.

Con estos cambios, y quizds algun otro menor,
obtendremos el listado de los primeros numeros
equivalentes a dos sumas de oblongos consecutivos,
qgue a su vez son consecutivas:
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12 &&12//2, 0 S1 20 S2 20

72 &&72//3, 1 S1 200 S2 200

240 &&240//4, 2 S1 920 S2 920

600 &&600//5, 3 S1 2920 S2 2920

1260 && 1260// 6, 4 S1 7420 S2 7420

2352 && 2352// 7, 5 S1 16240 S2 16240

4032 && 4032// 8, 6 S1 31920 S2 31920

4692 && 4692// 33, 15 S1 95200 S2 95200
5852 && 5852// 69, 19 S1 152040 S2 152040
6480 && 6480// 9, 7 S1 57840 S2 57840

9900 && 9900// 10, 8 S1 98340 S2 98340
10100 && 10100/ 77, 25 S1 339352 S2 339352
14520 && 14520// 11, 9 S1 158840 S2 158840
17030 && 17030// 86, 32 S1 720940 S2 720940
20592 && 20592// 12, 10 S1 245960 S2 245960
28392 && 28392/ 13, 11 S1 367640 S2 367640

Podemos observar en la quinta fila el caso que publiqué:
1260 && 1260// 6, 4 S1 7420 S2 7420

A partir de 1260=35*36, oblongo por tanto, se toman 6
sumandos mas a la izquierda y 4 mas a la derecha de
36*37, reproduciéndose asi lo que se publico en su dia.
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Con primos
Ya esta publicado en http://oeis.org/A089930

A089930 Primes p such that there exists a set of
consecutive primes ending with p which has the same
sum as a set starting right after p.

3, 13, 47, 73, 83, 269, 349, 359, 487, 569, 569, 787, 859,
929, 941, 1171, 1237, 1297, 1307, 1429, 1549, 1553,
1607, 1877, 2011, 2083, 2111, 2113, 2389, 2399, 2557,
2579, 2633, 2659, 2677, 2749, 2777, 2837, 2969, 3001,
3019, 3019, 3067, 3119, 3169, 3203, ...

Nos hemos limitado a adaptar el algoritmo inicial al caso
de primos. Los resultados concuerdan con los
publicados:

3 &&3//1, 0 S1 5 S2 5&&3//2, 0 S1 5 S2 5
13 &&13//3, 1 S1 36 S2 36

47 &&47//10, 4 S1 311 S2 311

73 &&73//9, 5 S1 552 S2 552

83 &&83//17, 7 S1 846 S2 846

269 && 269// 36, 18 S1 6231 S2 6231

349 && 349//56, 24 S1 10649 S2 10649

359 && 359//61, 25 S1 11470 S2 11470

487 && 487//63, 31 S1 19066 S2 19066

569 && 569// 13, 11 S1 7256 S2 7256&& 569// 71,
35 S1 24518 S2 24518
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En cada suma se anaden o los primos anteriores o los
posteriores a cada sumando. Observamos, por ejemplo,
que 569 equivale a dos casos distintos. Desarrollamos el
primero:

&& 569// 13, 11 S1 7256 S2 7256

Deberemos tomar 13 primos anteriores a 569 vy
consecutivos con él, incluyéndolo en la suma. Después,
11 primos siguientes a 569, también incluyendo ese
siguiente. Lo comprobamos:

Decreciente:

569+563+557+547+541+523+521+509+503+499+491+
487+479+467=7256

Creciente:

S71+577+587+593+599+601+607+613+617+619+631+
641=7256

El segundo caso supone sumas de muchos sumandos,
y lo dejamos sin comprobar.

Con triangulares y cuadrados

Como el tema ya esta bastante estudiado con los
ejemplos anteriores, solo afadiremos los primeros
numeros que cumplen la propiedad para numeros
triangulares y para los cuadrados.
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6 &&6//2, 0 S1 10 S2 10

36 &&36/3, 1 S1 100 S2 100

120 && 120//4, 2 S1 460 S2 460

300 &&300//5, 3 S1 1460 S2 1460

630 &&630//6, 4 S1 3710 S2 3710

1176 && 1176// 7, 5 S1 8120 S2 8120

2016 && 2016// 8, 6 S1 15960 S2 15960
2346 && 2346// 33, 15 S1 47600 S2 47600
2926 && 2926// 69, 19 S1 76020 S2 76020
3240 && 3240// 9, 7 S1 28920 S2 28920
4950 && 4950// 10, 8 S1 49170 S2 49170
5050 && 5050/ 77, 25 S1 169676 S2 169676
7260 && 7260// 11, 9 S1 79420 S2 79420
8515 && 8515// 86, 32 S1 360470 S2 360470

Por ejemplo, 1460 equivale a estas dos sumas de
triangulares:

1460=190+210+231+253+276+300
1460=325+351+378+406

Todos los triangulares de estas dos sumas son
consecutivos, desde 190=19*20/2, hasta

406 =28*29/2
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Cuadrados
Los primeros casos son:

16 &&16//1, 0 S1 25 S2 25

144 && 144//2, 1 S1 365 S2 365

576 && 576// 3, 2 S1 2030 S2 2030

1156 && 1156// 16, 7 S1 11900 S2 11900

1444 && 1444// 34, 9 S1 19005 S2 19005

1600 && 1600// 4, 3 S1 7230 S2 7230

2500 && 2500// 38, 12 S1 42419 S2 42419

3600 && 3600// 5, 4 S1 19855 S2 19855

7056 && 7056// 6, 5 S1 45955 S2 45955

12100 && 12100// 50, 24 S1 379525 S2 379525
12544 && 12544// 7, 6 S1 94220 S2 94220
20164 && 20164// 126, 36 S1 963295 S2 963295
20736 && 20736// 8, 7 S1 176460 S2 176460
25281 && 25281// 92, 38 S1 1254539 S2 1254539
32400 && 32400// 9, 8 S1 308085 S2 308085
48400 && 48400// 10, 9 S1 508585 S2 508585
69696 && 69696// 11, 10 S1 802010 S2 802010
97344 && 97344// 12, 11 S1 1217450 S2 1217450

Un ejemplo sencillo es el de 1600 como separador de las
dos sumas:

1600=4072, y se tiene:
3672+37/2+38"2+39"2+4072=7230
41N2+42/2+43M2+442=T7230
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Ambas sumas coinciden, luego se cumple la propiedad
pedida.

Con estos ejemplos vemos que la propiedad es exigente,
y pocos numeros la cumplen, pero yo esperaba que
aparecieran menos.

SUMA Y PRODUCTO DE CUBO Y OTRO TIPO

Muchas cuestiones en este documento surgen de los
calculos diarios que publico en Twitter (@Connumeros).

El dia 21/5/19 obtuve esta propiedad:

El numero de fecha de hoy, 21519 se descompone en un
producto de un cubo por un capicta y también en una
suma del mismo tipo:

21519=3"3%x797
21519=12"3+19791

No sabia en ese momento si existirian muchos numeros
que compartieran las dos expresiones N=p"3*q vy
N=r?3+s, y parece que si, que son abundantes.

Para acotar la busqueda, exigiremos que los cuatro
numeros p, g, ry s sean enteros positivos. La exclusiéon
del O evita casos triviales.
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Al iniciar el estudio he pensado que el numero que
acompanfa al cubo puede ser cuadrado o triangular, por
ejemplo, en lugar de capicua.

Suma y producto de cubo y capicua

La primera condiciéon, N=p?3*q, permite desechar
aquellos numeros N que no sean multiplos de un cubo.
Esto se logra facilmente con la descomposicién factorial
y el estudio de los exponentes de los factores primos. El
inconveniente es que se alargaria mucho la explicacion
del procedimiento para crear nuestra funcién
FACTORES vy la rutina SACAPRIMOS. Por eso, y no es
nuevo en nuestros documentos, emprenderemos la
busqueda con medios mas sencillos. El peligro estribaria
en la lentitud, pero no es inconveniente en este caso.
Con Excel se consiguen listas con una rapidez
aceptable.

Comenzamos, como es usual en estas busquedas, con
la creacion de una funcidén, a la que llamaré
CUBOYOTRO, que nos indique si un numero N cumple
los dos requisitos N=p”*3*q y N=r*3+s. Su estructura nos
va a permitir adaptarla a todos los casos que estudiemos,
pues bastara sustituir la funcion ESCAPICUA (para el
caso inicial) por ESCUAD, ESTRIANGULAR u otra. En
cada tipo explicaremos estas funciones auxiliares.
Comenzamos con los capicuas. La funcion
recomendada es la siguiente:
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Public Function cuboyotro$(n, k) ‘Afadimos un
parametro k por si deseamos cambiar cubo por otra
potencia

Dimx, a, y, b, c

Dim s$

s$ = ""‘Usamos un string para presentar bien los cuatro
numeros p, q,ry s

a=n " (1/k) ‘En este primer caso k valdra 3. La variable
a es el tope de busqueda

Forx=1Toa

¢ =n-x " k'Se resta del numero la potencia (en el primer
ejemplo, un cubo)

If escapicua(c) And ¢ > 10 Then ‘Mas adelante se
cambiara ESCAPICUA

For y = 2 To a ‘En esta parte ya se ha cumplido la
segunda condicion N=r*3+s

If n Mod y * k = 0 Then ‘Para la primera condicion p*3
ha de ser un divisor de n

b=n/y*k

If escapicua(b) and b>10 Then ‘Si el cociente es
capicua, se publica la solucion

s$="C1"+Str§(x) + "O1 " +Str$(c) + " C2 " + Str§(y)
+" 02"+ Str$(b)

‘El string nos presenta los cubos C1 y C2 y sus
companeros O1y O2.Puede haber mas soluciones.
End If

End If

Next y
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End If

Next x

If s$ = "" Then s$ = "NO" ‘Asignamos un “NO” al caso
sin solucion

cuboyotro = s$

End Function

Hay que advertir algun detalle sobre esta funcién.

La decision de evaluar en primer lugar la segunda
condicion y después la primera no ha sido deliberada, y
de hecho, poco eficiente, pues si se cambia el orden se
incrementa la velocidad de respuesta de la funcion.
Como resulta rapida asi, no se ha corregido y lo dejamos
Como ejercicio.

Este esquema es la base para otras busquedas. Ya se
ha destacado que con un cambio de ESCAPICUA por
otra funcidn se podrian abordar otros casos. Igualmente,
aunque en lo que sigue haremos k=3 para buscar cubos,
se deja abierta la posibilidad de aumentar el exponente.

La funcion ESCAPICUA se inserta en el Anexo del final
de este capitulo. La costumbre es considerar capicuas
los numeros de una cifra, pero aqui no nos interesa esta
posibilidad, pues aparecen casos sin interés. Exigiremos
que sean mayores que 10, como puedes comprobar en
el listado de la funcion.

Los primeros numeros con esta propiedad son
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528 C1 401 464 C2 2 02 66

704 C1 201 696C2 402 11
888 C1 701 545C2 202 111
1128 C1 801 B16C2 202 141
1188 C1 801 676C2 302 44
1208 C1 801 696C2 202 151
1375 C1 1101 44C2 502 11

1408 C1 1101 77C2 402 22

1616 C1 1001 616 C2 202 202
1696 C1 1001 696 C2 202 212
1856 C1 1101 525C2 202 232

2176 C1 401 2112C2 202 272
2424 C1 1201 696 C2 202 303
2727 C1 1201 999 C2 302 101
2004 C1 1301 707 C2 202 363

2084 C1 1301 787C2 202 373
3064 C1 801 2552 C2 202 383
3862 C1 1401 808 C2 202 444
3632 C1 1401 888 C2 202 454
3773 C1 1101 2442 C2 702 11

Junto a cada uno se presentan los cubos C1y C2 y el
otro componente, en este caso capicua, en O1y O2.

Por ejemplo, 2176=4"3+2112=2"3*272, dos cubos y dos
capicuas.

En PARI

Al tener que cumplir varias condiciones, el listado para
PARI resulta algo extenso, pero es bastante rapido en su
ejecucion.

maxexpo(n) = s=1; f=factor(n); for(i=1, matsize(f)[1],
t=f[i,2]; if(t>>s, s=t)); s
palind(n)=n==eval(concat(Vecrev(Str(n))))
condi1(n)= c=0; if(maxexpo(n)>=3, a=n”"(1/3);
for(x=2, a,
if(n%x"3==0,b=n/x"3;if(palind(b)&&b>=10,c=x))));c
condi2(n)= ¢=0; a=n”"(1/3); for(x=2, a, b=n-
x73;if(palind(b)&&b>=10,c=x));c
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for(y=2,20000, if(condi1(y)&&condi2(y),printi(y,", ”)))

Con él podemos reproducir y ampliar la lista de arriba:

528, 704, 888, 1128, 1208, 1375, 1408, 1616, 1696,
1856, 2176, 2424, 2727, 2904, 2984, 3064, 3552, 3632,
3773, 3952, 4280, 4347, 4440, 4520, 4752, 5488, 5568,
5736, 5994, 6296, 6336, 6464, 6784, 7352, 7752, 8181,
8384, 8888, 10071, 10944, 11000, 11264, 11319, 12224,
12798, 13635, 13875, 14168, 14641, 15928, 16128,
16362, 16375, 17172, 18048, 18656, 19008, 19536,
19629, 19899, ...

Hay que recordar que todos ellos son multiplos de un
cubo con base no ftrivial 'y, por tanto, todos son
compuestos. Entre ellos aparecen casos particulares
interesantes. Por ejemplo:

Numeros del tipo p*3*11 o p*3*101. En estos dos casos
y otros similares, el capicua correspondiente al producto
€S un numero primo, cComo ocurre en

704=4"3*11=2"3+696.

Caso del 14641: Como equivale a 11*4, su desarrollo
seria 1173*11. Hay que esperar que pertenezcan a este
listado potencias de primos, aunque sin buscarlos no se
puede asegurar. Por ejemplo, 101*4 cumple la primera
condiciéon (producto), pero no es suma de cubo y
capicua. El siguiente es 40353607, que es potencia de
primo (40353607=7"9) y se descompone en producto de
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cubo y capicua (40353607=4913*343) y en suma de
cubo y capicua (40353607=334"3+3093903). Hasta una
cota de 8*1077 ya no hay mas casos.

El nimero 14641 es capicua. Podriamos preguntarnos si
existen mas capicuas en la sucesién. En la primera tabla
hemos visto algun capicua. Los primeros son: 888, 3773,
6336, 8888, 14641, 80008, 88088,...

Por ejemplo, 3773 es capicua, y equivale a 1143+2442y
a 7"3*11.

Igualmente, el capicua 6336 es igual a 1123+5005 y a
473*99.

Finalmente, destacamos el numero 74088, que es el
cubo de 42, y también coincide con la suma de otro cubo
y un capicua, 35*3+31213, y también con un producto

similar, 6"3*343. Esto es posible por ser 343 capicua y
cubode 7.

Se podria buscar mas casos particulares, pero es
preferible pasar a otras estructuras, que dejaremos para
el siguiente apartado.
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ANEXO
Caédigo de la funcién ESCAPICUA

Public Function escapicua(n) As Boolean
Dim |, i, k

Dim c As Boolean

Dim auxi$,nn$

nn$ =Str$(n)
auxi= Right(nn$, Len(nn$) - 1)
I = Len(auxi)
c=True
If 1 >1 Then
c = True
i=1
k=Int(l/2)
While i <= k And ¢
If Mid(auxi, i, 1) <> Mid(auxi, | -i+ 1, 1) Then c =
False

i=i+1
Wend
End If
escapicua =c
End Function
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Seguimos con el tema

Hemos estudiado hasta ahora los numeros que son
suma y también producto de un cubo y un capicua. En
esta buscaremos casos similares con cuadrados vy
triangulares.

Caso cubo y cuadrado

Tal como anunciamos en el apartado anterior, si
sustituimos ESCAPICUA en la funcion CUBOYOTRO
por ESCUAD, que determina si un numero es cuadrado
perfecto, podriamos repetir el estudio para cuando los
factores y sumandos fueran uno cubo y otro cuadrado.
El listado de esta otra funcion puede ser el siguiente:

Public Function escuad(n) As Boolean

If n <0 Then
escuad = False
Else

If n = Int(Sqr(n)) » 2 Then escuad = True Else escuad
= False
End If

End function

Efectuando la sustitucién, resultan los numeros de la
tabla, como los menores que cumplen las condiciones
exigidas:
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72 C120164C2 20289

108 C130181C23024

128 C140164C2 202 16
392 C1 701 49C2 202 49
512 C1 701 169C2 202 &4
576 C180164C240289

968 C1 701 625C2 202 121
1323 C1 301 1286 C2 302 49
1372 C1601 1166C2 702 4
1668 C1 701 1225C2 202 198
1944 C12011936C2602 9
2000 C1 401 1936C2 502 18
2304 C1 1201 576 C2 402 38
2312 C1 201 2304C2 202 289
2700 C1 1101 1368 C2 302 100
2888 C1 1401 144 C2 202 361
3200 C1 401 3136 C2 202 400
3267 C1 1101 1936 C2 302 121

Ejemplo: 1323=3"3+36"2=3"3*7"2

Con PARI hay que cambiar un poco el algoritmo, por las
peculiaridades de la funcion issquare:

condi1(n)= my(c=0); a=truncate(n”(1/3)); for(x=2, a,
for(b=2,sqrt(n),if(n==x"3*b*2,c=1)));c

condi2(n)= my(c=0); a=truncate(n”(1/3)); for(x=1, a,
b=n-x"3;if(issquare(b)&&b>0,c=x));c

for(y=1,20000, if(condi1(y)&&condi2(y),print1(y,", "))

Asi podemos ampliar el listado anterior:

72, 108, 128, 392, 512, 576, 968, 1323, 1372, 1568,
1944, 2000, 2304, 2312, 2700, 2888, 3200, 3267, 3456,
3528, 4000, 4608, 5400, 6272, 6400, 6561, 6912, 8192,
8748, 9000, 9800, 10125, 10952, 12168, 12348, 12544,
14283, 14400, 16200, 16928, 17496, 18000, 18252,
18496, 19773,...
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La simultaneidad de un cubo y de un cuadrado en un
producto hace sospechar que algunos términos sean
potencias perfectas en esta sucesion. En efecto, los
primeros casos son:

128=27, 512=2"9, 6561=3"8, 8192=2"13, ...

En ellos el exponente se ha formado combinando el 3 del
cubo con el 2 del cuadrado.

Caso cubo y triangular

En la funcion CUBOYOTRO podemos sustituir la funcion
ESCUAD por la ESTRIANGULAR. Un numero es
triangular cuando al multiplicarlo por 8 y sumar 1 se
convierte en cuadrado. Lo puedes ver con un sencillo
desarrollo:

8*T(n)+1 = 8*n*(n+1)/2+1 = 4n?+4n+1 =(2n+1)?

Con esta propiedad se construye un criterio para saber
Si un numero es triangular:

Function estriangular(n) As Boolean

Dim a

If escuad(8 * n + 1) Then estriangular = True Else

estriangular = False
End Function

Sustituimos en CUBOYOTRO la funcion ESCAPICUA (o
ESCUAD) por esta otra y obtendremos los numeros que
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son producto de cubo y triangular y también una suma
del mismo tipo. Los primeros son:

8 Cl 2CAP1 OC2 2CAPZ 1

27 C1 3CAPL OC2 3CAP2 1

48 C1 3CAP1 21C2 2CAP2 6

405 C1 3CAP1 378C2 3CAP2 15
567 C1 8CAPL 55C2 3 CAPZ 21
648 C1 8CAP1 136 C2 6 CAP2 3
750 C1 9CAP1 21C2 5CAP2 6

a60 C1 9CAPL 231C2 4 CAP2 15
1029 C1 9CAP1 300C2 7CAP2 3
1215 C1 8CAP1 703 C2 3 CAP2 45
1344 C1 6CAPLl 1128C2 4 CAP2 21
1680 C1 3 CAP1 1653 C2 2 CAP2 210
1848 C1 12 CAPI1 120C2Z 2 CAP2 231
2024 C1 2CAP1 2016 C2 2 CAP2 253

Como en anteriores ocasiones, C1 y C2 son los dos
cubos y CAP1, CAP2, en este caso, los triangulares (se
ha deslizado la abreviatura de capicua).

Por ejemplo, 1029=93+300=9"3+24*25/2, suma de
cubo y triangular, y ademas, 1029=773*3=7"3*2*3/2.
Producto de cubo y triangular.

En estos ejemplos esta incluido el 0 como triangular. En
el siguiente listado, obtenido con PARI, no figuran:

48, 405, 567, 648, 750, 960, 1029, 1215, 1344, 1680,
1848, 2024, 2106, 2160, 2835, 2880, 3240, 3248, 3430,
3480, 3672, 4760, 5145, 5328, 5670, 7203, 8100, 8232,
10125, 12160, 12320, 12555, 13392, 15000, 15147,
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15309, 15435, 15624, 16128, 16848, 17982, 18865,
19656, ...

Con vistas a estudiar este lenguaje, se inserta el codigo
usado:

condi1(n)= my(c=0); a=truncate(n”(1/3)); for(x=2, a,
for(b=2,sqrt(2*n),if(n==x"3*b*(b+1)/2,c=1)));c

condi2(n)= my(c=0); a=truncate(n”(1/3)); for(x=1, a,
b=n-x"3;if(issquare(8*b+1)&&b>0,c=x));c

for(y=1,20000, if(condi1(y)&&condi2(y),printi(y,", ”)))

Cubos con primos

Para esta modalidad necesitamos la funcién ESPRIMO.
La puedes consultar, por ejemplo, en la direccion

https://hojaynumeros.blogspot.com/2016/05/palprimos-
primos-palindromicos.html|

Al igual que se procedio en casos anteriores, sustituimos
ESCAPICUA por ESPRIMO en la funcién CUBOYOTRO,
con el resultado:
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24 C1 1PR1 23C2 2PR2 3

40 C1 3PR1 13C2 2PR2 5
54 C1 1PR1 53C2 3PR2 2
56 C1 3PR1 29C2 2PR2 7
81 C1 4PR1 17C2 3PR2 3
88 C1 3PR1 61C2 2PR2 11

104 C1 1PR1 103C2 2PR2 13
128 C15PR1 3C2 4PR2 2

135 C1 4PR1 71C2 3PR2 5

136 C1 5PR1 11C2 2PR2 17
152 C1 1PR1 151 C2 2PR2 19
184 C1 5PR1 59C2 2PR2 23
189 C1 2PR1 181C2 3PR2 7
192 C1 5PR1 67C2 4PR2 3

232 C1 5PR1 107 C2 2PR2 29
250 C1 3PR1 223C2 5PR2 2
296 C1 3PR1 269C2 2PR2 37
297 C1 4PR1 233C2 3PR2 11

Si observamos las dos Uultimas filas, descubriremos
muchos numeros primos como base del segundo cubo.
En este caso, el numero tendra una descomposicion en
factores primos del tipo N=p”3*q, con lo que poseera
ocho divisores si p es distinto de q, porque
TAU(N)=(3+1)(1+1)

Por ejemplo, 189=2"3+181=3"3*7, y sus ocho divisores
son 189, 63, 27,21,9,7,3y1.

Si p=q, N=p?4, como es el caso de 81, y
TAU(81)=1+4=5, siendo sus divisores 81, 27,9, 3y 1.

Terminamos aqui los casos. Podriamos ahora repetir el
trabajo con cuartas o quintas potencias, pero se intuye
qgue no tendrian demasiado interés. Como propuesta, se
incluyen los primeros de algunos casos:
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Potencias cuartas con primos
Numero Descomposicion

32 C11PR1 31C2 2PR2 2
48 C1 1PR1 47C2 2PR2 3
80 C11PR179C2 2PR2 5
112 C1 3PR1 31C2 2PR2 7
208 C1 3PR1 127C2 2PR2 13
243 C1 2PR1 227 C2 3PR2 3

Por ejemplo, 112=3"4+31=2"4*7
Potencias cuartas con cuadrados
Numero Descomposicion

400 C1 4PR1 144 C2 2PR2 25

2025 C1 6 PR1 729 C2 3 PR2 25

3600 C1 6 PR1 2304 C2 2 PR2 225
6400 C1 8 PR1 2304 C2 4 PR2 25
15625 C1 10 PR1 5625 C2 5 PR2 25

Asi, 3600=6"4+48"2=2"4*15"2

Es facil razonar que todos los numeros de este tipo son
cuadrados.

137



Potencias cuartas con triangulares

16 C1 1PR1 15C2 2PR2 1

9% C1 3PR1 15C2 2PR2 6
2401 C1 4 PR1 2145C2 7 PR2 1
3040 C1 5PR1 2415C2 2 PR2 190

No tiene interés seguir con mas ejemplos. Aqui
terminamos.

SUMANDOS CON EL MISMO CARACTER QUE
LA SUMA

Si manejamos muchos tipos de numeros, observaremos
que no es infrecuente que un numero de un tipo sea
suma de otros dos que comparten ese tipo con él. Los
ejemplos mas sencillos son los numeros pares, en los
que es facil descomponer un par en suma de otros dos
(incluido el 0), como 22=10+12. También es clasico el
ejemplo de las ternas pitagoricas, en las que un
cuadrado (de la hipotenusa) es suma de otros dos
cuadrados (los de los catetos), como 5*2=3"2+4"2. El
caso mas conocido es el de los numeros de Fibonacci,
gue son suma de los dos anteriores.
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Segun el Ultimo Teorema de Fermat, no podemos buscar
otros ejemplos con cubos o potencias mayores, asi que
no trataremos con potencias.

(https://es.wikipedia.org/wiki/%C3%9Altimo teorema d
e_Fermat)

En mis publicaciones suelo manejar frecuentemente
numeros semiprimos, oblongos, triangulares vy
poligonales. De los primos no hablamos, porque solo
cumplirian esto los términos mayores de un par de
primos gemelos, como 19=17+2

Realizaremos unas busquedas y razonamientos sobre
algunos de ellos.

Suma de semiprimos

Llamamos semiprimos a los numeros que son producto
de dos factores primos, iguales o diferentes.

Para identificar semiprimos usamos esta funcion de
Excel de disefo propio:

Public Function essemiprimo(n) As Boolean
Dim a, b, r
Dim es As Boolean

es = False ‘Al principio suponemos que no es semiprimo
a = 2 ‘La variable a recorrera los numeros primos
r=38qr(n)

While a <=r And Not es
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b = n / a ‘Dividimos n entre el primo y si el cociente es
primo, ya lo tenemos

If esprimo(b) Then es = True

a = primprox(a) ‘Se busca el proximo primo

Wend

essemiprimo = es

End Function

Hemos tenido que crear esta funcion porque el lenguaje
VBasic es algo pobre para estos calculos. En PARI lo
tendriamos mas facil. Basta pedir que bigomega(n)=2.
Esta funcion cuenta factores primos con repeticiéon. Si
vale 2, es que n es semiprimo.

Tanto con una como con la otra, tomaremos semiprimos,
los descompondremos en dos sumandos y si ambos
también son semiprimos, habremos encontrado un
ejemplo.

En Excel usamos la funcion SUMATIPO que esta
disefiada para adaptarla a todos los casos que
estudiemos en este apartado. En el listado figura la
busqueda de semiprimos:

Function sumatipo$(n)
Dim i, j
Dim s$
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S —
If essemiprimo(n) Then

i =4 ‘Primer semiprimo

Whilei<n Ands=""

If essemiprimo(i) Then

j=n-i

If essemiprimo(j) Then s = Str$(i) + Str$(j) ‘Da la
solucidn si la encuentra

End If

i=i+1

Wend

End If

sumatipo = s ‘Devolvera un texto con la solucién

End Function

Esta funcion devuelve una cadena vacia si no cumple la
condicion o los dos sumandos si la cumple.

Si organizamos una busqueda obtendremos el resultado
inesperado de que todos Ilos semiprimos se
descomponen asi salvo cinco (4, 6, 9, 22 y 33
http://oeis.org/A137253)

En efecto, los primeros a partir del 10 se descomponen
asi:

10=2*5=6+4=2*3+2*2

14=2*7=10+4=2*5+2*2

15=3*5=6+9=2*3+3*3

141


http://oeis.org/A137253

Puedes reproducir la busqueda con PARI. Inserta en la
pagina https://pari.math.u-bordeaux.fr/gp.html el
siguiente codigo:
sumatipo(n)=my(m=0);if(bigomega(n)==2,i=4;while(m==
0&&i<n,if(bigomega(i)==2&&bigomega(n-
)==2,m=1);i+=1));m

for(i=6, 200, if(sumatipo(i),print1(i,", "))

Obtendras todos los semiprimos salvo 4, 6, 9, 22 y 33:

1e, 14, 15, 21, 25, 26, 34, 35, 38, 39, 46, 49, 51, 55, 57, 58, 62, 65, 69, 74, 77, 82, 85, 86, 87, 91, 93, 94, 95, 1
86, 111, 115, 118, 119, 121, 122, 123, 129, 133, 134, 141, 142, 143, 145, 146, 155, 158, 159, 161, 166, 169, 177, 17
8, 183, 185, 187, 194,

Si sustituimos sumatipo(i) por

bigomega(i)==2&&sumatipo(i)==0 y comenzamos en el
4, obtendremos

|4, 6, 9, 22, 33,

Son las cinco excepciones.

En los ejemplos de mas arriba, los sumandos
semiprimos comparten algun factor. Casi todos los
semiprimos se pueden descomponer en sumandos con
los cuatro factores distintos, como por ejemplo 95, que
se descompone como 21+74=3*7+2*37, y los cuatro
factores primos 3, 7, 2 'y 37 son todos distintos.

Hay una forma de encontrarlos con PARI:

sumatipo(n)=my(m=0);if(bigomega(n)==2,i=4;while(
m==0&&i<n,if(lomega(i)==2&&omega(n-
i)==2&&omegal(i*(n-i))==4,m=1);i+=1));m
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for(i=4,250, if(sumatipo(i),print1(i,", *)))

En esta funcién sumatipo usamos omega para exigir que
los sumandos sean semiprimos y su producto tenga
cuatro factores primos, lo que garantiza que sean los
cuatro distintos.

Al aplicarla nos llevamos la sorpresa de que todos los
semiprimos a partir de 85 pueden descomponerse de
esa forma. Los semiprimos que no lo admiten son

4,6, 9, 10, 14, 15, 21, 22, 25, 26, 33, 34, 35, 38, 39, 46,
51, 58, 62, 82.

Es solo una conjetura.
Suma de triangulares

Si en la funcién sumatipo sustituimos essemiprimo por
estriangular, podremos encontrar los numeros
triangulares (tipo N(N+1)/2) que se descomponen en
suma de otros dos triangulares. La funcion estriangular
se basa en que si n es triangular, 8n+1 es cuadrado

(ver https://hojaynumeros.blogspot.com/2009/12/suma-
de-tres-numeros-triangulares.html)

Basandonos en esa propiedad, la funcién puede tener
este codigo:

Public function estriangular(n) as boolean
dim a
a = Int(sqr(8*n+1))
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if a*a=8*n+1 then estriangular = true else estriangular
= false
end function

Hecha la sustitucion obtenemos los triangulares que son
suma de otros del mismo tipo:

6, 21, 36, 55, 66, 91, 120, 136, 171, 210, 231, 276, 351,
378, 406, 496, 561, 666, 703, 741, 820, 861, 946, 990,
1035, 1081, 1176, 1225, 1326, 1378, 1431, 1485, 1540,
1596, 1653, 1711, 1770, 1891, 1953, 2016, ...

Estan publicados en http://oeis.org/A089982

Por ejemplo, 1326=465+861, y los tres son triangulares

Con nuestro Buscador (Ver Presentacion) el planteo es

muy simple:
TRIANGULAR
SUMATT

Exige que N sea triangular y suma de triangulares. El
resultado coincide con el listado abterior:
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Solucién Detalles
6 3+ 3
21 6+ 15
36 15+ 21
55 10 + 45
66 21+ 45
91 36 + 55
120 15+ 105
136 45+ N
171 66 + 105
210 105 + 105
231 21+ 210
276 45+ 21
351 120 + 231
378 78+ 300
406 28+ 378

Cuando un numero m es suma de dos triangulares se
cumple que todos los factores primos de 4m+1 son
del tipo 4k+1, porque ese numero es suma de dos
cuadrados al menos. En efecto, se puede plantear:

a(a+1)+b(b+1)_
2 2 "

Esto equivale a
4a° +4a+1+4b*+4b+1=8m+2
Es decir
2a+1)?+@2b+1)>=8m+2

Para que un numero admita esta descomposicion
ningun factor primo suyo puede ser del tipo 4k+3, luego
8m+2 lo cumplira, y también su mitad 4m+1, ya que el 2
no influye en esa posibilidad.
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Por otra parte, en los numeros triangulares la expresion
8m+1 es un cuadrado, luego 8m+2 es igual a otra suma
de cuadrados distinta de la anterior, y sus factores
primos del tipo 4k+1 seran al menos dos, e igual le
ocurrira a su mitad 4m+1.

Lo vemos con un ejemplo: 21 es un triangular que se
descompone en suma de dos triangulares, ya que
21=15+6, es decir, que 6*7/2=5"6/2+3*4/2, y el valor de
4m+1 es en este caso 85, que se descompone como
85=5"17=(4"1+1)(4*4+1), luego ambos factores primos
son del tipo 4k+1 y son dos, con lo que se cumple la
consideracion indicada en el parrafo anterior. Ademas,
85=72+6

Suma de oblongos

Esta busqueda es similar a la anterior, con la sustitucion
de la expresion 8m+1 (que es un cuadrado en los
triangulares) por 4m+1, que tiene una propiedad similar
en los oblongos. Corregimos la funcidn sumatipo en este
sentido y obtenemos los numeros oblongos que son
suma de dos oblongos:

12,42, 72, 110, 132, 182, 240, 272, 342, 420, 462, 552,
702, 756, 812,992, 1122, 1332, 1406, 1482, 1640, 1722,
1892, 1980, 2070, 2162, 2352, 2450, 12, 42, 72, 110,
132, 182, 240, 272, 342, 420, 462, 552, 702, 756, 812,
992, ...
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Por ejemplo, 462 es oblongo, ya que 462=21*22, y se
descompone en 462=42+420, que son ambos oblongos:
42=6*7 y 420=20*21

Este listado lo hemos obtenido con la version en PARI,
que es mas rapida.

sumatipo(n)=my(m=0);if(issquare(4*n+1),i=2;while(m
==08&&i<n,if(issquare(4*i+1)&&issquare(4*(n-
i)+1),m=1);i+=1));m

for(i=4,5000, if(sumatipo(i),print1(i,", "))

Con el Buscador solo hay que cambiar minimamente las

condiciones:
OBLONGO
SUMA O O

Solucién Detalles
12 6+ 6
42 12+ 30
72 30+ 42
110 20+ 90
132 42 + 90
182 72+ 110
240 30+ 210
272 80+ 182
342 132 + 210
420 210+ 210
462 42 + 420
552 80 + 462
702 240 + 482
756 156 + 600

Es evidente que estos numeros son el doble de los
obtenidos como triangulares, pues toda suma de
oblongos se corresponde con otra de triangulares, y a la
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inversa. Hemos querido plantear la busqueda a
sabiendas de esta coincidencia.

Estos numeros poseen una propiedad similar a la de los
triangulares, y es que si m es uno de ellos, 2m+1 solo
tiene factores primos del tipo 4k+1 y al menos dos.

Por ejemplo, 72 es oblongo (8*9) y suma de oblongos,
42 (6*7) y 30 (576), y en este caso 2*72+1=145 tiene
como factores primos 5y 29, ambos del tipo 4k+1.

Sus indices, aunque con otra orientacion, estan
publicados en http://oeis.org/A012132

Otros poligonales

Hemos estudiado los numeros triangulares y no hemos
considerado los cuadrados porque este caso es propio
de las ternas pitagoricas

(https://es.wikipedia.org/wiki/Terna_pitag%C3%B3Jrica).

Pasamos entonces a los numeros pentagonales, ya
estudiados este afio aqui.

https://hojaynumeros.blogspot.com/2020/11/numeros-
pentagonales-1.html

https://hojaynumeros.blogspot.com/2020/11/numeros-
pentagonales-2.html
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Si lees estas entradas comprobaras que el criterio para
ver si un numero P es pentagonal consiste en que ha de
ser cuadrado 1+24P. Si en la funcién sumatipo uso la
funcion explicada en ellas ordenpentagonal, basta pedir
gue no sea nula para que aparezcan los primeros casos.

Son estos:
Pentagonal| Dos sumandos pentagonales
70 3535
92 2270
852 70782
925 210715
1247 532 715
1426 4251001
1926 925 1001
2625 580 2035
3577 145 3432
5192 1162 4030
6305 3015 3290
G501 2625 3876
7107 2262 4845
Estos numeros estan publicados en
http://oeis.org/A136117

Numeros hexagonales

Se tratan igual que los pentagonales, siguiendo las
funciones definidas anteriormente.

El resultado es
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Hexagonal | Sumandos hexagonales
276 45231

703 325 378
861 231630
1225 190 1035
2850 435 2415
3003 153 2850
4560 2145 2415
5151 780 4371
8128 1225 6903
10878 3003 7875
11781 177010011
12090 4950 7140
12720 530 12090

Publicados en http://oeis.org/A133215

Aqui paramos el estudio.

SE CONSERVAN PROPIEDADES AL
MULTIPLICAR POR 10

Muchas propiedades de los numeros enteros se
conservan cuando le afladimos un cero a la derecha, es
decir, si los multiplicamos por 10. Un ejemplo lo
constituyen todas las referentes a ser multiplo de otro
numero, como los pares o los multiplos de 3 o 5, que
siguen siéndolo si les afadimos un 0. Igual ocurre con
las hipotenusas de las ternas pitagoricas.

Otras propiedades desaparecen en esta operacion,
como el hecho de ser un cuadrado perfecto. Si a 144 le
afadimos un cero, se convierte en 1440, que no es
cuadrado. lgual ocurre con la propiedad de ser primo o
semiprimo. Tampoco parece (lo he comprobado
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parcialmente) que los términos de la sucesion de
Fibonacci cumplan esto.

Por ultimo, existen propiedades que se conservan en
unos numeros si y en otros no. Esas son las que
estudiaremos aqui con algunos numeros figurados.

Oblongos

Los oblongos, es decir los del tipo k=n(n+1) se
caracterizan porque 4k+1 ha de ser un cuadrado. Por
tanto, para que un oblongo conserve su caracter al
multiplicarlo por 10, también debera ser cuadrado 40k+1.
En este hecho se basa esta condicion en PARI:

ok(n)=issquare(4*n+1)&&issquare(40*n+1)

Con ella, anadiendo un bucle, podemos investigar qué
oblongos conservan su caracter al afladirles un cero:

ok(n)=issquare(4*n+1)&&issquare(40*n+1)
for(i=1,10"6,if(ok(i), print(i)))

2

Obtenemos: 42
156
3080
60762

225150
?

Con un poco de paciencia, llegando hasta potencias
altas de 10, podemos encontrar esta sucesion:
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2,42, 156, 3080, 60762, 225150, 4441556, 87618960,
324666342, 6404720870, 126346479756,
468168640212, 9235603053182, 182191536189390,
675098854519560, 13317733197967772,
262720068838620822, 973492080048565506,
19204162035866474240

Por ejemplo, 3080 es oblongo, porque 3080=55*56, y
30800 también lo es, ya que 30800=175*176

Esta sucesion esta formada por los dobles de la siguiente
que estudiaremos.

Con el Buscador no podremos llegar muy lejos, ya que
es mas lento, pero lo intentamos con estas condiciones:

Buscamos desde el numero 1

Hasta el namero 100000

Con estas propiedades:

OBLONGO
ES OBLONGO(N*10)

Se entienden bien las dos condiciones. Con un poco de
paciencia, obtendremos cinco resultados:
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Solucién

42
156
3080
60762

Otro método de busqueda

Gy 0

Si llamamos “y” a la raiz cuadrada de 4k+1 y “x” a la de
40k+1, ambas deben ser enteras, y despejando k
tenemos que k=(y?-1)/4=(x2-1)/40, con lo que llegamos a
una ecuacion de tipo Pell: x2-10y?=-

Podemos plantear una busqueda de todos los numeros

y” tales que 10y?>-9 sea cuadrado. Estos son los
primeros resultados:

El valor de k se obtiene de (y>1)/4 y coincide con el
oblongo buscado. Es un algoritmo mucho mas rapido

v X k

1 1 0

3 9 2

13 41 42

25 79 156

111 351 3080

493 1559 60762
949 3001 225150
4215 13329 4441556
18721 59201 87618960
36037 113959 324666342

que el anterior.
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Triangulares

Si probamos con los triangulares, basta saber que la
condicion que han de cumplir es que 8T+1 sea un
cuadrado, luego, si los buscamos de la misma forma que
los oblongos, resultaran numeros que seran la mitad de
los anteriores. Estan publicados en
http://oeis.org/A068085. Puedes comprobar en su listado
que son la mitad de los oblongos del apartado anterior
(en OEIS suelen comenzar por el 0)

0, 1,21, 78, 1540, 30381, 112575, 2220778, 43809480,
162333171, 3202360435, 63173239878,
234084320106, 4617801526591, 91095768094695,
337549427259780, 6658866598983886,
131360034419310411

En nuestra sucesion hemos logrado dos términos mas.

Insertamos el planteo correspondiente al Buscador:

TRIANGULAR
ES TRIANGULAR(N*10)

Solucion
1
21

78
1540
30381

Podemos organizar una busqueda alternativa, como
procedimos con los oblongos. Tendriamos que plantear
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x2-10y>=-9 y solo cambiaria que para obtener k
deberiamos usar (y?-1)/8.

Algunos poligonales

Los pentagonales no presentan ningun caso entre los
primeros numeros, pero en los hexagonales existe
alguno:

1540 es el unico hexagonal menor que 1078 que posee
la propiedad de que al anadirle un cero por la derecha
sigue siendo hexagonal:

La férmula de los hexagonales es n(2n-1) y se cumple
que

1540=28x(2x28-1)
15400=88x(2x88-1)

Una idea seria la de extraer ejemplos del listado de
triangulares visto mas arriba, ya que todo hexagonal
equivale a un triangular impar. Asi hemos obtenido otro
ejemplo, 3202360435, de indice 40015, y que al
multiplicarlo por 10 se convierte en el hexagonal de
indice 126538.

En efecto:
3202360435=40015*(2*40015-1)
32023604350=(126538%(126538%2-1))

Los primeros heptagonales con esta propiedad son 7,
748, 2772, 202635 y 78857064.
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Se puede usar la condicién
ok(n)=issquare(40*n+9)&&issquare(400*n+9).
Por ultimo, no parece que existan octogonales que

cumplan lo exigido. Con esto dejamos la busqueda, que
ha resultado mas limitada de lo esperado.

SUMA DE DOS IGUAL A OTRA DE TRES

El 18 de abrii de 2021 publiqué en Twitter
(@connumeros) la siguiente identidad:

18421x18422/2+18422x18423/2=15040%x15041/2+1504
1x15042/2+15042x15043/2

Era un caso particular basado en la sucesion
http://oeis.org/A262489, que contiene los indices de las
sumas de dos numeros triangulares que son
equivalentes a otras sumas de tres triangulares
consecutivos.

Con una simple hoja de calculo se puede construir la
identidad. Basta iniciar un estudio algebraico. Sea n el
indice del primer triangular de la suma S. Es facil ver que
se cumplira que

S=n(n+1)/2+(n+1)(n+2)/2=(n+1)?

156


http://oeis.org/A262489

Es una conocida propiedad de los triangulares, que dos
consecutivos suman un cuadrado. Si ahora la igualamos
a otra suma de tres triangulares, queda:
X(X+1)+(x+1)(x+2)+(x+2)(x+3)=3x2+9x+8=23

El discriminante de esta ecuacién sera

D=92%-4*3*(8-2S)

D=81-96+24S

D=24S-15, que debera ser cuadrado para que la

identidad se cumpla.

En el ejemplo de mas arriba, S=184222=339370084,
luego D tendra el valor

D=24*339370084-15=8144882001=902492

Efectivamente, es un cuadrado, por lo que se puede
resolver la ecuacion de segundo grado dada,
3x?+9x+8=2*339370084, resultando x=(-
9+90249)/6=15040, que es el indice inicial que figura en
la identidad inicial de este capitulo.

Este estudio nos da una pista para encontrar los indices
de numeros triangulares que intervienen en estas
identidades. Bastara exigir que 24*(n+1)?-15 sea un
cuadrado.

Con una simple busqueda de esa condicién en hoja de
calculo encontramos las primeras soluciones:
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n X

7 5

18 14

78 63
187 152
781 637
1860 1518
7740 6319
18421 15040

Coinciden con las primeras contenidas en la sucesion
citada. Se ha anadido una columna con los indices
iniciales de la suma triple. Esos estan incluidos en la
sucesion http://oeis.org/A165517

A262489 The index of the first of two consecutive positive
triangular numbers (A000217) the sum of which is equal
to the sum of three consecutive positive triangular
numbers.

7,18, 78, 187, 781, 1860, 7740, 18421, 76627, 182358,
758538, 1805167, 7508761, 17869320,...

Es facil organizar esta busqueda en PARI. Basta usar
ok(n)=issquare(24*(n+1)"2-15)
for(i=1,1078,if(ok(i),print(i)))

De esa forma obtendremos nuevos términos con mas
rapidez.
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1

T

18

T8

187

781

1860
TT4O
18421
Te62T
182358
758538
1805167
7508761
17869320
T4329080

Para proseguir encontrando términos es preferible usar
la recurrencia sugerida en esa pagina:

a(n) = a(n-1)+10*a(n-2)-10*a(n-3)-a(n-4)+a(n-5) for n>5.

El uso de esta recurrencia se basa en que la ecuacion
que hemos usado, x?-24y?=15 es de tipo Pell y, en ese
caso, las soluciones siguen una recurrencia.

He acudido a mi hoja de calculo para la prolongacion de
una recurrencia.

(http://www.hojamat.es/blog/ecurrecurre.xlsm)

En primer lugar, escribo en la fila correspondiente los
diez primeros términos de la sucesion y pulso sobre el
boton “Homogénea”. Se planteara automaticamente un
sistema de ecuaciones con esos términos:
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‘ Orden | 5 | Homogénea ‘ No homogénea | Resolver
Sucesion 7 18 78 187 781 1860 7740
7 18 78 187 781 1860
18 78 187 781 1860 7740
78 187 781 1860 7740 18421
187 781 1860 7740 18421 76627
781 1860 7740 18421 76627 182358

Acudimos al botén “Resolver” y obtendremos los cinco
coeficientes de la recurrencia:

781 1860 7740
1
-1
-10
10
1

Efectivamente, es cierto que a(n) = a(n-1)+10*a(n-2)-
10*a(n-3)-a(n-4)+a(n-5). Con ella podemos prolongar la
sucesion cuanto deseemos, a partir de los cinco primeros
términos.

Caso de numeros oblongos

Con los indices de la sucesidon que estudiamos se
pueden construir oblongos en lugar de triangulares,
usando la expresion N(N+1). Por ejemplo, el numero 78
daria lugar al oblongo 78*79, que sumado con su
siguiente, 79*80, daria un resultado de 12482, que
equivale a la suma de tres oblongos:

12482 =63*64+64*65+65"66
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Caso de numeros cuadrados

Un planteamiento similar para cuadrados es:
n?+(n+1)2=k2+(k+1)?+(k+2)?

Manipulamos algebraicamente y queda
(2n+1)+1=6(k+1)*+4

Esto quiere decir que ((2n+1)%-3)/6 ha de ser un
cuadrado.

Con nuestra funcion escuad y una busqueda obtenemos
las primeras soluciones:

1
13

133
1321
13081
129403

En efecto, por ejemplo,
13/2+1472=10"2+11/2+12"2=365

Con PARI se encuentran mas facilmente. Usamos:
for(i=0,1078,if(issquare(((2*i+1)*2-3)/6), print(i)))

Asi se obtienen:

161



1
13

133
1321
13081
129493
1281853

12689041
?
1 —

Recurrencia

Al ser las ecuaciones de tipo Pell, podemos confiar en
que los resultados se obtengan con una recurrencia
lineal de tercer orden. Acudimos de nuevo a nuestra
herramienta de hoja de calculo:

Sucesion | 13 | 133 1321 13081 129493 1281853
90,8125 -99,70833 9,145833 1
-99,70833 107 -9,791667 -11
9,145833 -9,791667 0,895833 "

Una curiosa equivalencia

Los coeficientes obtenidos coinciden con los publicados
en http://oeis.org/A031138, sucesion que contiene los
mismos elementos con distinta definicion. En esa
sucesion se exige que 125+225+375+475+.. k*5 sea un
cuadrado perfecto. Las dos condiciones son
equivalentes. Lo vemos.

Segun la formula de Faulhaber
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(https://es.wikipedia.org/wiki/F %C3%B3rmula_de Faulh
aber) la suma de esas potencias equivale a un polinomio
de sexto grado. La imagen siguiente esta tomada de esa
direccion de Wikipedia:

19 025 135 ... b = 2ﬂ6+6n51—;—5n4_n2

Resulta que la condicion que obtuvimos mas arriba, que
sea cuadrado ((2n+1)2-3)/6=(4n?+4n-2)/6 es equivalente
a la de OEIS.

Si multiplicamos el polinomio de Faulhaber por 144,
seguira siendo cuadrado, resultando 24n%+72n°+60n*-
12n%. Si también el polinomio obtenido aqui lo
multiplicamos por 36, seguira siendo cuadrado, y nos
dard 24n2+24n-12. El cociente entre ambos es un
polinomio cuadrado perfecto (n+1)?=n?+2n+1.

En la imagen se incluye una captura de pantalla del
calculo correspondiente con la calculadora Wiris:

(24n*+ 72n*+60n% - 12)
24n%+24n—12

= n’+2-n+1

Por tanto, el caracter de cuadrado perfecto en una
definicion coincide con la otra, luego la sucesion
contenida en_http://oeis.org/A031138 coincide con la que
estudiamos.
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En la imagen podemos observar como para el 13 se
cumple esta condicion: la suma de potencias quintas del
1 hasta 13 es un cuadrado perfecto:

K Suma potencias quintas
1 1

32 33

243 276

1024 1300

3125 4425

7776 12201

16807 29008
32768 61776
59049 120825
100000 220825
161051 381876
248832 630708 Raiz cuadrada
371293 1002001 1001

Es cuadrado perfecto

O~ U kW N e R

[T
Wk o P

Estas conexiones son las que dan interés y elegancia a
los calculos matematicos.

SUMAS DE K ENTEROS POSITIVOS
CONSECUTIVOS

Recorriendo un poco al azar la pagina de OEIS
(http://oeis.org/) descubri que existen varias sucesiones
en las que sus elementos se pueden descomponer como
suma de K enteros positivos consecutivos, pero no en
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sumas de ese tipo con menor numero de sumandos. Hay
muchas variantes. Estas son algunas:

http://oeis.org/A270298: En ella figuran los que se
descomponen en ocho sumandos, pero no en menos,
como es 172=18+19+20+21+22+23+24+25, que es
suma de ocho elementos, y veremos mas adelante que
no es posible una suma con menos sumandos
consecutivos.

http://oeis.org/A270296: Contiene los que se
descomponen en cinco sumandos pero N0 en menos,
como 20=2+3+4+5+6.

Otra sucesion es http://oeis.org/A270299, para once
sumandos, y se pueden encontrar otras para casos
diversos.

Aqui abordaremos el tema en general, dando pautas y
busquedas para cualquier valor de K. Comenzaremos
estudiando qué numeros admiten una suma con K
sumandos enteros positivos consecutivos y, en otro
paso, nos quedaremos con aquellos para los que esa
suma tenga el minimo numero de sumandos.

Numeros que son suma de K sumandos

Si K es impar, el problema es mas simple, porque en
cualquier suma de ese tipo, como 44+45+46+47+48, con
K=5, existe un numero central, aqui el 46, y pares de
sumandos simétricos cuya suma es el doble del mismo,
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como 45+47=44+48=2%46, Por tanto, la suma es 5 veces
mayor que 46, y ha de ser, por tanto, multiplo de 5. A la
inversa, cualquier multiplo de 5 se puede organizar como
una serie de sumandos alrededor de un central.

Por ejemplo, 42 es multiplo de 7, y el término central
seria 6, con lo que podemos escribir la suma
3+4+5+6+7+8+9=42.

Si K es par, es algo un poco mas complicado. Por
ejemplo, con cuatro sumandos la suma se podria escribir
como n+n+1+n+2+n+3=4n+6. Esto significa que la suma
ha de ser par, pero no multiplo de 4. Quiere decir que se
podran expresar como suma de cuatro consecutivos los
multiplos de 2 que no lo sean de 4.

14 es un ejemplo de suma de cuatro. Al dividirlo entre 4
resulta 3,5 como “falso término central”, y usamos los
enteros mas proximos: 2+3+4+5. Su doble, 28, si seria
multiplo de 4. 14 no seria multiplo, pero su doble si.

Por otra parte, no basta con estas condiciones, porque
algun numero daria soluciones con sumandos negativos
o nulos. Por ejemplo, para expresar 6 con cuatro
sumandos, el falso término central seria 6/4=1,5, y los
sumandos 0+1+2+3, con el 0 no positivo.

Para evitar esto se debera verificar que el término central
(verdadero o falso) sobrepase la mitad entera del numero
de sumandos, con lo que garantizamos que el primer
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sumando sea al menos 1. En el siguiente apartado
veremos una condicion equivalente mas practica.

Estudio algebraico

Una suma de K enteros consecutivos a partir de N, es
decir, N+N+1+N+2+...N+K-1, se puede resumir como
suma de una progresion aritmética:
(N+N+K—1)*K_N K(K-1)

K
2 HE L

Si pretendemos dividir la suma entre K, tal como
efectuamos en parrafos anteriores, quedaria:

SWNK)_ K1

K 2

Si K es impar, esta expresion sera entera, y nos dara el
término central de la suma. Si K es par, resultara el “falso
término central”’, alrededor del cual se construiran pares
de sumandos.

S(N,K) =

La primera de las igualdades nos indica que, para que el
primer término N sea positivo, se ha de cumplir que
K(K—1)

2
En el ejemplo anterior del 6 con 4 sumandos no se
cumplira esto, porque 6=4*3/2, y no se cumple la
desigualdad.

S(N,K) >
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Funcién con hoja de calculo

Estas consideraciones tedricas se pueden unir en una
funcion que nos indique si un numero equivale a K
sumandos consecutivos o0 no:

Function sumacons(n, k) As Boolean ‘Devuelve
verdadero o falso

Dim es As Boolean

Dim b, ¢

If n > k * (k-1)/ 2 Then ‘Condicion previa para poder
sequir

b = n/ k ‘Cociente entre suma y numero de sumandos
¢ =2 *n/k ‘Doble del anterior

Ifk/2=k\2 Then ‘Caso PAR

If b <> Int(b) And c = Int(c) Then es = True Else es =
False ‘No es multiplo de k, pero si su doble

Else

If b = Int(b) Then es = True Else es = False ‘Caso
IMPAR. Basta con que sea multiplo de k

End If

Else

es = False

End If

sumacons = es

End Function
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Si poseemos ya un criterio para saber si N es suma de K
sumandos, el siguiente paso seria si también es suma
para valores mas pequefos que K. Esta es la parte facil
del estudio, porque basta un bucle de busqueda para
determinarlo:

Function sumaconsmin(n, k) As Boolean

Dim es As Boolean
Dim i

es = False

If sumacons(n, k) Then ‘Exigimos que n se exprese
como suma de consecutivos

es = True

i=2

While i < k And es

If sumacons(n, i) Then es = False ‘Si existe un numero
menor que k para el que es suma, el resultado sera
FALSO.

i=i+1

Wend

End If

sumaconsmin = es

End Function
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Con esa funcién de busqueda se pueden comprobar
facilmente los términos de las sucesiones que
enlazamos al principio:

A270298 Numbers which are representable as a sum of
eight but no fewer consecutive nonnegative integers.

44, 52, 68, 76, 92, 116, 124, 148, 164, 172, 188, 212,
236, 244, 268, 284, 292, 316, 332, 356, ...

COMPROBADO

A270296 Numbers which are representable as a sum of
five but no fewer consecutive nonnegative integers

20, 40, 80, 100, 140, 160, 200, 220, 260, 280, 320, 340,
380, 400, 440, 460, 500, 520, 560,...

COMPROBADO

A270303 Numbers which are representable as a sum of
nineteen but no fewer consecutive nonnegative integers

304, 608, 1216, 2432, 4864, 5776, 6992, 8816, 9424,
9728, 11248, 11552, 12464, 13072, ...

COMPROBADO

A270297

Numbers which are representable as a sum of
seven but no fewer consecutive nonnegative integers.
28, 56, 112, 196, 224, 308, 364, 392, 448, 476, 532, 616,
644, 728, 784, 812, 868, 896, 952, 1036, 1064
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COMPROBADO

A270299 Numbers which are representable as a sum of
eleven but no fewer consecutive nonnegative integers.

88, 176, 352, 704, 968, 1144, 1408, 1496, 1672, 1936,
2024, 2288, 2552, 2728, 2816, 2992, ...

COMPROBADO

Valores admisibles de K

Si cambiamos los valores de K nos daremos cuenta de
que para algunos, como el 10, no existe sucesion. ¢De
qué depende? Lo veremos por partes:

Todos los numeros primos son admisibles para esta
cuestion. El 2, porque es el minimo, y todos los impares
son suma de dos consecutivos. El resto, al ser impares
admitiran una suma de consecutivos en sus multiplos,
como vimos en parrafos anteriores, y como puedes
comprobar en la ultima sucesion estudiada, en la que
todas las soluciones que son suma de once sumandos
son todas multiplos de 11. Este numero de sumandos no
se puede reducir, al ser primo K, luego los numeros
primos son admisibles y generaran una sucesion como
las enlazadas.

Sin embargo, los multiplos impares de los primos
mayores que 2, incluidas sus potencias, no pueden ser
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admisibles, porque si un numero se descompone en pq
sumandos (p primo y q impar), también se
descompondra en p sumandos, luego estos numeros
hay que desecharlos para la cuestion que nos ocupa. Por
ejemplo, 225 se descompone en 15 sumandos:

225=8+9+10+11+12+13+14+15+16+17+18+19+20+21+
22, pero también en 5y en 3:

225=43+44+45+46+47
225=74+75+76

Si lo son las potencias de 2. Si un numero N se
descompone en 2"k sumandos, sabemos, por
consideraciones anteriores, que no sera multiplo de 2°k,
pero si lo sera su doble. Por tanto, simplificando, N sera
multiplo de 2”k-1, y sabemos que no debe serlo, luego
seria admisible, como vemos en la sucesion A270298.
Otra cuestion es qué numeros presentan la propiedad
que estudiamos hoy. Un ejemplo seria el 44

Un ejemplo: 44 se descompone en ocho sumandos,
porque su doble, 88, es multiplo de 8:

44=2+3+4+5+6+7+8+9

Sin embargo, no se podra descomponer en menos
sumandos. Se comprueba facilmente.

Nos quedan los numeros pares no potencias de 2. Si N
se descompone como pq con p primo impar y q par, es
par, 2N sera multiplo de K, y simplificando, N sera
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multiplo de p, porque g/2 es entero, luego sera multiplo
de p y se podra descomponer en p sumandos. No seran
admisibles.

Resumiendo, seran admisibles para esta busqueda los
numeros primos y las potencias de 2. Los demas
numeros no seran admisibles para este problema, y
seran aquellos que poseen un divisor propio primo e
impar.

En cualquier rango de numeros podemos observar que
en la descomposicion de N en K sumandos, solo figuran

valores de K primos o potencias de 2: N
o1
102
103

Asi que los valores de K que no dan lugar  ios
106

al estudio de esta cuestion seran todos los 107

108

enteros suprimiendo los primos y las 1%

w

potencias de 2: 12
6,9, 10, 12, 14, 15, 18, 20, 21, 22, 24, 25, i
26, 27, 28, 30, 33, 34, 35, ... 1

118
119

PO P OO R W R =P P W N PP ha R

Estos numeros estan publicados en
http://oeis.org/A111774, pero con una definicion distinta,
como aquellos que se pueden descomponer en sumas
de al menos tres numeros consecutivos. Es ldgico,
porque todos poseen un factor primo impar p vy, al ser
multiplos de él, se descompondran en una suma de p
sumandos.
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FRONTERA ENTRE DOS SUMAS
EQUIVALENTES

Descubri en http://oeis.org/A094552 que 18921 separa
dos sumas de cuadrados con idéntico total, una hasta él
y otra a partir de él, sin incluirlo (también podria contarse
con él). Después de investigarlo, llegué a esta
comprobacion:

suma(i=10472,18920,i"*2)=1875012353984
suma(i=18922,23145,i*2)=1875012353984

Aqui, mas que la sucesion resultante con los numeros
que cumplen esta condicion, que ya esta publicada en la
direccion referida, nos interesaran los algoritmos que se
puedan usar en este caso y en otros afines. Los primeros
numeros publicados son:

52, 100, 137, 513, 565, 1247, 8195, 13041, 18921,
35344, 40223, 65918, 68906, 121759, 132720, 213831,
215221, 235469, 265654, 506049, 520654, 585046,
598337, 817454, 993142, 1339560, 1579353, 2331619,
2843086, 3594812...

Nuestro objetivo sera, ademas, encontrar las dos sumas
con igual total a las que el numero separa. Para ello
habra que identificar previamente (y ese sera el objetivo
prioritario) los limites de esas dos sumas a partir de su
inicio en n-1 y n+1 respectivamente. El problema sera la
lentitud del proceso, pues requiere dos bucles anidados
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para crear las sumas, y eso, en numeros de mas de tres
cifras, puede ser resultar poco eficiente en equipos
pequenos. Por ello, plantearemos tres algoritmos, el
primero el “ingenuo”, el que inicialmente nos viene a la
mente, el segundo con el uso de técnicas algebraicas, y
el tercero con acumulacién progresiva de cada suma.

Primer algoritmo (ingenuo)

Hemos creado la funcion frontera0, para que, dado un
numero cualquiera, determine si cumple la propiedad o
no y cuales son los extremos de las dos sumas con igual
total. Devolvera un “NO” o bien esos extremos.

La idea es ir sumando cuadrados a la derecha del
numero N. Terminaremos la busqueda al llegar a 2N,
porque la otra suma so6lo podra tener N sumandos (si no,
invadiria el cero y los negativos) y la suma superior
tendra menos sumandos que la inferior (porque estos
son mayores).

Una vez determinada wuna suma provisional,
recorreremos el rango 1...N-1 en orden inverso (lo
esperable es que no llegue al 1) y para cada suma
inferior compararemos con la superior para ver si son
iguales, en cuyo caso si hay solucién. Si no, seguimos
afadiendo sumandos a ambas.
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Listado de la funcién para Excel y Calc

Function frontera0O(n)

Dimj, k, s, t, s1,p, q

Dim b$

t = 0 ‘Indicador de que hay solucion. En principio t=0
porgue no la hay.

s = 0 ‘Suma superior

j=n+1'Comienza en N+1

While t=0Andj<2 *n ‘No llega a 2N

s=s+j*2‘Se suman los cuadrados

k = 1 ‘Se inicia la busqueda de la suma inferior

s1 =0 ‘Contiene la suma inferior

While t =0 And k<n

s1=s1+(n-k)* 2 ‘Acumula la suma inferior en orden
inverso

If s1=s Then ‘Si ambas sumas son iguales, hay solucion
t = 1 ‘Indicador de solucién

p =n-k: q=j'Se recogen las soluciones

End If

k=k+1

Wend

j=j+1

Wend

If t = 0 Then frontera0 = "NO" Else frontera0 = Str$(p)
+ Str$(q) ‘Devuelve “NO” o la solucion

End Function
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Si planteamos una busqueda sistematica con esta
funcion, obtenemos las primeras soluciones, que
coinciden con las publicadas en OEIS, pero con el
afadido de los limites de las sumas:

N Limites
52 765
100 55122
137 22172
513 169 642
565 330687

1247 572 1545

Para probar que los limites son correctos se puede usar
cualquier calculadora avanzada. Hemos usado Wiiris,
que es gratuita y muy clara en su aspecto. La probamos
con la solucidon correspondiente al 137. Calculamos la
suma de cuadrados desde 22 hasta 136 y, por otra parte,
desde 138 hasta 172. Notese que la suma superior
tendra siempre menos sumandos que la inferior.

136
2.7 = 844445
i=22

172

2. 7 = 844445
i=138
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De esta forma hemos comprobado que 137 es un
término de la sucesion buscada.

Segundo algoritmo, con ayuda del Algebra

Nos basamos en la formula de los primeros cuadrados
desde 1 hasta n:

nn+1)(2n+1)
Sp =
6
Si se conoce la suma de cuadrados s0 desde 1 hasta n-
1 (de formula (n-1)*n*(2n-1)/6) y el valor de la suma
superior s, restando s0-s equivaldra a un
k(k+1)(2*k+1)/6 para cierto valor de k. La ventaja es que
ese valor se puede encontrar. Veamos como.

Si llamamos M a la diferencia s0-s, tendremos:

k(k+1)(2k +1

(k+DEk+D _
6
k-k-2k<6M

k < 33M

Esto nos da una cota superior para el valor de k

De igual forma:

(k+1)(k +61)(2k + 2) - M
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Es sencillo comprenderlo al comparar las dos fracciones.
Seguimos:

(k+1D)(k+1D)(k+1)>3M
k+1>3Y3M

Por tanto, para cada suma superior podemos calcular la
k correspondiente en la suma inferior (esa k se
corresponde con la suma desde 1 hasta el tope inferior),
quedandonos con la parte entera de esa raiz.

Este razonamiento evita el doble bucle, porque, para
cada suma superior obtendremos el limite
correspondiente en la inferior. El algoritmo quedaria
segun el listado de la segunda funcién de Excel,
fronterat:

Function frontera1$(n)
Dim j, k, s, t, s1,s0, m, p, q

t = 0 ‘Indicador de solucién

s = 0 ‘Suma superior

Jj =n+ 1’Primer sumando
sO=n*(-1)*(2*n-1)/6 ‘Suma en n-1

While t=0 And s <s0

Ss=s+jMr2

m = s0 — s ‘Diferencia entre sumas, para calcular k

k =Int((3 *m) * (1/3) + 0.000001) ‘Redondeamos por
defecto
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s1=s0-k*k+1) *(2*k+ 1)/ 6 ‘Suma inferior
calculada

Ifst=sThent=1:p=k+ 1: q =j ‘Hay solucion
j=j+1

Wend

If t = 0 Then frontera1 = "NO" Else frontera1 = Str$(p)
+ Str$(q)

End Function

Tercer algoritmo (paso a paso se marcha mejor)

En el tercer intento comenzaremos con los valores
s=(n+1)*2 y s1=(n-1)*2. Es evidente que s1<s, por lo
que podemos ir anadiéndole sumandos hacia atras a s1
hasta que sobrepase a s, Si llegado a este punto las
sumas son iguales, hemos terminado y, si no,
aumentamos alternativamente s y s1 hasta que se
igualen o s1 llegue hasta el tope 0, con lo que no existira
solucion.

Esta seria la funcion para el algoritmo tercero:

Function frontera2$(n)
Dim j, k, t, s1, s0, m, p, q

t = 0 ‘Indicador de solucion
k = n — 1 ‘Indices de las sumas
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j=n+1

s0 =k ™ 2 ‘Inicios de las sumas

s1=j"r2

While t = 0 And k > 0 ‘Bucle de seguridad por si no hay
solucion

While s0 <s1And k>0Andt=0

k=k-1

s0=s0+ k ™ 2'‘Se incrementa s0 si es menor que s1
Wend

While s0 >s1 And t=0

j=ij+1

s1=s1+j”" 22 'Se incrementa s1 si es menor que sO
Wend

If s1=s0 Then t=1: p = k: q =j ‘Si se igualan, hay
solucién

Wend

If t = 0 Then frontera2 = "NO" Else frontera2 = Str$(p)
+ Str3(q)

End Function

Este sera quizas el algoritmo mas rapido (no lo he
cronometrado, pero se le ve con mas velocidad). Es
reconfortante comparar las tres posibilidades vy
comprobar la unicidad de resultados:
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52 | 100 | 137 | 513 | 565 | 1247
Al 765 55122 22172 1696842 330 687 5721545
A2 765 55122 22172 169642 330 687 572 1545
A3 765 55122 22172 169642 330 687 5721545

Como se afirmé en los primeros parrafos, el interés de
este estudio residia en los algoritmos, y no en los
resultados.

Sumas de triangulares

El numero 17 cumple la propiedad que estamos
estudiando si la aplicamos a numeros triangulares. En
efecto, estas dos sumas de triangulares consecutivos
son equivalentes, y sus ordenes estan separados por el
numero 17:

T(14)+T(15)+T(16)=14*15/2+15*16/2+16*17/2=361
T(18)+T(19) =18*19/2+19*20/2=361

Podemos intentar buscar qué otros numeros naturales
cumplen esta misma propiedad. En el primer y tercer
algoritmo presentados en lanterior, bastara sustituir las

expresiones tipo j*2 por las de los triangulares j*(j+1)/2.
Los dos algoritmos 1 y 3 coinciden en las soluciones:
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N Algoritmo 1 |Algoritmo 3
7 58 58

17 1419 1419
21 528 5 26

3 27 34 27 34
49 44 53 44 53
71 8576 6576
94 14118 14118
97 90 103 90 103
122 29153 29153
127 119134 119134
161 152 169 152 169
180 14 239 14 239
199 189 208 189 208

Con la funcion SUMAFUN de uso propio podemos
comprobar las soluciones para 122, que son 29 y 153:

sumafun(29;121;"X*(X+1)/2")=298561
sumafun(123;153;"X*(X+1)/2")=298561

Estos resultados coinciden con los correspondientes a la
suma de oblongos, porque son sus dobles.

Sumas de numeros primos

En el caso de los numeros primos, es preferible exigir
que el numero frontera sea primo, pues, en caso
contrario, aparecerian varios numeros consecutivos para
una misma suma. Es cuestion de economia de
resultados.

Adaptando convenientemente las funciones tipo
“frontera” de hoja de calculo llegariamos a este listado:
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Primo Valoresdeayb

23 1131

47 1767
101 67 127
193 53 271
197 37 281
211 163 251
251 131337
269 163 349
307 11439
379 139 521
389 83563
449 29 647
509 283 661
571 199787
653 569 743
733 397 971
739 2291033
743 643 829
769 1311097
859 2411217
883 111289

Por ejemplo, el numero 101 es primo y separa dos sumas
iguales de consecutivos, que llegan hasta 67 por la parte
inferior y a 127 por la superior. Lo hemos comprobado
con esta tabla de Excel:
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Suma 1
67
71
73
79
83
89
97
559

Suma de cubos

Suma 2

103
107
109
113
127
559

Solo hemos encontrado (sin buscar demasiado, porque
el proceso es lento) el ejemplo de 29, en el que la suma
de cubos desde 4 hasta 28 coincide con la de los
comprendidos entre 30 y 34. Lo puedes comprobar en

esta tabla:
M Suma 1
4 b4
5 125
[ 216
7 343
3 512
9 729
0 1000
n 1331
12 1728
13 2197
14 2744
10 3375
6 4096
17 4913
18 h832
19 6859
20 8000
21 9261
22 10648
23 12167
24 13824
25 15625
26 17576
27 19683
28 21952

164800
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Suma 2
27000
29791
32768
354937
39304

164800



Con otros tipos de numeros

Si los sumandos los tomamos del tipo n?+1, si existen
soluciones:

| N Limites para n°+1
473 168 591
827 3131032
1031 756 1207
1468 1155 1685
2997 2753775

Comprobamaos, por ejemplo, el primero: las sumas desde
168 hasta 472 y desde 474 hasta 591, formadas por
sumandos del tipo n?+1, han de ser iguales. Lo
comprobamos con nuestra funcion SUMAFUN:

SUMAFUN(168;472;"X"2+1")=33596665
SUMAFUN(474;591;"X"2+1")=33596665

Con estas técnicas podriamos extender el estudio a, por
ejemplo, cualquier polinomio. En esta tabla estan las
fronteras para n?-1:

N  Valoresdeayb

115 65 140
290 71 364
315 174 385

4651 4131 5075
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Numeros poligonales y piramidales

Como los numeros poligonales y piramidales son
polinomios, valdria para ellos todo lo explicado
anteriormente. Por ejemplo, los hexagonales siguen el
polinomio H(n)=n(2n-1), por lo que se puede intentar
buscar fronteras para ellos y sus sumas equivalentes.

Lo hemos intentado con las técnicas de frontera2,
obteniendo estas soluciones:

N Valoresdeayb

37 846

154 85188
239 54 300
399 134 499
1288 574 1598
1779 469 2234
2099 59 2644

Comprobamos el ultimo:
SUMAFUN(59;2098;"X*(2*X-1)")=6158445500
SUMAFUN(2100;2644;"X*(2*X-1)")=6158445500

Y para finalizar, 44 es frontera para numeros
tetraédricos, o piramidales triangulares, pues

SUMAFUN(10;43;"X*(X+1)*(X+2)/6")=162690
SUMAFUN(45;52;"X*(X+1)*(X+2)/6")=162690
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La formula de Ilos tetraedros Ila tienes en
https://es.wikipedia.org/wiki’/N%C3%BAmero tetra%C3
%A9drico

También puedes consultar nuestra publicacion

http://www.hojamat.es/publicaciones/piramidal.pdf

CONSECUTIVOS CON UNA SUMA DEL MISMO
TIPO

En mis calculos diarios de Twitter uso a menudo el
concepto de suma simétrica, en la que considero tres
sumandos con un repetido, y que los tres presenten una
misma propiedad. Por ejemplo, 80=23+43+23, es decir,
una suma simeétrica de cubos. Lo curioso en este caso
es que su consecutivo, 81, también presenta esa misma
propiedad, ya que 81=33+3%+33. ;Existirdn muchos
pares de este tipo, que sean consecutivos y con el mismo
tipo de suma simétrica?

Como la busqueda promete ser larga, la dividiremos en
tipos.

Suma simétrica de cubos

Comenzamos por este caso por ser el primero que se
consider6. Ademas del par 80, 81 existen otros, como
veremos.
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En primer lugar, necesitaremos saber cuando un numero
se puede expresar como suma simeétrica de cubos. El
objetivo inmediato es conocer la forma de identificar un
cubo. El problema lo constituyen los decimales y el
redondeo, por lo que podemos usar una identificacion en
dos pasos, extrayendo la raiz cubica y mas tarde
comprobar que su cubo coincide con el numero deseado.
Seria algo asi:

Function escubo(n)

Dim a

a=Intin™(1/3)+10 * (-6))
Ifa*a*a=nThenescubo = True Else escubo = False
End Function

Un criterio mas fiable, pero mas lento, es el de extraer
los factores primos y exigir que todos los exponentes
sean iguales a 3 (o a un multiplo de 3). Disponemos de
una funcién disefiada para encontrar el exponente
comun minimo entre los factores primos de un numero
natural. Seria esta otra:

Public Function espotencia(n)
Dimi, j, s, p

If n = 1 Then espotencia = 0: Exit Function
p=n
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J = sacaprimos(p) ‘Construye la descomposicion
factorial

s = expo(1)

If j > 1 Then

Fori=2Toj

s = mcd(s, expo(i)) ‘Elige el minimo MCD de los
exponentes

Next i

End If

Ifs=1Thens=0

espotencia = s

End Function

Devuelve el MCD de los exponentes, y si es 3 o multiplo
de 3, ya tenemos un cubo.

En este proceso usaremos la primera version para
encontrar soluciones, y luego verificaremos con la
segunda, que es mas lenta, sin publicar de nuevo los
resultados.

Una vez identificados los cubos, habra que determinar si
un numero es suma simeétrica de dos cubos. Para eso
estaria esta otra funcion:

Public Function sumasimcubos(n) As Boolean
Dim i, m

Dim novale As Boolean

i=1

novale = True
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While i < (n - 1) » (1 / 3) And novale ‘Buscamos el
sumando central

If escubo((n -i * 3) / 2) Then novale = False ‘Restamos
y dividimos entre 2 para ver el otro

i=i+1

Wend

sumasimcubos = Not novale

End Function

Esta funcién te indica si un numero es suma de cubos
simétricos o no. Ya solo queda aplicarle esta prueba a
dos numeros consecutivos. En la practica, la funcion va
a devolver la suma en modo texto, pero no se queria
complicar esta explicacion. Aplicada de esta forma, nos
da los siguientes pares:

|N |N+1 |Suma enN |Suma en N+1 |
80 81 2.4 2 3,3, 3
344 345 4, 6, 4 1, 7,1
3429 3430 3, 15, 3 7,14, 7
7290 7291 9, 18, 9 6, 19, 6
12393 12394 18, 9, 18 13, 20, 13
14749 14750 14, 21, 14 15, 20, 15
61318 61319 27, 28, 27 10, 39, 10
85751 85752 35, 1, 35 18, 42, 18
92609 92610 35, 19, 35 21, 42, 21
95010 95011 17, 44, 17 35, 21, 35
120311 120312 11, 49, 11 36, 30, 36
167399 167400 21, 53, 21 36, 42, 36
170173 170174 22, 83, 22 31, 48, AN
171181 171182 43, 23, 43 19, 54, 19
173743 173744 44, 15, 44 38, 40, 38
173778 173779 29, 50, 29 41, 33, #1
176200 176201 44, 18, 44 17, 85, 17
185442 185443 17, 56, 17 5 57, 5
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Por ejemplo:
176200=443+183+44%y 176201=173+553+173

El lenguaje PARI devuelve resultados con mas rapidez,
por lo que también es conveniente adaptar a él este
proceso. Asi llegamos un poco mas lejos, pero no se ha
pretendido agotar el tema y hemos detenido la busqueda
en 300000

scube(n)={my(i=1,m); while(i<(n-1)*(1/3),m=(n-i*3)/2;
if(ispower(m,3),return(1));i+=1)}
ok(n)=scube(n)&&scube(n+1)
for(i=1,300000,if(ok(i),print1(i,", ")))

80, 344, 3429, 7290, 12393, 14749, 61318, 85751,
92609, 95010, 120311, 167399, 170173, 171181,
173743, 173778, 176200, 185442, 250063, 252046,
277694, ...

Busqueda directa con Excel

Podemos organizar una tabla de doble entrada XY en
cuyo interior situemos las sumas x3+2y3, y no tendremos
mas que buscar consecutivos. En la imagen estan
destacados cuatro pares:
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1

1 3

2 10

3 29

4 66

5 127
6 218
7 345
8 514
9 731
10 1002
11 1333
12 1730
13 2199
14 2746
15 3377
16 4098
17 4915
18 5834
19 6861
20 8002

6518
7883

2 3 4 5 3 7
17 55 129 | 251 | 433 | 687
24 62 136 | 258 | 440 | 694
43 8 155 | 277 | 459 | 713
80 /H% 192 | 314 | 496 | 750
141 | 179 | 253 | 375 | 557 | 811
232 | 270 _. 344 466 | 648 | 902
@se—307 | 471 | 503 775 | 1029
628 | 566 | 640 | 762 | 944 | 1198
745 | 783 | 857 | 979 | 1161 1415
1016 | 1054 | 1128 | 1250 | 1432 | 1686
1347 | 1385 | 1459 1581 | 1763 | 2017
1744 | 1782 | 1856 1978 | 2160 @ 2414
2213 | 2251 | 2325 @ 2447 | 2629 | 2883
2760 | 2798 2872 2994 | 3176 5, 3430
3301 3429 3503 | 2625 | 3807 | 4061
4112 | 4150 | 4224 | 4346 | 4528 | 4782
4929 | 4967 | 5041 | 5163 | 5345 | 5599
6848 5886 @ 6060 | 6082 | 6264
6875 | 6913 | 6987 | 7109 7291
8016 8054 | 8128 8250 | 8432 | 8686

8
1025
1032
1091
1088
1149
1240
1367
1536
1753
2024
2355
2752
3221
3768
4389
5120
5937

8024

g
1459
1466
1485
1522
1583
1674
1801
1970
2187
2458
2789
3186
3655
4202
4833
5554
6371
7290
8317
9458

1

Esto no seria fiable, porque la vista nos puede enganar
y perdernos un par. Lo indicado aqui seria escribirlos en
columna, ordenarlos después y comprobar que los
consecutivos que cumplen la propiedad caen uno debajo

del otro.
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Este procedimiento si nos daria mas seguridad, pero, o
se resolvia con macros, o nos tendria bastante tiempo
ocupados. Dejamos esa puerta abierta a nuevos
meétodos

Suma de potencias

Después de investigar sobre cubos, lo indicado es pasar
a los cuadrados u otras potencias. Con cuadrados
aparecen tantos ejemplos que hacen perder el interés
por la busqueda. Si en las funciones usadas para los
cubos vamos cambiando los exponentes 3 por 2,
obtendremos las sumas simétricas de cuadrados. Los
primeros casos de consecutivos son estos:

[N [N+1 | cuad(N+1) [Sum cuad(N)]

=

©©|0 08 f 00 Lo tn 08~ B 2 k0o a3
(5]

5
2
1
3
3
2
3,
4,
B
6
3
1
2
6
6
7
8

=]

M2

-]

[
FF SN A e WM R RPN (]
[ A - R e I Iy I B SRR R R BN S SCE N, RSN
NA oMo oo N Ao~ D S s S
o~ NN = @ G W = N

Llama la atencion la aparicion de conjuntos de tres
consecutivos, como 17, 18, 19, o 66, 67, 68. Como
simple curiosidad, se adjuntan a continuacion los

primeros:
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| N

N+1

N+2

17

66

81
162
176
177
192
225
226
241
352
386
417
449
450
961

18

67

82
163
177
178
193
226
227
242
353
387
418
450
451
862

19

68

83
164
178
179
194
227
228
243
354
388
419
451
452
963

Su misma abundancia le resta interés.

Cuartas potencias

Este caso es mucho menos frecuente. Volvemos a
adaptar la funcion para cubos cambiando 3 por 4 y
obtenemos una primera solucion:

14803=3%+114+34

No existen, al parecer, otras soluciones menores que
108, por lo que dejamos abierta la busqueda.

14802=74+10%+74

Como es nuestra norma, paramos aqui las potencias,
para no alargar. Con lo publicado ya hay informacién
suficiente para los lectores que deseen emprender otras

busquedas.
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Otros tipos

Al comenzar a redactar este estudio parecia que existiria
gran variedad de soluciones en otros tipos de numeros,
pero la realidad nos ha devuelto casos con demasiados
resultados o con demasiado pocos. Esto hace perder
interés a lo que sigue, pero hemos preferido mantenerlo.

Triangulares

Este tipo de numeros lo consideramos muy a menudo en
nuestras busquedas, porque no suele defraudar. Habra
que alterar ligeramente nuestra funcion, pues usaremos
ESTRIANGULAR, que puedes encontrar en muchas
entradas de mi blog. Quedaria la funcién asi (la
seguimos llamando sumasimcubos):.

Public Function sumasimcubos$(n)
Dim i, m, p, q
Dim s$

i=1

s="n

While i < Sqr(2 *n) And s = "" ‘El mayor triangular seria
Sqr(2*n)

q=i*(i+1)/2 Se construye el primer triangular

m = (n - q) / 2 ‘Diferencia para encontrar los simétricos
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If estriangular(m) And m >0 Then s =Str§(m) +", " +
Str$(q) + ", " + Str$(m) ‘Es triangular y paramos
i=i+1

Wend

sumasimcubos = s

End Function

Con esta funcion se obtienen muchas soluciones, como
nos ocurrid con los cuadrados:

|N \N+1 \Sum_Triang. |Sum.Triang. |
7 8 3,1, 3 1, 6, 1

8 9 1, 6, 1 3,3 3
12 13 3,6, 3 6, 1, 6
15 16 6, 3, 6 3,10, 3
16 17 3,10, 3 1, 15, 1
17 18 1, 15, 1 6. 6 6

21 22 10, 1, 10 6. 10, 6
22 23 6. 10, 6 10, 3, 10
26 27 10, 6, 10 6, 15, 6
30 )| 10, 10, 10 15, 1, 15
33 34 15, 3. 15 3,28, 3
34 35 3,28 3 10, 15, 10
35 36 10. 15. 10 15, 6, 15
40 41 15, 10. 15 10, 21, 10
41 42 10. 21. 10 3, 36, 3
42 43 3, 36, 3 21,1, 21
a7 48 1, 45 1 21, 6, 21
51 52 15, 21, 15 21, 10, 21

No tiene interés seguir.

Oblongos

Es inutil buscarlos, porque todos son pares y no puede
darse la propiedad buscada en dos numeros
consecutivos, uno pary otro impar.
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Primos

Para que se cumpla lo que pretendemos, en uno de los
consecutivos el primo central debera ser 2, pero no
tendremos esto en cuenta y sustituiremos triangular por
primo y estriangular por esprimo. Como no existe férmula
para los primos, usaremos la funcion para el préximo
primo PRIMPROX.

Al ser obligada la presencia del 2 en uno de los numeros
hace que aparezcan muchos consecutivos en los que el
término central es 2 en el menor y 3 en el mayor, como
puede comprobarse en este resultado:

[N [N+1 |Suma primos  [Suma primos |
8 g 3.2 3 3.3 3
11 12 3, 5 3 5 2 5
12 13 5.2 5 5 .3 5
15 16 5, 8 5 7,2 7
16 17 7.2.7 7.3, 7
23 24 g, 13, & 11, 2, 11
24 25 11, 2, 11 11, 3, 11
27 28 11, 5 11 13, 2, 13
28 29 13, 2, 13 13, 3, 13
35 36 11, 13, 11 17, 2, 17
36 37 17, 2, 17 17, 3, 17
39 40 17, 5, 17 19, 2, 19
40 41 19, 2, 19 19, 3, 19
47 48 17, 13, 17 23, 2, 23
48 49 23, 2, 23 23, 3, 23
59 60 23, 13, 23 29, 2, 29
60 61 20, 2, 29 29, 3, 29

También aqui obtenemos muchos resultados. Nos
estamos quedando con pocos tipos interesantes. Hemos
intentado con los numeros de Fibonacci y también

198



resultan muchas soluciones, demasiadas para sacar
consecuencias interesantes. Con los factoriales también
se desvirtua la busqueda con 1! y 2! que son
consecutivos. Asi que hasta aqui llegd el estudio.

OTRAS SUMAS DE CONSECUTIVOS

En este estudio descubriremos que si un numero
equivale a una suma de enteros positivos, o pares, o bién
impares, siendo consecutivos, el numero de sumandos
en los tres casos debera ser un divisor de ese numero N
o de su doble 2N.

Suma de enteros positivos consecutivos

El desarrollo de cualquier numero natural N como suma
de enteros positivos consecutivos esta relacionado con
la posibilidad de ser expresado como diferencia de dos
nameros triangulares. En efecto, un numero triangular es
suma de los primeros numeros naturales:

1+2+3+4+...+n-1+n=n(n+1)/2=T(n)
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Segun lo anterior, una suma de consecutivos que no
comience en 1, podra expresarse como diferencia de dos
triangulares:

h - (m+h(m+h+1) (m—1m
Z m+i= > — 5
=0

Por ejemplo: 6+7+8+9+10+11+12=63=12%13/2-
5*6/2=78-15=63, para N=63

Podemos estudiar esta posibilidad algebraicamente.
Expresamos N como diferencia T(m+h)-T(m-1), con lo
que contaremos con h+1 sumandos:

Sera N=(m+h)(m+h+1)/2-m(m-1)/2

2N = mZ+mh+m+mh+h2+h-m2+m = 2mh+2m+h2+h =
2m(h+1)+h(h+1) = (2m+h)(h+1)

En el ejemplo: (26+6)(6+1)=18*7=126=2*63=2N

Asi que 2N ha de ser multiplo del numero de sumandos
h+1 (6+1=7) o bien de la diferencia entre los 6rdenes de
los dos triangulares que se restan: T(m+h)-T(m-1)

2N=(2m+h)(h+1)

Esto nos permite buscar h+1 recorriendo los divisores de
2N y encontrar m como (2N/(h+1)-h)/2. Si este cociente
no es entero, el desarrollo es imposible.

Lo desarrollamos con un ejemplo:
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192 es multiplo de 4, luego puede ser diferencia entre
dos triangulares con Ordenes diferenciados en 4
unidades, o bien suma de cuatro naturales consecutivos.
Hacemos h+1=4 y queda:

2*192=384; 384/4=96; m=(96-3)/2, que no es entero,
luego con h+1=4 no hay solucion.

192 también es multiplo de 3. Probamos: h+1=3; h=2;
384/3=128

Queda m=(128-2)/2=63. Como es entero, existira una
solucion con tres sumandos: 63+64+65=192 y dos
triangulares con esa diferencia de h+1=3:

65*66/2-62*63/2=192

Rutina de busqueda

Con una hoja de calculo podemos plantear en cuantas
sumas de enteros consecutivos o diferencia de
triangulares se puede expresar un numero. Omitimos el
caso trivial en el que el numero de sumandos es 1y la
diferencia de triangulares N=N(N+1)/2-N(N-1)/2

Esta adaptada a Excel, pero las ultimas versiones de
LibreOffice Calc también la pueden ejecutar:
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Sub difetriangular()
Dim a, fila, i, p, m

a = ActiveWorkbook.Sheets(8).Cells(2, 3).Value ’Lee
el numero

fila = 3 ‘Inicia una fila de la hoja

i =1 ‘Va probando valores

While i < Sqr(a)

p=2*a/(i+1) Ve si el numero de sumandos divide a
2N

If p = Int(p) Then

m = (p -i)/2‘Calculam

If m = Int(m) Then ‘Si m es entero, es un valor aceptado
fila = fila + 1

‘En las siguientes lineas escribe el numero de sumandos,
los ordenes de los triangulares y reconstruye N
ActiveWorkbook.Sheets(8).Cells(fila, 10).Value =i + 1
ActiveWorkbook.Sheets(8).Cells(fila, 11).Value = m
ActiveWorkbook.Sheets(8).Cells(fila, 12).Value = m +
i

ActiveWorkbook.Sheets(8).Cells(fila, 13).Value = (m
+i)*m+i+1)/2-m*(m-1)/2

End If

End If

i=i+1

Wend

End Sub
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En nuestro ejemplo de 192 quedaria:

3 63 65 192

Para el ano 2024 nos daria:

11 179 189 2024
16 119 134 2024
23 77 99 2024
En efecto:
2024=189*190/2-178*179/2, 11 sumandos:

179+180+...+188+189

2024=134*135/2-118*119/2,16 sumandos, desde 119
hasta 134

2024=99*100/2-76*77/2, 23 sumandos, desde 77 hasta
99

Hay que observar algo ya sabido por nuestro estudio
previo, y es que 11, 16 y 23 son divisores de
2024*2=4048.

Suma de pares o de impares
Impares

El caso de la suma de impares consecutivos se resolvera
mediante diferencias de cuadrados, pues es sabido que

1+3+5+7+9+...2k-1=k?
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Por tanto, averiguar si un numero N es suma de impares
consecutivos se resolvera buscando diferencias de
cuadrados. No construiremos una rutina especial para
esto, pues N lo cumple si se puede expresar como
producto de dos factores que presenten la misma
paridad, pues se puede desarrollar:

N=ab=@+qp-q =p*-q°
Al ser a y b ambos pares o ambos impares, p y q se
pueden elegir como p=(a+b)/2 y q=(a-b)/2

Ejemplo
240=12*20=(16-4)(16+4)=162-42

Segun lo tratado anteriormente, 16° es la suma
1+3+5+7+...(2*16-1) y 42 la suma 1+3+5+...(2*4-1).
Restamos y queda que

240=9+11+13+...27+29+31, como se comprueba
facilmente.

Para estudiar el numero de sumandos procedemos
como en los casos anteriores:

h
Z m42i—1=(m+h)?—(m—1)>
i=0

N = (m+h)?-(m-1)? = m?+2mh+h?-m?+2m-1 = 2m(h+1)+(h-
1)(h+1) = N=(2m+h-1)(h+1)
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M=(N/(h+1)-h+1)/2

Con este desarrollo comprobamos que en este caso el
numero de sumandos h+1 es divisor de N.

En el caso de 240 podriamos probar con todos sus
divisores, para encontrar los que sean validos:

Divisores m+h m-1

2 61 59 2 impares desde 119 hasta 121
4 32 28 4 impares desde 57 hasta 63

6 23 17 6 impares desde 35 hasta 45

8 19 11 8 impares desde 23 hasta 37
10 17 7 10 impares desde 15 hasta 33
12 16 4 12 impares desde 9 hasta 31

Resultan seis divisores validos. El ultimo es el que
hemos desarrollado con las diferencias de cuadrados. Lo
intentamos ahora con 8 sumandos siguiendo las
formulas algebraicas:

8=h+1, divisor de 240. Calculamos m:
Seria m=(N/(h+1)-h+1)/2=(240/8-7+1)/2=24/2=12
El primer sumando sera 12*2-1=23

El ultimo lo calculamos como m+h=12+7=19, y el
sumando, 19*2-1=37, tal como comprobamos en la tabla
anterior.

Podemos probar con un divisor no valido, como seria 24.
En efecto:
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Seria h+1=24; 240/24=10, m=(10-23+1)/2, que daria un
numero negativo.

Pares

Si la suma de naturales nos lleva a los numeros
triangulares y la de los impares a los cuadrados, en el
caso de los pares acudiremos a los numeros oblongos,
del tipo n(n+1). En efecto, si sumamos 2+4+6+...+2n-
2+2n nos encontramos con una progresion aritmética de
diferencia 2, con lo que con la conocida féormula de la
suma, obtendremos:

S(n)= 2+4+6+...+2n-2+2n=(2+2n)*n/2=n(n+1)

Por ejemplo, el oblongo 4*5=20 es la suma 2+4+6+8, con
los cuatro primeros sumandos.

Si pasamos a las sumas que no comienzan en 2,
usaremos el mismo procedimiento que en los casos
anteriores, y es restar dos oblongos.

Zh m+2i=m+h)m+h+1)—(m—1m
i=0

Por ejemplo, 126=12+14+16+18+20+22+24=12*13-5*6
Si desarrollamos la diferencia, queda

N=(m+h)(m+h+1)-(m-1)m=(2m+h)(h+1), como vimos en
el primer caso. Ahora la expresion es igual a Ny no a 2N,
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con lo que volvemos a obtener que el numero de
sumandos, h+1, ha de ser divisor de N y ahora
2m=N/(h+1)-h, lo que también obliga a que N/(h+1)-h sea
par. El resultado sera el primer sumando de la suma de
pares.

Bastara modificar la funcion usada para los triangulares
sustituyendo 2N por N y exigiendo que este sea par, para
que pueda ser suma de pares. Lo dejamos como
ejercicio. Vemos un ejemplo de este uso. En esta tabla
figuran todos los divisores propios de 2924. En la
segunda columna se calcula N/(h+1)-h , y al final se
seleccionan los valores validos para m, el término inicial
de esta suma.

Divisores de 2924

h+1 2924/(h+1)-h Esvalido y resulta el primer sumando par
1462 -1459
731 -726
172 -154
86 -51
68 -24
43 26' 25!
34 53
17 156 156
728 728

2 1461

Asi que existen tres sumas de pares validas: 43
sumandos a partir del numero 26, 17 a partir de 156, y 4
sumandos que comienzan en 728.

Estos ejemplos han sido comprobados con otros
algoritmos.
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Lo mas interesante de este estudio es comprobar que el
numero de sumandos no es libre, pues ha de ser divisor
de N o de 2N, que constituyen también una cota para ese
numero de sumandos.

SUMAS DE TERMINOS EN PROGRESION

En este apartado nos preguntaremos, dado un numero
natural N, qué progresiones aritméticas de numeros,
también naturales, tienen como suma el nimero dado N.

Esta cuestion maneja tres variables distintas, como son
el término inicial de la progresion, ai, el numero de
términos k, y la diferencia de la progresion, sea d. Para
una gestion comoda del problema, es conveniente fijar
una de ellas y dejar como variables las otras dos. Su
relacion algebraica es sencilla, si se recuerdan las
formulas de las progresiones aritméticas:

Término general:
a, =a, +d(k—1)
Suma de la progresion

a; + ag
Sk=T-

Si combinamos las dos formulas, y llamamos N a la
suma (que es nuestro objetivo), obtendremos, después
de simplificar:
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N =k(a; +d(k—1)/2)
Multiplicando por 2:
2N = k(2a, + d(k — 1))

Esta es nuestra igualdad basica, que nos informa de algo
fundamental, y es que el numero de términos k ha de
ser divisor de 2N.

Por otra parte, el maximo valor de k seria el resultante de
sumar una progresion aritmética formada por los
primeros numeros naturales (d=1). Cualquier otra
progresion requiere menos sumandos. Esa suma de los
primeros naturales constituye un numero triangular,
luego la cota de k se desprenderia de la desigualdad

k(k2+ D _

En otras publicaciones se ha despejado el equivalente a
k respecto a N, y nos ha resultado, después de
manipulaciones algebraicas:

V8N +1 — 1>

<
k_INT( >

En lenguaje de VBASIC y similares, k<=Int((Sqr(8 * n +
1)-1)1/2)

Ademas de ser divisor de 2N y presentar esta acotacion,
al despejar a1 o d en la férmula basica, debera resultar
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un entero positivo. Segun planteemos la busqueda,
exigiremos que uno u otro sean de ese tipo.

Por otra parte, si llamamos q al cociente (que sera
entero) 2N/k, es facil ver que la diferencia d tiene como
cota q/(k-1) (que seria cuando a1=0).

Por ejemplo, la siguiente funcién depende de Ny k, y en
ella exigimos que a: sea entero positivo:

Function sumaprogre$(n, k) ‘Es un texto, para abarcar
todas las soluciones

Dima, d, b, c, q

Dim s$

s$ = "" ‘Contenedor para el texto

q =2 *n/ k ‘Cociente para ver si k es divisor de 2N

If q = Int(q) Then ‘Es divisor

Ford=2Toq/(k-1) ‘Usalacota q/(k-1) para d
a=(q-d*(k-1))/2‘Calculo de a1

If a > 0 And a = Int(a) Then ‘Si a1 es entero positivo,
seguimos

b=a+d* (k- 1) ‘Ultimo término

s=s+ "##a(1)="+ Str$(a) + " a(k)="+ Str$(b) + " d="
+ Str$(d)

‘Se presenta el resultado como texto, con inicio, fin y
diferencia

End If

Next d

End If
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If s ="" Then s = "NO" ‘No hay solucion
sumaprogre = s
End Function

Por ejemplo, el numero 142 es igual a 2*71, con lo que
los divisores de 284 (2N) son 284, 142, 71,4, 2,1,y
constituyen los valores posibles de k. Si probamos k=71,
la funcién nos devuelve un “NO”, porque no existen
sumas con k=71. Por el contrario, si elegimos k=4, nos
resulta un numero excesivo de soluciones:

Sumaprogre(142;4)= ## a(1)= 31 a(k)= 40 d= 3 ## a(1)=
28 a(k)= 43 d= 5 ## a(1)= 25 a(k)= 46 d= 7 ## a(1)= 22
a(k)= 49 d= 9 ## a(1)= 19 a(k)= 52 d= 11 ## a(1)= 16
a(k)= 55 d= 13 ## a(1)= 13 a(k)= 58 d= 15 ## a(1)= 10
a(k)=61d=17 ##a(1)= 7 a(k)= 64 d= 19 ## a(1)= 4 a(k)=
67 d= 21 ## a(1)= 1 a(k)= 70 d= 23

Observamos que varian entre d=3: 31+34+37+40=142
hasta d=23, 1+24+47+70=142.

Los valores posibles de las diferencias cumplen la
acotacion 2N/k/(k-1), que en este caso seria
284/4/3=23,666...

Llama la atencion que probando varios numeros, suelen
aparecer muchas soluciones, o ninguna. En algunos
casos, la solucion es unica. Por ejemplo, el numero 2024
s6lo admite una solucion con 44 sumandos:

211



Sumaprogre(2024;44)= ## a(1)= 3 a(k)= 89 d= 2

Es una suma de impares desde 3 hasta 89. Con otra
herramienta, usando diferencias de cuadrados, se llega
al mismo resultado:

44 45 1 4572- 112 44 impares desde 3 hasta 89

Aqui se ha expresado 2024 como 452-12, de donde
resulta la misma suma de impares.

Estudio para un numero dado

La anterior funcion se puede aplicar a todos los divisores
de un numero, con lo que obtendriamos un panorama
general de todas las posibilidades que tiene de ser suma
de una progresion aritmética. ElI problema es de
visualizacion, pues, tal como comentamos
anteriormente, pueden obtenerse muchas soluciones,
con lo que se perderia la vision de conjunto. En el
siguiente recorte (incompleto) podemos observar los
resultados para 2024:

Tabla progresiones ‘ 2024

2 #a(l
4 #a(l
8 #a(l
11 ##a(l

= 1011 a(k}= 1013 d= 2 ## a(1)= 1010 a(k)= 1014 d= 4 ## a(1)= 1009 a(k)= 1015 d= 6 ## a(1)= 1008 a(k)= *
= 503 a(k)= 509 d= 2 ## a(1)= 500 a(k)= 512 d= 4 ## a(1)= 497 a(k)= 515 d= 6 ## a(1)= 494 a(k)= 518 d= §
= 246 a(k)= 260 d= 2 ## a(1)= 239 a(k)= 267 d=4 ## a(1)= 232 a(k)= 274 d= 6 ## a(1)= 225 a(k)= 281 d= §
= 174 a(k)= 194 d= 2 ## a(1)= 169 a(k)= 199 d= 3 ## a(1)= 164 a(k)= 204 d= 4 ## a(1)= 159 a(k)= 209 d= 5

k)=
k)=

16 ## a(1)= 104 a(k)= 149 d= 3 ## a(1)= 89 a(k)= 164 d= 5 ## a(1)= 74 a(k)= 179 d= 7 ## a(1)= 50 a(k)= 194 d= 9 ## ¢
22 ## a(1)= 71 a(k)= 113 d= 2 ##% a(1)= 50 a(k)= 134 d= 4 ## a(1)= 29 a(k)= 155 d= 6 ## a(1)= 8 a(k)= 176 d= 8

23 ## a(1)= 66 a(k)= 110 d= 2 ##% a(1)= 55 a(k)= 121 d= 3 ## a(1)= 44 a(k)= 132 d= 4 ## a(1)= 33 a(k)= 143 d=5 ## a(
44 ## a(1)= 3 a(k)= 89 d=2

46 NO

212



La primera columna indica el numero de sumandos, y la
segunda, en forma de texto, todas las posibilidades,
descritas mediante a(1), a(k) y d.

Uso de la diferencia como parametro

Podemos estar interesados en cuantas sumas, con una
diferencia dada, se pueden encontrar para N. Por
ejemplo, en el recorte anterior del caso del 2024, se
descubren varios ejemplos con d=4.

La siguiente funcion, muy similar a la anterior, nos
devuelve todas las sumas con una diferencia dada. No
se anaden comentarios porque la metodologia es la
misma.

Function sumaprogre2$(n, d)
Dima, k, b, c, q, |
Dim s$

s§=""

I =Int((Sqr(8 *n+1)-1)/2)

Fork=2Tol

q=2*n/k

If q = Int(q) Then

a=(q-d*(k-1))/2

b=a+d*k-1)

Ifa>0Anda-=Int(a) Thens =s + " #i# a(1)=" + Str$(a)
+ " a(k)="+ Str$(b) + " k=" + Str$(k)
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End If

Next k

If s=""Then s = "NO"
sumaprogre2 =s

End Function

Aplicada al afo 2024 y a la diferencia d=4 nos ha
devuelto estas soluciones, que coinciden con las del
esquema general:

## a(1)= 1010 a(k)= 1014 k= 2 ## a(1)= 500 a(k)= 512 k=
4 ## a(1)= 239 a(k)= 267 k= 8 ## a(1)= 164 a(k)= 204 k=
11 ## a(1)= 50 a(k)= 134 k= 22 ## a(1)= 44 a(k)= 132 k=
23

En ellas se nos ofrecen el primer término a(1), el ultimo
a(k) y el numero de sumandos k.

Por ejemplo, a(1)= 164 a(k)= 204 k= 11 se refiere a esta
suma con 11 sumandos que se diferencian en 4

unidades:

2024=164+168+172+176+180+184+188+192+196+200
+204

Podriamos repetir las busquedas fijando un valor para as,
pero no parece resultar interesante.
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CON TIPOS DE NUMEROS

EQUIVALENCIA ENTRE SUMAS DE CUBOS

Sabemos desde Fermat que un cubo no se puede
descomponer en suma de otros dos cubos, pero si es
posible que una suma de cubos sea equivalente a otra
distinta. El dia 23/11/18, de forma indirecta, publiqué en
Twitter (@connumeros) esta igualdad:

1973+273=16"3+14"3+3"3

Como veremos mas adelante, estas equivalencias son
mas frecuentes de lo que se podria esperar en una
primera aproximacion. Comenzaremos, pues, con este
tipo, en el que una suma de dos cubos es equivalente a
otra de tres.

Para ello disefaremos una funcion, que mas tarde
modificaremos, que admita un niumero n y busque sumas
equivalentes del tipo dado, en las que n sea la mayor
base de cubo en la expresiéon. La salida de la funcion
sera en modo texto, para poder leer bien todas las
soluciones.

Usaremos este algoritmo:
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Public Function doblecubo$(n)
Dimp, q,r, k,a, b, u, v
Dim c$

If n < 2 Then doblecubo = "NO": Exit Function ‘El
numero debe ser mayor que 2

c$ ="": k=0 'c$ recoge las soluciones y k las cuenta
Forp=1Ton

a=n"3+p "3 Seformala suma de dos afadiendo
otro sumando

b=a *(1/3) Tope de busqueda

For g =1 To b ‘Doble bucle de busqueda
Forr=1Toq

u=a-q*3-r*3

If u>0 Thenv =Round(u”(1/3)) Elsev=0
Ifv>0Anda=q*3+r*3+v23Andv<=rAndv
<=qThenk=k+1:c$=c$ + Str§(n) + Str$(p) + "=" +
Str$(q) + Str$(r) + Str¥(v) + " "

‘Si se acepta el tercer cubo, se vuelca en c$ y se
incrementa el contador

Nextr

Next q

Next p

If k = 0 Then doblecubo = "NO" Else doblecubo = c$
End Function
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Con esta funcion formamos una tabla con los primeros
numeros que admiten esta descomposicion. La segunda
columna representa los cinco cubos que intervienen.

Parece ser que sélo los numeros 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12
y 13 no participan en equivalencias de este tipo:

7 71=644
8 87=951
9 97=1042
11 117=996

14 142=1288 1410=13116 1413=1731
15 1563=12117 155=1493

16 167=15104 1614=18102

17  177=131211 1711=15145

18 1814=2084 1817=20141

19 192=16143 195=17127

20 2012=19145

Por ejemplo, con base 16 obtenemos dos equivalencias:
1673+773=15"3+10"3+4"3; 16*3+14"3=18"3+1073+2"3

(Puedes escribir estas equivalencias en una celda de
Excel (con signo + o = delante) y te devolvera
VERDADERO)

Si sumamos los cubos del primer par, encontramos los
valores comunes de las dos sumas, que estan
publicados en http://oeis.orqg/A085336
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344, 855, 1072, 1674, 2752, 3402, 3500, 3744, 4439,
4941, 5256, 6244, 6840, 6867, 6984, 8576, 9288, 9604,
9728, 10261, 10656, 10745, 10773, 10989, 13357,
13392, 14167, 14364, 15093,...

Estudiando todos los numeros siguientes no parece que
haya mas excepciones. Incluso el numero de soluciones
aumenta con buen ritmo. Si modificamos la funcion para
que devuelva

el nimero de soluciones, observamos una tendencia al
crecimiento con muchas oscilaciones.

Su coeficiente R? es muy bajo, debido a las oscilaciones
y el crecimiento tiene una pendiente media de 0,277.

Problema de Ramanujan
En la anécdota famosa del taxi

(ver
https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero de Hardy
-Ramanujan)

aparece el numero 1729 como el menor que se expresa
de dos formas distintas como suma de dos cubos:
1729=1"3+12"3=10"3+9"3

Cambiaremos nuestra funcién sumacubos para que
cubra este caso. No es dificil. Basta con suprimir un
bucle FOR-NEXT vy afadir alguna desigualdad:

Public Function doblecubo$(n)
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Dimp, q, k, a, b, u, v
Dim c$

If n < 2 Then doblecubo = "NO": Exit Function
c$=""k=0

Forp=1Ton

a=n’*"3+p"3

b=a”"(1/3)

Forq=1Tob

u=a-q*3

If u>0 Then v =Round(u”(1/3)) Elsev=0
Ifv>0Anda=q?*"3+v23Andv<>pAndv <>n
Andv<=qThenk=k+ 1:c$ =c$ + Str§(n) + Str$(p)
+ "="+ Str$(q) + Str$(v) + " "

Next q

Next p

If k = 0 Then doblecubo = "NO" Else doblecubo = c$
End Function

El siguiente listado esta basado en la base del primer
cubo, por lo que algunos resultados estan duplicados:

10 109=121
12 121=109
15 159=162
16 162=159
20 2018=242
24 242=2018 2419=2710
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27 2710=2419
30 3018=324 3027=363

Vemos que la primera equivalencia, 10,9 con 12, 1 es la
de Ramanujan. Después le siguen

4104=15"3+913=16"3+2"3,
13832=20"3+18"3=24"3+2"3,...

La lista con los primeros valores la tienes en
http://oeis.org/A001235

1729, 4104, 13832, 20683, 32832, 39312, 40033, 46683,
64232, 65728, 110656, 110808, 134379, 149389,
165464, 171288, 195841, ...

¢éPuede un cubo ser equivalente a una suma de tres?

La respuesta es afirmativa. Basta adaptar la funcion
doblecubo(n) no afadiendo un sumado nuevo en las
primeras lineas. Por ejemplo:

6"3=5"3+4"3+3"3
ON3=8"3+6"3+1"3,
12/3=10"3+8"3+6"3,
1873=15"3+12"3+9"3,...

Tienes publicadas las bases del primer miembro de la
igualdad en http://oeis.orqg/A023042

220


http://oeis.org/A001235
http://oeis.org/A023042

A023042 Numbers whose cube is the sum of
three distinct nonnegative cubes.

6,9, 12,18, 19, 20, 24, 25, 27, 28, 29, 30, 36, 38, 40, 41,
42,44, 45, 46, 48, 50, 53, 54, 56, 57, 58, 60, 63, 66, 67,
69, 70, 71,72, 75, 76, 78, 80, 81, 82, 84, 85, 87, 88, 89,
90, 92, 93, 95, 96, 97, 99, 100, 102, 103, 105, 106, 108,
110, 111, 112, 113

Aunque en esa pagina figuran dos listados en PARI, por
su semejanza con la funcion doblecubo, se inserta el
nuestro original y su resultado:

for(n=2,100,k=0;for(p=1,n,a=n”"3;for(q=1,n,for(r=1,q,
u=a-q"3-
r*3;if(u>>0,v=round(u*(1/3)),v=0);if(v>>0&&a==q* 3+
r’*3+vA3,k+=1))));if(k>>0,print1(n,”, "))

6, 9, 12, 18, 19, 20, 24, 25, 27, 28, 29, 30, 36, 38, 40, 41, 42, 44, 45, 46, 48
, 58, 53, 54, 56, 57, 58, 6O, 63, 66, 67, €9, 7@, 71, 72, 75, 16, 78, 80, 81, 82
., 84, 85, 87, 88, 89, 90, 92, 93, 95, 98, 97, 99, 108,

7
fm

Un cubo suma de cuatro
Con nuestra herramienta Cartesius

(http://www.hojamat.es/sindecimales/combinatoria/herra
mientas/herrcomb.htm#cartesius)

Podemos usar este planteamiento (en el listado se
busca solucion para el cubo de 7):
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xtotal=4
xt=1..7
xt=suc(n"3)
suma=343
creciente

Se fija un total de cuatro cubos del 1 al 7 para que sumen
el cubo de 7.

Asi obtenemos la solucion
7"3=6"3+5"3+1"3+113
Cambiando datos:
12°3=11"3+773+3"3+3"3
13A3=12"3+773+5"3+1"3
1373=10"3+913+773+5"3...

Tienes publicadas las bases 7, 12, 13,... en
http://oeis.orq/A274334
A274334 Numbers n such that n*3 is the sum of

4 positive cubes.

7,12, 13, 14, 18, 20, 21, 23, 24, 25, 26, 28, 30, 31, 32,
33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 48,
49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 59, 60, 62, 63, 64, 65,
66, 67, 68,...
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Soluciones con mas sumandos
Podemos destacar
8"3=6"3+6"3+4"3+2"3+23
OA3=773+773+3"3+2"3+2"3
ON3=873+5"3+4"3+3"3+113
1073=913+6"3+3"3+3"3+1/3
1073=7"3+7"3+5"3+5"3+4/3
7"3=6"3+473+3"3+33+2/3+1/3
Y muchas mas.

El estudio que hemos desarrollado explica, como ya
sospechabamos, el hecho de que en nuestros calculos
diarios de Twitter aparezcan tantas combinaciones de
cubos.

SUMAS DE CUADRADOS CON EL MISMO
RESULTADO

De nuevo tomamos un tweet de @connumeros para
profundizar en una cuestion. El dia 1/3/2020 publiqué en
Twitter lo siguiente:

1320 es suma de cuadrados pares consecutivos, y
también de impares:
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Pares: 1320=12/2+1472+162+1872+2072=(20%21x22-
10x11x12)/6

Impares:
1320=5"2+7"2+9"2+1172+13"2+ 152+ 17" 2+19/2=(19x
20%21-3%4x5)/6

Esto me dio la idea de buscar coincidencias de varias
sumas de cuadrados con un mismo resultado. El
problema que nos aparecera sera la lentitud de los
calculos, pues nos encontraremos con bucles dobles y
triples en los algoritmos de busqueda. Comenzamos por
los mas sencillos:

Coincidencias en las sumas de cuadrados

Dado un numero natural cualquiera, nos podemos
plantear a cuantas sumas de cuadrados equivale. Nos
podemos basar en la conocida formula de la suma de los
primeros cuadrados:

z": L, nm+1)@2n+1)
b 6

i=1

Con esta formula, si deseamos encontrar una suma S de
cuadrados que comience en p y termine en q, su
expresion seria S(p,q)=(q(q+1)(29+1)-(p-1)p(2p-1))/6
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Esta expresion se puede implementar en un algoritmo
que busque los numeros que presentan mas de dos
descomposiciones en suma de cuadrados consecutivos.
Lo presentaremos en PARI:

for(n=1, 25000, m=0; i=1; while(i*2<=n, j=0; while(j<Ii,
if(i*(i + 1)*(2% + 1) - j*(G + 1)*(2% + 1) == 6*n, m+=1);
J+=1); i+=1);if(m>1,print1(n,", "))

En él, para cada n recorremos los valores de i mientras
i*2>=n. Adadimos otra variable j, que sera el inicio de la
posible suma de cuadrados. Usamos la formula de mas
arriba, y si el resultado es n, incrementamos el contador
m. Si este pasa de 1, imprimimos.

Prueba este cbdigo en https://pari.math.u-
bordeaux.fr/gp.html y obtendras la siguiente sucesion,
que ya esta publicada:

A130052 Numbers that are the sum of one or
more consecutive squares in more than one way.

25, 365, 841, 1405, 1730, 2030, 3281, 3655, 3740, 4510,
4705, 4760, 4900, 5244, 5434, 5915, 5929, 7230, 7574,
8415, 8464, 9385, 11055, 11236, 11900, 12325, 12524,
14905, 16745, 17484, 18879, 19005, 19044, 19855,
20449, 20510, 21790, 22806, 23681

Aunque la idea de este algoritmo parece acertada, es
mas rapido este otro, que se limita a sumar cuadrados
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sin ningun uso de formulas. Asi que dejamos los dos
para comprobar.

ok(n) = {my(i=sqrtint(n), m=0, a);while(i>0&&m<2,
a=i*2; j=i; while(j>0&&a<=n,if(a==n, m+=1); j-=1;
a=a+j"2); i-=1); return(m>1)}

for(p=1, 24000, if(ok(p), print1(p,”, "))

Este programa lo hemos anadido a la sucesion
publicada.

Coincidencias en sumas de cuadrados impares

La formula adecuada para sumar numeros impares
consecutivos es muy parecida a la general:

Z(Zi - (2n — 1)(2671)(271 +1)

Aunque es util en otros estudios, parece, tal como se
comentd mas arriba, que la suma directa de cuadrados
es mas rapida en lenguaje PARI (y en el VBASIC de
Excel) que la suma con esta formula. La razén no es que
sea ineficiente, sino que requiere bucles de busqueda
mas amplios. La usaremos para comprobar.

Para VBasic de Excel usaremos la misma funcion para
cuadrados pares o impares. El listado siguiente sirve
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para cuadrados impares, y en una de las lineas
afadimos como comentario como habria que sustituirla
para que sirviera para cuadrados pares:

Function vsumacuad3$(n) 'Pares o impares
Dim i, j, m, a

Dim s$

s= "

i = Int(Sqr(n)) ‘Comenzamos con la posibilidad de un
solo cuadrado

Ifi Mod 2 =0 Then i =i— 1‘Para adaptar al caso PAR,
usarIfiMod 2=1Theni=i-1

m = 0 ‘Numero de soluciones

Whilei>0And m < 2

a=in2

Jj = i ‘La variable j recorre los posibles sumandos
cuadrados

Whilej> 0 And a<=n
Ifa=nThenm=m+1:s=s+ "{#H#" + Str§(i) + ", " +
Str$(j) ‘Se ha encontrado una suma

J=Jj— 2 Tanto j como i bajan de 2 en 2 para mantener la
paridad

a=a+j"2

Wend

i=i-2

Wend

If s=""Then s = "NO" Else s = Str$(m) + s ‘Se afiade

el numero de soluciones
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vsumacuad3 =s
End Function

Buscar soluciones con esta funcidn es una tarea
bastante lenta. Como se ha querido llegar a un rango de
2 millones en la busqueda, ha sido un proceso de
muchos minutos. Los primeros numeros que presentan
dos soluciones con sumas de cuadrados impares son
estos:

2890, 7735, 22715, 60655, 70225, 87571, 92225, 93314,
136115, 152354, 155519, 256330, 326434, 475861,
511225, 562475, 636360, 671195, 695419, 733485,
808335, 847760, 876490, 1105819, 1107414, 1225965,
1252216, 1293425, 1373701, 1540081, 1541165,
1627899, 1633069, 1832824, 1848405, 1979649

Por ejemplo, 2890 = 3722 + 3972 y también 2890 = 772
+ 072 + 1122 + 1372 + 1572 + 17722 + 1972 + 2172 + 23/2
+ 252

En el lenguaje PARI puedes probar con la formula

insertada en parrafos anteriores, pero descubriras pronto
su lentitud de proceso. Este seria el cddigo adecuado.

for(n=1, 100000, m=0; i=1; while(i*2<=n, j=1;
while(j<i, if(i*(i + 1)%(i+2) - j*( + 1)*(+2) == 6*n, m+=1);
j+=2); i#=2);if(m>1,print1(n,", "))
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Después de transcurrir algunos minutos, te devolvera las
ocho primeras soluciones: 2890, 7735, 22715, 60655,
70225, 87571, 92225, 93314. Hay que imaginar lo que
tardaria en llegar a 2 millones en la busqueda.

Es mas rapido este otro programa:

ok(n) = {my(i=sqrtint(n), m=0, a); i=i-(i%2==0); m=0;
while(i>0&8m<2, a=i*2; j=i; while(j>0 && a<=n,
if(@a==n, m+=1); j-=2; a=a+j*2); i-=2); return(m>1)}

concat([0], select(ok, [1..22000]))

Suma de cuadrados pares

Las técnicas usadas para los numeros impares sirven
también para los pares, ya que sus férmulas son
similares. En el listado para impares en Vbasic ya lo
adveriamos:

Ifi Mod 2 =0 Then i =i- 1‘Para adaptar al caso PAR,
usarIfiMod 2=1Theni=i-1

Asi obtendriamos:

100, 1460, 3364, 5620, 6920, 8120, 13124, 14620,
14960, 18040, 18820, 19040, 19600, 20976, 21736,
23660, 23716, 28920, 30296, 33660, 33856, 37540,
44220, 44944, 47600, 49300, 50096, 59620, 66980,
69936, 75516, 76020, 76176, 79420, 81796, 82040,
87160, 91224, 94724, 99856
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Por ejemplo, 1460=26"2+28"2 y también
1460=20"2+22"2+24"2

Version en PARI

Prueba este codigo y obtendras el mismo listado. Lo
hemos organizado solo hasta 22000 para que no sea tan
lento.

ok(n) = {my(i=sqrtint(n), m=0,a,j); i=i-(i%2==1); m=0;
while(i>08&8m<2, a=i*2; j=i; while(j>0 && a<=n,
if(a==n, m+=1); j-=2; a=a+j*2); i-=2); return(m>1)}

concat([0], select(ok, [1..22000]))

Caso de pares e impares

Llegamos a nuestro objetivo principal, que es buscar
aquellos numeros, como 1320, que admiten sumas de
cuadrados pares y también de impares.

Para ello, refundiremos los algoritmos en uno:
buscaremos pares e impares por separado y uniremos
los resultados mediante una conjuncion légica. En Excel
supone un listado bastante largo. Por ello, damos una
idea en PARI:

Se idea una funcion (issum) que admita un segundo
parametro ademas de n (sea t), tal que si vale 0 sirva
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para los pares y si es 1, para los impares, o al contrario,
porque es indiferente. Después, en la funcion Ok
refundimos los dos resultados haciendo una conjuncion
con la conectiva Y (&& en PARI)

Quedaria asi:
issum(n,t)={my(i,j,a,m=0);i=sqrtint(n);if(t==0,if(i%2==
0,i-=1),if(i%2==1,i-
=1));while(i>0&&m<1,a=i*2;j=i;while(j>0&&a<=n,if(a=
=n,m+=1);j-=2;a=a+j*2);i-=2);return(m)}
isok(m)=issum(m,0)&&issum(m,1)

for(p=1,20000,if(isok(p),print(p)))

Con estas dos funciones refundidas obtenemos el listado
que pretendiamos. Entre los numeros encontrados,
algunos presentaran soluciones dobles para pares o
para impares, pero €so no nos importa por ahora. Lo
dejamos por si alguien quiere investigar.

Chocara con la lentitud de los algoritmos.
Los primeros numeros con esta propiedad mixta son:

164, 596, 1320, 1736, 3156, 4040, 5204, 9416, 10660,
22096, 27080, 29260, 29584, 40020, 69940, 73140,
79540, 85284, 87636, 112916, 113480, 121996, 137960,
161480, 171940, 176420, 182104, 209924, 214396,
221780, 231760, 260120, 290280, ...
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Por ejemplo, 1736 equivale a estas dos sumas de
cuadrados:

Pares: 1736=22"2+24"2+26"2

Impares:
1736=772+9"2+11/2+13"2+152+17/2+19"2+21"2

BASES DE CUBOS CON SUMA CERO

Otro estudio mas que se basa en mis calculos en Twitter
(@connumeros). El dia 22/3/2020 publiqué:

22320 se puede representar mediante dos sumas de
cubos cuyas bases suman 0:

22320=(-16)A3+(-15)"3+3113, con 31+(-15)+(-16)=0
22320 =(-60)"3+(-2)"3+62°3 y 62+(-2)+(-60)=0

No son muchos relativamente los numeros que cumplen
una propiedad similar. Comenzaremos con aquellos que
presenten suma de cubos cuyas bases sumen cero al
menos una vez. El primero es el 6, que se puede
representar como 6=2"3+(-1)"3+(-1)*3, con 2+(-1)+(-
1)=0

Funcién adecuada

En primer lugar, hay que destacar que esta condicion se
puede simplificar. En lugar de usar la igualdad N=p3-g3-
r3, dado que p=q+r, podemos representar r como p-q.
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Segun esto, la condicién seria N=p3*-g>-(p-q)°.

Si partimos de esa igualdad, desarrollando, N=p3-q3-(p?*-
3p?q+3pa*-q°)=3p*a-3pa*=3pq(p-q).

Esta expresion 3pq(p-q) nos servira para construir una
parada en la busqueda, exigiendo que 3pq(p-q)<=N y
también para sustituir a N=p3-g3-r’. Es mas rapido asi.
También nos indica que N ha de ser multiplo de 6, ya que
pq(p-q) es siempre par.

Versién para Excel

La siguiente funcion actua sobre un numero natural y
devuelve una cadena de texto, que puede estar vacia o
contener la primera solucidn que se encuentre. Este es
su listado:

Function cubossum(n)
Dim i, j, a

Dim es

Dim s$

If n Mod 6 <> 0 Then cubossum = "": Exit Function
‘Da salida si no es multiplo de 6

es = False ‘Parara el proceso si se encuentra solucion

i =1 ‘Contador para la variable p

s ="" ‘Cadena de texto para el resultado

a = 0 ‘Contendra la suma de cubos
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While a <= n And Not es ‘Se para si se llega a n o se
encuentra una suma

Jj =1 ‘Contador de la variable g

While j <i And Not es

a=3%i*j*(i-j) ‘Expresion buscada

If a = n Then es = True: s = s + Str§(j) + Str$(i) ‘Se
encuentra solucion

j=i+1

Wend

i=i+1

Wend

cubossum =s

End Function

Con esta funcion podemos organizar una busqueda de
aquellos numeros que presentan la descomposicion
buscada. Los primeros son:

B 12
18 13
36 14
48 24
60 15
80 25
126 17
144 26
162 36
168 18
210 27
216 19
252 37
270 110

288 28
330 111
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Cada numero encontrado viene acompafado del valor
de qy el de p. Asi, para 210, g=2 p=7, luego 210 = 73-23-
(7-2)3 = 73-23-5% = 343-8-125 = 210

Un listado mas completo es

6, 18, 36, 48, 60, 90, 126, 144, 162, 168, 210, 216, 252,
270, 288, 330, 360, 378, 384, 396, 468, 480, 486, 540,
546, 594, 630, 720, 750, 792, 816, 858, 918, 924, 972,
990, 1008, 1026, 1140, 1152, 1170, 1260, 1296, 1344,
1386, 1404, 1518, 1530, 1560, 1620, 1638, 1656, 1680,
1728, 1800...

Rutina de comprobacién

Para comprobar este listado podemos usar técnicas de
Excel, ya que permite la creacion de listas usando sus
flas o columnas. Lo podemos efectuar en tres fases:

1. Se recorren todos los valores posibles de p3-q3-(p-
q)® hasta cierto tope.

2. Se vuelcan todos en la columna A. Apareceran
desordenados y repetidos

3. Se usan los comandos del apartado Datos para
ordenar y eliminar duplicados.

En la primera fase usaremos una macro en lugar de una
funcion, para que se puedan situar las soluciones en la
columna A. Hemos usado esta:
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Sub cuboss()
Dim i, j, k, v

k = 0 ‘Esta variable representa la fila en la que se va a
escribir

Fori=1To 40 ‘Con dos bucles completos se recorren
las sumas tipo p3-q3-(p-q)°

Forj=1Toi-1

k = k + 1 °‘Se incrementa la fila, para escribir en columna
v=ir3-jMr3-(i-j) " 3 ‘Expresion buscada
ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(k, 1).Value = v ‘Se
afade a la columna A

Next j

Next i

End Sub

Hemos elegido un tope de 40 en la B
busqueda. Para casos sencillos parece
excesivo.

18
18
|36

48
36
60
90
90
60
90
144
162
144
90
126

Se volcaran los resultados de esta forma:

[==] Bt Wie p Sy RS SRR LS R

(4=

Tal como  esperabamos, aparecen
desordenados y duplicados.

RO O (O I (O ey
(3 I P R ) S e e |

Acudimos a los comandos de Datos:

jry
o
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J Datos | Revisar Vista Programador

== K Borrar |
A AlZ v ==
bl _ _ g
ag | % Valver a aplicar
Zl Ordenar | Filtro 7 Texto en  Quitar
llos | 7 Avanzadas | columnas duplicados

A
1 |6
. . 18
En primer lugar, seleccionamos la columna A : laa
. . . 4|48
y pedimos Quitar duplicados. 5 |60
6 (90

Nos indicard que se han quitado miles de g}}gg

duplicados, y quedara: 3 |126
1 |210

n |252
1 |168
1 |288
14 |360

: 5 (384
Ahora solo queda ordenar: 216

J Datos Revisar
sl

25 |
Z | Ordenar
ilos | &l

Asi ya lo hemos conseguido, pudiendo comprobar que
coincide con el listado anterior.

18
Si para un nUmero mayor de términos '
.. ’ . B0
vieramos que falta alguno, bastaria subir el |o

tope de 40 en la macro. =

162
Todo esto se puede traducir al lenguaje PARI: 168
210
216
252
270
288
330
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ok(n) =
{my(i=1,a=0,m=0,j);if(n%6==0,while(a<=n&&m==0,j=
1,while(j<i&&m==0,a=3*i*j*(i-
J);if(@a==n,m=1);j+=1);i+=1)); m}

{for(p=1,2000,if(ok(p),print1(p,”, "))}

Si lo pruebas en https://pari.math.u-bordeaux.fr/gp.html
obtendras la lista de los primeros numeros que cumplen
esta descomposicion:

6, 18, 36, 48, 60, 90, 126, 144, 162, 168, 210, 216, 252,
270, 288, 330, 360, 378, 384, 396, 468, 480, 486, 540,
546, 594, 630, 720, 750, 792, 816, 858, 918, 924, 972,
990, 1008, 1026, 1140, 1152, 1170, 1260, 1296, 1344,
1386, 1404, 1518, 1530, 1560, 1620, 1638, 1656, 1680,
1728, 1800,...

Resultados multiples

Algunos de estos numeros presentan varias
descomposiciones. El primero es 90, que admite las dos
sumas 90=53-3"3-2"3 y 90=6"3-5"3-173. Después le
siguen estos:
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ao 23556

630 27101415
720 361010121516
1170 210131315
1260 27122021
1386 21114 21 22
2430 29151518
2640 21116 20 22
3024 29161418
3060 2121717 20
3168 202224 3233
3366 21117 353 34
3570 21017 34 35

Si adaptamos a PARI| obtenemos un listado mas
extenso:

90, 630, 720, 1170, 1260, 1386, 2430, 2640, 3024, 3060,
3168, 3366, 3570, 4446, 5040, 5760, 5940, 6210, 6300,
6930, 8910, 9360, 10080, 11088, 11250, 12480, 12870,
12960, 14490, 14742, 16380, 17010, 18018, 18270,
18810, 19440, 19890, 21120, 22140, 22320, 23310,
24192, 24480, 24570, 25344, 25740, 26928, 27360,
27720, 28560, 29700,

Se ha usado el cédigo

ok(n) =
{my(i=1,a=0,m=0,j);if(n%6==0,while(a<=n,j=1;while(j
<i,a=3*I"j*(ij);if(@a==n&&j>=i-j,m+=1),j+=1);i+=1));
m>1}

{for(p=1,30000,if(ok(p),print1(p,", "))}

Destaca el 720 con tres descomposiciones:
720=10"3-6"3-4"3=12"3-10"3-23=16"3-15"3-1"3
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El primero con 4 es 19440: 19440=30"3+(-18)"3+(-
12)A3=36"3+(-30)"3+(-6)"3=48"3+(-45)"3+(-
3)"3=81"3+(-80)"3+(-1)"3

Con cinco hemos obtenido el 55440, equivale a estas
sumas:

55440=42"3+(-22)"3+(-20)"3=44"3+(-30)"3+(-
14)A3=55"3+(-48)"3+(-7)"3=70"3+(-66)"3+(-
4)A3=80"3+(-77)"3+(-3)"3

Lo dejamos aqui, porque nuestros instrumentos de
calculo se ralentizan con numeros grandes.

SUMA DE NUMEROS OBLONGOS
CONSECUTIVOS

En los calculos sobre fechas que publicamos en Twitter
(@connumeros) se dio la casualidad de que dos fechas
muy cercanas se podian expresar ambas como extensas
sumas de numeros oblongos consecutivos. Asi:

Dia 14/5/18

14518 es suma de siete productos de numeros
consecutivos que a su vez son consecutivos (es decir,
Siete oblongos consecutivos):
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14518=42x43+43%x44+44x45+45%46+46x47+47x48+48
x49

Dia 19/5/18

Se nos vuelve a presentar la suma de productos de
numeros consecutivos que a su vez son consecutivos (es
decir, oblongos consecutivos), pero esta vez son nueve,
nada menos:

19518=42x43+43x44+44x45+45%46+46x47+47x48+48
x49+49x50+50%x51

Es facil ver que, al ser los numeros oblongos doble de
los triangulares, este problema esté muy relacionado con
el de sumas de numeros triangulares consecutivos.

Sabemos que la suma de los n primeros numeros
triangulares es n(n+1)(n+2)/6.

(Ver
https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_triangular
#Suma_de los primeros n%C3%BAmeros_triangulare
s)

De aqui se deduce que en el caso de los oblongos sera
n(n+1)(n+2)/3. Si en la suma no se comienza desde el
primer oblongo (1*2) podremos restar esta expresion
aplicada al ultimo sumando con la correspondiente al
anterior al primer sumando.

Esto nos lleva a una generacion de soluciones en forma
de tabla de doble entrada y otra mediante una funcion:
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Soluciones obtenidas mediante una tabla de hoja de
calculo

En la siguiente tabla hemos situado valores de
n(n+1)(n+2)/3 tanto en fila como en columna. Si
restamos después unos de otros nos resultaran los
nameros que se pueden formar mediante sumas de
oblongos consecutivos. Apareceran desordenados vy
repetidos. Nos valen también los de la segunda fila:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

2 8 20 40 70 112 168 240 330 440 572 728 910 1120 1360
1 2 6 18 38 68 110 166 238 328 438 570 726 908 1118 1338
2 8 1232 62 104 160 232 322 432 584 720 902 1112 1352
3 20 20 50 92 148 220 310 420 552 708 890 1100 1340
4 40 30 72 128 200 290 400 4532 @©88 870 1080 1320
5 70 42 98 170 260 370 502 658 840 1050 1290
6 112 56 128 218 328 460 616 798 1008 1248
7 168 72 162 272 404 560 742 952 1192
8 240 90 200 332 488 670 880 1120
9 330 110 242 398 580 790 1030
10 440 132 288 470 680 920
11 572 166 338 548 788
12 728 182 302 @32
13 910 210 450
14 1120 240
15 1360

Para obtener una lista ordenada es preferible una
busqueda algoritmica mediante una funcion. Lo vemos:

Busqueda mediante una funcién

La suma entre n(n+1) y (n+k-1)(n+k), k sumandos, seria
asi:

n(n+1)+(n+1)(n+2)+.....(n+k-1)(n+k)=(n+k-
1)(n+k)(n+k+1)/3-(n-1)n(n+1)/3
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Hemos restado la suma de los n+k-1 primeros con la
correspondiente a n-1.

Desarrollamos y queda:

(= DkGe+1) _

Smn+k—1)=kn*>+k’n+ 3

Por ejemplo,
23%24+24*25+25*26+26*27+27*28=5(23,27)=3260
equivale a

5*2372+5"2*23+(5-1)*5*(5+1)/3=3260

Este desarrollo nos da una primera condicion para que
un numero P pueda desarrollarse como suma de
oblongos consecutivos. Proseguimos:

(k — Dk(k + 1)
=P
3
3kn? +3k*n+ k(k?—-1)—-3P =0

kn? + k’*n +

Despejamos n en funcién de P:

—3k? + \/9k* — 12k (k(k? — 1) — 3P)
ne 6k

El discriminante
D = 12k? — 3k* + 36kP

ha de ser cuadrado perfecto. Esta es la primera
condicion para que P sea suma de oblongos. También el
resultado para n ha de ser entero positivo.
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Lo vemos para P=14518 y k=7, segun lo publicado en
Twitter:

D=12*7"2-3*7"4+36*7*14518=3651921=191172, luego
se cumple que D es cuadrado perfecto. Sustituimos en la
expresion de n y queda:

n=(-3*7"2+1911)/(6*7)=42, que coincide con el
desarrollo publicado para 14518.

Por una casualidad, 19518 también inicia su suma de
oblongos en 42:

P=18518, k=9
D=12*9A2-3*974+36*9*19518=6305121=251142
N=(-3*9"2+2511)/(6*9)=42

Este criterio nos puede servir para ver qué numeros se
pueden descomponer en suma de oblongos
consecutivos.

Tomamos el numero P y probamos los criterios
anteriores para los valores de k entre 1 y el maximo valor
que cumpla k*(k*2-1)<3P, que es una cota facil de
deducir de las igualdades anteriores. Para cada k
exigiremos que el discriminante sea cuadrado perfecto y
calcularemos n para ver si es entero positivo.

Asi encontraremos todos los numeros que sean suma de
oblongos consecutivos:

2,6, 8,12, 18, 20, 30, 32, 38, 40, 42, 50, 56, 62, 68, 70,
72, 90, 92, 98, 104, 110, 112, 128, 132, 148, 156, 160,
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162, 166, 168, 170, 182, 200, 210, 218, 220, 232, 238,
240, 242, 260, 272, 288, 290, 306, 310, 322, 328, 330,...

Para encontrarlos se puede usar esta funcién, que
devuelve una cadena vacia si el numero no se puede
descomponer, 0 una cadena que contiene todos los
valores de n y k para los que es suma de oblongos.
Podria ser esta:

Function essumaob(n) As String
Dim e$
Dim k, p, q

e$ = "" ‘Comenzamos con una cadena vacia

k=1

While k * (k » 2 - 1) <= 3 * n ‘Recorremos los valores
posibles de k
p=12*k"2-3* k™4 + 36 *k*n ‘Se calcula el
discriminante

If escuad(p) Then ‘Si es cuadrado perfecto, se sigue el
proceso

q=(Sqr(p) -3 *k " 2)/6/k ‘Encontramos el valor de n
inicial en la suma

‘Si n es entero positivo, se toma nota en la cadena

If g = Abs(Int(q)) and q>0 Then e$ = e$ + Str$(q) + ", "
+ Str$(k) + " "

End If

k=k+1

Wend
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essumaob = e
End Function

Esta funcidon sdlo se debe aplicar a niumeros pares, que
son los unicos que pueden coincidir con una suma de
oblongos. Aqui tienes algunos:

M ESSUMACE
10

12 3, 1

14

16

18 2, 2
204, 11,3
22

24

26

28

30 5, 1

32 3, 2

Vemos que 12 presenta n=3, k=1, ya que 12=3%4.
Existen dos soluciones para 20: n=4, k=1, pues 20=4*5,
y también n=1, k=3, es decir, 20=1*2+2*3+3*4

Con esta funcidon podemos analizar cualquier otro
numero. Aqui tenemos la solucion para los ejemplo
14518, 19518:

N ESSUMAOB
14518 42 7
19518 42, 9

Se confirman las soluciones encontradas mas arriba.

Si todas las soluciones las dividimos entre 2, resultaran
los numeros que equivalen a suma de triangulares
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consecutivos. Los tienes publicados en
http://oeis.org/A034706 con el anadido de un cero:

A034706  Numbers which are sums of consecutive triangular numbers.
@, 1, 3, 4, 6, 9, 10, 15, 16, 19, 20, 21, 25, 28, 31, 34, 35, 36, 45, 46,
49, 52, 55, 56, 64, 66, 74, 78, 80, 81, 83, 84, 85, 91, 100, 105, 109, 110
116, 119, 128, 121, 130, 136, 144, 145, 153, 155, 161, 164, 165, 166, 169,

Relacion con los numeros combinatorios

Es facil ver que n(n+1)(n+2)/3 es el doble del numero
combinatorio C(n;3). Por tanto, las féormulas que hemos
usado en parrafos anteriores se pueden resumir en

SUMAOB(n, k) = 2("+’;— 1) _ 2(”; 1)

Tomamos la diagonal del 3 en el triangulo de pascal y
formamos todas las diferencias mutuas multiplicadas por
2:

Deberemos tomar los valores 2, 8, 20, 40, 70, 112,
168,...dobles de la cuarta diagonal y restar “todos con
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todos”. Llegariamos a los mismos valores 2, 6, 8, 12, 18,
20, 30, 32, 38, 40, 42, 50, ...

Relacién con los numeros piramidales

La suma de triangulares consecutivos daba lugar a los
numeros piramidales triangulares, u ortoedros

(Ver nuestra entrada ’

http://hojaynumeros.blogspot.com/2017/04/numeros-
piramidales-2-tetraedros.htmil)

Como en este caso no los sumamos todos, sino solo a
partir de un indice, en lugar de piramidales triangulares
serian “troncopiramidales”. Como también nuestros
sumandos son el doble de un triangular, lo que
obtenemos son “troncopiramidales de base oblonga”. En
la imagen tienes representado asi el numero
38=2*3+3*4+4*5

¢ Qué numeros estan repetidos en el listado?

Algunos numeros suma de oblongos aparecen repetidos
en los listados.
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Por ejemplo, 128=7*8+8*9=56+72y
128=5"6+6*7+7*8=30+42+56

Para descubrir el numero de soluciones que puede
presentar un numero P como suma de oblongos
consecutivos basta modificar ESSUMAOB para que nos
devuelva el numero de soluciones en lugar de los valores
de n y k. Sélo hay que cambiar alguna linea. Puede
quedar asi:

Function numsumaob(n)

Dim k, p, q, v

v = 0 ‘En lugar de una cadena devuelve el numero de
soluciones

k=1

While k * (k » 2 - 1) <= 3 * n ‘Esta parte coincide con
ESSUMAOB

p=12*k*2-3*k*4+36*k*n

If escuad(p) Then

q=(Sqr(p)-3*k"2)/6/k

If q = Abs(Int(q)) And q > 0 Then v =v + 1 ‘Incrementa
el contador de soluciones

End If

k=k+1

Wend

numsumaob = v ‘Devuelve el numero de soluciones
End Function
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Con esta funcion podemos identificar rapidamente los
primeros numeros que coinciden al menos dos veces con
una suma de oblongos consecutivos:

Nimero P Valoresdenyk
20 4,11, 3
72 8,15 2
110 10,12 5
128 7,25 3

200 9,25 4

240 15,11, 8
272 16,18, 3
328 7,42 8

420 20,14, 7
552 23,14, 8
722 18, 2 14, 3
870 29,15 9
920 16, 3 11, 5
1028 17,3 14, 4
1120 9 71, 14
1192 11,68, 8
1352 25,2 3, 13
1520 21,37, 10

Por ejemplo, 328 presenta los valores n=7, k=4 y n=2,
k=8, es decir:

328=7*8+8*9+9*10+10*11
328=2*3+3*4+4*5+5"6+6"7+7*8+8*9+9*10

El primer numero que admite tres desarrollos es el 4360,
con los valores n=31, k=4; n=27, k=5; n=9, k=15

Con mas soluciones no existen ejemplos menores que
500000. Se podrian buscar con instrumentos mas
rapidos que las hojas de calculo.
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TRiOS DE CUADRADOS Y DE CUBOS

Releyendo el libro “Las Matematicas de OZ” de Clifford
A. Pickover he encontrado este acertijo: “Encontrar tres
numeros diferentes cuya suma de cubos sea un
cuadrado y la de sus cuadrados sea un cubo”. He visto
gue es una buena razén para practicar algoritmos.

Los tres numeros iguales

Sin la exigencia de que sean diferentes obtendriamos
rapidamente el trio (3, 3, 3), pues 32+32+32=27=03 y
3%+3%+3%=81=9%

También es valido (192,192,192): 1922+1922+1922=48%y
1923+1923+1923=46082

En este caso de que los tres sean iguales se resuelve
facilmente por descomposicion en factores primos, pues
ambas sumas se reducen a 3n3=p?, 3n’=qg3. Debemos
buscar un numero tal que si e3 es el exponente de 3 en
el mismo, se cumpla que 1+3e3 sea multiplo de 2 y que
1+2e3 lo sea de 3. Claramente es valido en el 3, lo que
daria la primera solucion. También se cumple en todos
aquellos numeros en los que el exponente de 3 es 1,
como 192=3*2%. En el resto de casos, el que 1+3e3 sea
multiplo de 2 nos obliga a que es sea impar, y el que
1+2e3 sea multiplo de 3 a que estenga la forma 3k+1 (es
facil razonarlo). Asi que los exponentes validos para el 3
seran 1,7, 13, 19, ...tipo 6k+1.
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En el resto de factores primos del numero no se ven
afectados sus exponentes por el factor 3, luego deberan
ser tales que al multiplicarlos por 3, para formar los
cubos, el resultado sea par, luego seran multiplos de 2.
Igualmente, al multiplicarlos por 2, el resultado ha de ser
un cubo, luego sus exponentes seran multiplos de 3. Los
unicos exponentes que cumplen esto son los multiplos
de 6, luego ya lo tenemos resuelto:

Si los tres numeros son iguales, el exponente de 3 ha de
ser del tipo 6k+1 y los del resto de factores primos, del
tipo 6k.

Hemos realizado un busqueda con Excel, y las primeras
soluciones son

| N | FACTORES |

3 [3.1]

192 [2.6][3.1]
2187 [3.7]

12288 [2.12][3.1]

46875 [3.1][5.6]

130068 [2.6][3.7]

352047 [3.1][7.6]

786432 [2.18][3.1]
1504323 [3.13]

Se observa que los exponentes (segundo numero de
cada corchete) cumplen lo establecido.

Esto nos permite encontrar mas soluciones y comprobar
que existen infinitas.
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Los tres numeros diferentes

En este caso nos vemos obligados a usar algun
algoritmo. No es dificil, pero si lento. Para cada N
recorremos todos los pares de numeros menores que N,
diferentes de N y entre si. Les aplicamos la condicion de
Pickover e imprimimos si es valida. Desgraciadamente,
es un proceso lento, pero se consiguen resultados.

Usamos una funcion dependiente de N:

Function tresnumeros$(n) ' Es tipo texto para un
conjunto

Dim i, j

Dim s$

s= "

Fori=2 To n- 1Primer numero, que no llega a n
Forj=1Toi- 1T Segundo numero, inferior al primero
‘Aplicamos el criterio

If escuad(i*3+j”*3+n*3) And escubo(i *2+j* 2
+n*"2)Thens=s+"#"+Str$(n) + " " + Str¥(i) + " "
+ Str$(j) ‘Solucion

Next j

Next i

tresnumeros = s

End Function

Si no es solucion, devuelve la cadena vacia “
un texto con los tres numeros.
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Al ser un algoritmo con dos bucles, se tarda mucho en
encontrar soluciones. Las primeras son:
| |

# 252 234 198
# 464 304 256

A partir de la siguiente, la hoja de calculo deja de ser
fiable para numeros enteros.

Podemos probar una version para PARI:

is(n)={my(i=1,j=1,m=0,v=[0,0,0]),;for(i=1,n-
1,m=0;for(j=1,i-
1,if(ispower(i*2+j*2+n"2,3)&&issquare(i*3+j*3+n"3)
;m=1;v[1]=n;v[2]=i;v[3]=);print(v))));m}
for(i=1,10000,if(is(i),print(i)))

Es mas complicada de seguir, pero nos da alguna
solucion mas en un tiempo de proceso razonable:

252, 234, 198
464, 304, 256
2060, 1854, 1030
4046, 2600, 1122
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4394, 4056, 1690

Comprobamos la ultima solucion:

4394%+40562+1690°=3383
43943+4056°+1690°= 3954602

Sin restriccion de ser diferentes

En ese caso, las variables i, j del algoritmo las dejaremos
recorrer todo el rango entre 1y N. Asi se obtendran todas
las soluciones posibles, en la siguiente tabla, hasta un
tope de 5000:

3,3,3

192, 192, 192
252, 234, 198
464, 304, 256
2060, 1854, 1030
2187, 2187, 2187
4046, 2600, 1122

He probado a comparar otras potencias con un
exponente mayor, pero resultan calculos muy lentos y sin
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resultado interesante. Sin embargo, al introducir la
potencia de exponente 1, las soluciones se han
multiplicado. Por ejemplo, este listado corresponde al
caso de que los cubos y también la suma con exponente
1 sumen ambas un cuadrado:

6, 2,1
14,9, 2
15,13, 8
16, 14,6
19,9, 8
20,10, 6
20,17,12
24,8, 4
27,19, 3
28, 22,14
29,15,5
29,19, 16
35, 25,4
36, 17, 11

Y siguen muchos mas con frecuencia similar. Un
ejemplo:

27+19+3=49=7>
27%+19°%+3%=163?
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Con ligeros retoques en los cédigos se pueden abordar
otros casos similares, pero contando con un equipo que
no sea muy lento en los calculos.

EN EL PUNTO MEDIO DE DISPARES

¢ Qué numeros son promedio entre su cuadrado mas
cercano y el triangular también mas cercano? Es una
pregunta a la que no es dificil responder con las
herramientas que tenemos a nuestra disposicion, pero
que requiere un cierto cuidado a la hora de plantear un
algoritmo. Veremos mas adelante las dificultades que se
pueden presentar. Solo nos referiremos a la posible
estructura de ese algoritmo y sus problemas. No
abordaremos apenas estudios tedricos.

En primer lugar estudiaremos técnicas que nos sirvan
para todos los casos, sean cuadrado con triangular, cubo
con cuadrado o primo con oblongo, para después
descender a detalles en cada tipo de numero. Para estas
busquedas llevamos tiempo usando las funciones
ESCUAD, ESTRIANGULAR, ESOBLONGO, ESCUBO y
otras similares. Puedes encontrarlas todas usando
Buscar en mi blog.
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Estas son algunas de ellas:

Public Function escuad(n) As Boolean

If n <0 Then
escuad = False
Else

If n = Int(Sqr(n)) » 2 Then escuad = True Else escuad
= False

End If

End function

Public function estriangular(n) as boolean
dim a

a = Int(sqr(8*n+1))

if a*a=8*n+1 then estriangular = true else
estriangular = false

end function

Function escubo(n)

Dim a

a=Int(n*(1/3)+10 " (-6))

If a *a*a=n Then escubo = True Else escubo =
False

End Function
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Con cualquiera de ellas se pueden construir las
funciones PROXIMO y ANTERIOR, en las que un
parametro fipo decidird si se busca un cubo o0 un
oblongo, o preferentemente, cambiando una linea de
cdédigo para sustituir la busqueda de un tipo por la de
otro. Lo explicamos con un ejemplo:

La siguiente version de PROXIMO busca el cuadrado
mas cercano entre los mayores que un numero

Function proximo(a) As Long
Dim p, prim As Long
Dim sale As Boolean

p =a + 1: sale = False: prim =0

While Not sale

If escuad(p) Then prim = p: sale = True
p=p+1

Wend

proximo = prim

End Function

Por ejemplo, te dara que PROXIMO(78)=81

259



Si sustituimos ESCUAD por otra funcion, nos servira el
mismo codigo para buscar triangulares, cubos o
pentagonales. En general, se dara por supuesto que
cambiaremos esa linea de codigo para pasar de un tipo
a otro.

De igual forma se puede construir la funcion ANTERIOR:

Function anterior(a) As Long
Dim p, prim As Long
Dim sale As Boolean

p =a-1: sale = False: prim =0

While Not sale and p>0

If escuad(p) Then prim = p: sale = True
p=p-1

Wend

anterior = prim

End Function

Por ejemplo, en este caso para cuadrados te dara
ANTERIOR(15)=9
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Caso de cuadrados y triangulares

Candidatos a ser los mas proximos

La primera idea que se nos ocurre es la de buscar el
cuadrado mas préximo por la izquierda y también por la
derecha, y quedarnos con el mas proximo. No hay
posibilidad de “empate”, porque serian dos cuadrados
consecutivos, n? y (n+1)?, y entre ellos siempre existe
una diferencia impar, 2n+1, por lo que no existira un
numero en el punto medio. El cuadrado mas cercano
siempre sera unico.

Por contra, entre dos triangulares consecutivos si existe
esa posibilidad de empate. Por ejemplo, 32 esta
comprendido entre los triangulares 28 y 36, y a 4
unidades de cada uno de ellos, por lo que el titulo de
‘mas cercano” sirve para cualquiera de ellos. Vemos
cuando ocurre esto:

Sean dos triangulares consecutivos n(n-1)/2 y n(n+1)/2.
Su diferencia sera n, luego si este valor es par,
tendremos dos triangulares cercanos a un numero a la
misma distancia. Entre 1 y 3, el punto medio es 2, su
promedio. Entre 6 y 10, el 8, entre 15y 21, el 18, y asi
con todos los ejemplos similares. La consecuencia es
que para triangular mas cercano a un numero dado
tendremos dos candidatos. Por cierto, ese numero
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central es facil ver que sera el doble de un cuadrado, 2,
8, 18, 32, ...

Ese empate entre triangulares cercanos habra que
tenerlo en cuenta en el algoritmo. Su nucleo podra ser el
siguiente:

for i=2 to 1000

c=0 ‘Esta variable controlara el posible empate entre
triangulares

a=anteriorcuad(i) 'Cuadrado menor
b=proximotriang(i) "Triangular mayor
m=anteriortriang(i) "Triangular menor
n=proximocuad(i) 'Cuadrado mayor

if i-a>n-i then a=n 'Se queda "a" como cuadrado mas
cercano tomando el valor de n

if b-i>i-m then b=m 'El triangular "b" es el mas cercano,
quizas con el valor de m

if b-i=i-m then ‘Hay empate

If escuad(2*i-m) Thena=2*i-m:b=m:c=1

If escuad(2 *i-b) Thena=2*i-b:c=1"Elvalor c=1
indica que se ha resuelto el empate

end if

if i=(a+b)/2 or c=1 then ‘Se han encontrado los mas
proximos o empate resuelto

escribe(i, a, b)

next i
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Alguna parte de este planteamiento se ha escrito en
pseudocddigo para mayor claridad (anteriorcuad,
proximocuad, ...). Hemos incorporado estas lineas a un
buscador con el siguiente resultado:

2,5,23,32,47, 52, 65, 86, 140, 161, 170, 193, 203, 228,
266, 312, 356, 389, 403, 438, 453, 490, 545, 610, 671,
716, 735, 782, 802, 851, ...

Estos son los primeros numeros naturales que se
encuentran en el punto medio entre el cuadrado y el
triangular mas cercano. En forma de tabla, podemos
afadir en una segunda columna el cuadrado y el
triangular mas cercanos, de los que es promedio el
numero. No tienen que aparecer en este orden:

Nimero Cuadrado y triangular
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Estan publicados en https://oeis.org/A233074

Alternativa para este caso

En este caso de cuadrados y triangulares no son
necesarias las funciones POSTERIOR y ANTERIOR.
Para los cuadrados bastara con elegir, para un numero
N los siguientes, expresados con lenguaje de Excel o
Calc:

A=(ENTERO(RAIZ(N)))*2 como anterior y
B=(1+ENTERO(RAIZ(N)))*2 como posterior

Para los triangulares es un poco mas complicado. Las
siguientes expresiones son el resultado de resolver la
ecuacion x(x+1)/2=N.

X=ENTERO((-1+RAIZ(8*N+1))/2), que es el “falso orden”
triangular de N

A=X(X+1)/2 como anterior y B=(X+1)(X+2) como
posterior.

Con estas formulas se puede construir un esquema de
hoja de calculo que nos indique, con un solo golpe de
vista, qué cuadrados o triangulares son los mas
cercanos, asi como si existe empate o no. En la imagen
siguiente se ha analizado el numero 456 con las férmulas
explicadas, resultando 441 y 465 como los candidatos.
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Como sus diferencias, 15 y 9, no son iguales, 456 no
cumpliria lo exigido.

Cuadrado anterior 441 15
Cuadrado posterior 484 28
Falso orden triangular 29

Triangular anterior 435 21

Triangular superior 465 9

Caso de cuadrados y cubos

En este caso podemos usar el procedimiento general,
basado en PROXIMO y ANTERIOR, pero usando
ESCUBO en lugar de ESTRIANGULAR.

Vimos que en los cuadrados no existia posibilidad de
empate en las distancias por la izquierda o derecha del
numero. Igual ocurrira con los cubos, porque uno sera
par y otro impar.

Aplicamos, pues, el procedimiento general sin tener en
cuenta los empates:
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Namero Cubo y cuadrado

6 4, 8
26 25, 27
123 121, 125
206 196, 216
352 361, 343
498 484, 512

1012 1024, 1000
1350 1369, 1331
1746 1764, 1728
2203 2209, 2197
2724 2704, 2744
3428 3481, 3375
4977 5041, 4913
5804 8776, 5832
6874 6889, 6859
8030 8100, 8000
9335 9409, 9261

También estos estan ya publicados:

A233075 Numbers that are midway between the
nearest square and the nearest cube.

6, 26, 123, 206, 352, 498, 1012, 1350, 1746, 2203, 2724,
3428, 4977, 5804, 6874, 8050, 9335, 10732, 12244,
13874, 17500, 19782, 21928, 24519, 26948, 29860,
32946, 35829, 39254, 42862, 50639, 54814, 59184,
63752, 69045, 74036, 79234, 85224, 90863, 97340,
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Alternativa para este caso

Vimos que PROXIMO y ANTERIOR se podian sustituir,
en el caso de los cuadrados, por
A=(ENTERO(RAIZ(N)))*2 como anterior vy
B=(1+ENTERO(RAIZ(N)))*2 como posterior.

Los cubos admiten un planteamiento similar

A=(ENTERO(NA(1/3)))*3
B=(1+ENTERO(NA(1/3)))*3

En laimagen observamos con el numero 280 que no hay
posibilidad de empate.

280 Diferencias
Cubo anterior 216 B4
Cubo posterior 343 63

Promedios entre primos y cuadrados

Aqui si existe la posibilidad de empate entre primos, por
lo que habra que aplicar el algoritmo general presentado
mas arriba. Los cuadrados han de ser impares, para que
las diferencias cuadrado-primo sean pares y admitan un
punto medio.
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Como vemos en la tabla resultante, la abundancia de
soluciones les resta interés:

[Numero | Cuadrado y primo]
7 9, 5
8 9, 7
10 9, M
11 9, 13
24 25, 23
27 25, 20
48 49, 47
a1 49, 33
80 81, 79
82 81, 83

117 121, 113
124 121, 127
168 169, 167
171 169, 173
224 225, 223
226 225, 227
227 225, 229

observan diferencias de valor 2, 4, 6, 8,...siendo
bastante frecuentes las primeras, en las que el numero
primo es del tipo n?+2 o n?-2. Se podria hacer un estudio
para estos primeros valores, pero queda para otra
ocasion.
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PROPIEDADES COMPARTIDAS CON EL
DOBLE

Hace poco descubri que el numero 15561 y su doble,
31122, comparten la propiedad de ser ambos suma de
dos cubos enteros positivos:

15561=17"3+22"3 y 31122=15561*2=11"3+31"3

¢ Ocurrira esta casualidad en otros numeros? ;Habra
mas coincidencias entre un numero y su doble? Estas
cuestiones las desarrollaremos hasta que la falta de
interés o el espacio aconsejen parar.

Coincidencia en suma de cubos

Para encontrar numeros con la misma
propiedad que el 15561 deberemos 5

investigar, en primer lugar, qué nimeros 1
son suma de dos cubos enteros positivos. o

Es de esperar que sean muchos, y los ?g

encontraremos (en hoja de calculo) con g

Mo P =
[
-

33,

2
[ ]
P | =

44,
44,
44,
55,

BN I S R Y

St R R R g el I L B R S R e e
o

esta funcion: L
133 849, 2
Public Function sumadoscubos$(n) 155 5 225
‘ 217 1, 66, 1
Construye un texto 224 2. 66, 2
- - 243 G6, 3
Dimi,r, t w 250 5 5
Dim S$ 280 GE, 4
341 66, &
344 77,1
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s = ""'Si no hay solucion, variable s queda vacia
r=Int(n » (1/3)) Tope para la busqueda

For i =1 To r ‘Busqueda del primer cubo

t=n-i" 3'Posible segundo cubo

w=t"(1/3)

If escubo(t) And t>0 Then s =s + Str§(i) + ", " + Str§(t
A (1/ 3)) ‘Si es un cubo positivo, tenemos solucion

Next i

sumadoscubos = s

End Function

Con ella obtenemos los primeros numeros que son suma
de cubos:

No hemos impedido que aparezcan dos soluciones
simétricas, porque eso simplifica el algoritmo.

Hemos usado nuestra funcion ESCUBO:

Function escubo(n)

Dim a

a=Intin™(1/3)+10 * (-6))

Ifa*a*a=n Then escubo = True Else escubo = False
End Function

Estos numeros estan publicados en
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Si ahora exigimos que el doble de esos numeros también
presente la misma propiedad, obtendremos este listado:

Niumero Cubos Cubos del doble
728 6, 88, 6 5 1111, 5
756 3, 99, 3 8, 1010, &
2457 9, 1212, 9 1, 1717, 1
9624 12, 1616, 12 10, 2222, 10
6048 &, 1818, 6 16, 20 20, 16
9288 3, 2121, 3 10, 26 26, 10

14364 13, 23 23, 13 12, 30 30, 12

19561 17, 2222, 17 11, 3131, 11

19656 18, 24 24, 18 2, 3415, 3333, 1534, 2
19684 1, 27 27, 1 4, 3434, 4

20412 9, 2727, 9 24, 3030, 24

25327 15, 2B 28, 15 1, 37 37, 1

25389 10, 2029, 10 5 3737, 5

39816 8, 34 34, & 5, 4343, &

46592 24, 32 32, 24 20, 44 44, 20

48384 12, 36 36, 12 32, 4040, 32

También estan publicados estos numeros, y entre ellos
figura 15561, que nos ha servido de ejemplo inicial.

(ver http://oeis.org/A191345)

En esta direccion de OEIS no se usa PARI, por lo que
incluimos una propuesta:

doscubos(n)={my(i=1,t,s=0,r=truncate(n”(1/3)));whil
e(i<=r&&s==0,t=n-
i*3;if(ispower(t,3)&&t>=1,s=1);i+=1);s}

es(n)=doscubos(n)&&doscubos(2*n)
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for(i=1,10%5,if(es(i),print1(i,", *)))

Si usamos la pagina web de PARI/GP obtendremos la
misma sucesion:

? doscubos(n)={my(i=1,t,s=0,r=truncar(n”(1/3)));while(i<=r&&s==0,t=ni*3;if( ispower
(t,3)&8&t>=1,s=1);i+=1);s}

es(n)=doscubos (n)&&doscubos(2*n)

for(i=1,1075,if( es(i),printl(i,", ")))

728, 756, 2457, 5824, 6048, 9288, 14364, 15561, 19656, 19684, 20412, 25327, 25389,
39816, 46592, 48384, 663339, 70336, 74304, 76167, 76895, 82251, 91000, 91000.

Coincidencia con cuadrados de primos

Esta busqueda es algo mas complicada, porque hay que
buscar dos cuadrados y ademas sus bases deberan ser
numeros primos. Lo hemos intentado con esta funcion de
VBA Basic, que determina los numeros que son suma de
dos cuadrados de primos:

Public Function sumadoscuad_prim$(n)
Dimi,r, t, w, m
Dim s$

s = ""‘Inicio de la solucion

m = 0 ‘Inicio del contador

r = Sqr(n) ‘Tope de busqueda

i =2 ‘Primer primo

Whilei<r

t=n-i" 2" Posible segundo cuadrado
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w = Sqr(t)

If escuad(t) And esprimo(w) Andi<=w Thenm=m +
1:s=s+"#"+Str§(i) + ", " + Str$(w) ‘Encuentra una
solucién

i = primprox(i) ‘Siguiente primo

Wend

If s =""Then s = "NO" Else s = ajusta(m) + "# " + s
sumadoscuad_prim = s

End Function

Con ella encontramos las primeras soluciones:

| N] Suma p2+q°2]
8 #2 2
13 #2 3
18 #3, 3
29 #2 5
34 #3, 5
50 #5 5
53 #2 7
58 #3, 7
74 #5 7
08 #7.7
125 # 2, 11
130 # 3, 11
146 # 5, 11
170 27, 11
173 # 2, 13
178 # 3, 13

Estan publicadas en http://oeis.org/A045636

Si ahora anadimos la condicion de que también el doble
de N sea suma de dos potencias de primos, resulta que
solo encontramos dos ejemplos, 29 y 845:
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[ N | Suma 2N | suma |
29 #2 5 58 #3 7
845 # 2 20 1600 # 3 41

Por si el no encontrar mas se debiera a una carencia de
la hoja de calculo, hemos traducido esta busqueda a
PARI:

doscuadprim(n)={my/(i=2,t,s=0,r=sqrtint(n));while(i<=
r&&s==0,t=n-
i*2;if(issquare(t)&&isprime(sqrtint(t)),s=1);i=nextpri
me(i+1));s}
es(n)=doscuadprim(n)&&doscuadprim(2*n)
for(i=1,10"4,if(es(i),print1(i,", "))

Hemos insertado este codigo en la pagina oficial de PARI
con el mismo resultado:

? doscuadprim(n)={my(i=2,t,s=0,r=sqrtint(n));while(i<=r8&s==0,t=n-i"2;if(issquare
(t)8&isprime(sqrtint(t)),s=1);i=nextprime(i+1));s}
es(n)=doscuadprim(n)&&doscuadprim(2#*n)

for(i=1,10"4,if(es(i),printl(i,", ")))

29, 845,

Hemos probado mas alla de 10"6 sin obtener mas
resultados.
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Coincidencia en suma de triangulares

Esta busqueda es mas facil que la anterior. Basta
sustituir en la funcion de cubos de los primeros parrafos
ESCUBO por ESTRIANGULAR, y algun detalle mas,
pero no se encuentran soluciones a la cuestion
propuesta entre los numeros

Otros ejemplos

Con sumandos pertenecientes a la sucesion de
Fibonacci resultan demasiadas soluciones, lo que le
resta interés.

Con oblongos no se encuentran tampoco entre los
primeros numeros.

Con primos, por la Conjetura de Goldbach, nos
resultarian todos los numeros pares.

Lo dejamos aqui.
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TRiOS DE CONSECUTIVOS CON LA MISMA
SUMA

El dia 5/09/2023 publiqué esta igualdad en Twitter (o0 X):
5923 es el inicio de una suma de primos consecutivos
que equivalen a otra suma de cuadrados consecutivos:
5923+5927+5939=76"2+77"2+78"2

Aunque era una propiedad particular relacionada con la
fecha, me interesé su generalizacion como forma de
practicar algoritmos y por la posibilidad de crear
igualdades similares con otros tipos de numeros.

Ideas previas

Para encontrar este tipo de igualdades se podria
comenzar recorriendo las sumas de consecutivos del
primer tipo y después buscar otro trio del segundo tipo
gue coincida en la suma con ellos. Después de una
reflexion pausada quedo claro que era preferible
recorrer los posibles trios de las dos clases de forma
paralela y alternada, como una persecucion mutua:

Sucesiones de persecucion

Podemos comenzar con los trios mas pequeros de
cada clase. En el ejemplo serian s=2+3+5=10y
t=1+4+9=14, donde la variable s representa las sumas

de primos y t la de cuadrados. Es claro que s<t, por lo
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gue convendria avanzar hasta el siguiente trio de
primos, 3+5+7=15. Ahora t<s, por lo que toca avanzar
los cuadrados, t=4+9+16=29.

Ya se entiende el procedimiento elegido. Los siguientes
pasos serian: s=5+7+11=23, s=7+11+13=31,
t=9+16+25=50, s=11+13+17=41, s=13+17+19=49,
s=17+19+23=59, ...Le llamaremos persecucion mutua,
porque la suma pequefia siempre perseguira a la
mayor.

Tardariamos en encontrar una coincidencia. La primera
se produce en la siguiente igualdad:
1511+1523+1531=382+39%+40?

La distancia entre soluciones nos indica la conveniencia
de un algoritmo para hoja de calculo, que automatice el
proceso, y es nuestro objetivo principal.

Coincidencia entre sumas

Si se consigue una coincidencia como la anterior,
deberemos publicar la solucion, con al menos el
sumando inicial de cada trio y el valor de la suma.
Avanzaremos un paso uno de los trios coincidentes, y
reanudaremos la persecucion mutua.
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Estructura del algoritmo
Definiciones previas

(A) Necesitaremos dos funciones que hagan avanzar,
tanto los primos como los cuadrados, al proximo
numero del mismo tipo. Usaremos prox2 para los
primos y prox1 para los cuadrados:

function prox1(n)

dimm

m=n+1

while not escuad(m):m=m+1:wend
prox1=m

end function

function prox2(n)

dim m

m=n+1

while not esprimo(m):m=m+1:wend
prox2=m

end function

Tienen la misma estructura, pero la primera usa la
funcion escuad y la segunda esprimo. Ambas avanzan
los numeros de uno en uno hasta llegar al siguiente
cuadrado o primo.
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(B) Los trios los representaremos como un vector de
tres dimensiones, sean a(3) y b(3). De esta forma, los
trios avanzaran asi: a(1)=a(2), a(2)=a(3),
a(3)=prox(a(3)), e igual con el vector b. Estos avances
se produciran en uno u otro vector segun sean las
sumas, que almacenaremos en las variables s y t.

También definiremos el tope de la busqueda, que si es
muy grande ralentizara el proceso. Usaremos la suma

de los trios para controlar el final del algoritmo.

(C) Fases del algoritmo:

. Se inician las variables

. Los trios comienzan a avanzar con el criterio de
que el que tenga menor suma avanza.

. Si coinciden las sumas, se publican los resultados
y se sigue el avance alternativo.

. Se continua hasta que la suma llega a un tope.

Esto se puede traducir a cualquier lenguaje de
programacion, pero aqui usamos las hojas de calculo.
Los procedimientos leecelda y escribecelda son
propios del autor, pero se pueden sustituir facilmente en
la hoja de calculo que se use.
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Cadigo en Vbasic

sub trios()

‘Se dimensionan sumas, tope y vectores de los trios
dim a(3), b(3)

dim tope, s, t, fila

‘Se inician las variables y vectores

tope=Ileecelda(3,5,2)

s=0:t=0:fila=4
a(1)=prox1(0):a(2)=prox1(a(1)):a(3)=prox1(a(2)):s=a(1
)+a(2)+a(3)
b(1)=prox2(0):b(2)=prox2(b(1)):b(3)=prox2(b(2)):t=b(
1)+b(2)+b(3)

'Puede darse igualdad inicial

If s =t Then

‘Se publican resultados

fila = fila + 1

Call escribecelda(3, 3, fila, s)

Call escribecelda(3, 4, fila, a(1))

Call escribecelda(3, 5, fila, b(1))

a(1) =a(2): a(2) = a(3): a(3) = prox1(a(3)): s =a(1) +
a(2) + a(3)

End If

‘El proceso continuara hasta que la suma alcance un
tope
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while s<=tope and t<=tope
‘Si s<t, avanza el primer trio

while s<t
a(1)=a(2):a(2)=a(3):a(3)=prox1(a(3)):s=a(1)+a(2)+a(3)
‘Se ha producido coincidencia

if s=t then

‘Se publican resultados

fila=fila+1

escribecelda(3,3,fila,s)

escribecelda(3,4,fila,a(1))

escribecelda(3,5,fila,b(1))
a(1)=a(2):a(2)=a(3):a(3)=prox1(a(3)):s=a(1)+a(2)+a(3)
end if

wend

‘Avanza el segundo trio

while t<s
b(1)=b(2):b(2)=b(3):b(3)=prox2(b(3)):t=b(1)+b(2)+b(3)
‘Se ha producido coincidencia

if s=t then

‘Se publican resultados

fila=fila+1

escribecelda(3,3,fila,s)

escribecelda(3,4,fila,a(1))

escribecelda(3,5,fila,b(1))
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b(1)=b(2):b(2)=b(3):b(3)=prox2(b(3)):t=b(1)+b(2)+b(3)
end if

wend

wend

end sub

En pocos segundos, en un equipo antiguo, nos da los
primeros resultados:

| Suma Cuadrado inicial Primo inicial | Comprobaciones |
4565 1444 1511 38 4565 4565
17789 5776 5923 76 17789 17789
19685 6400 6553 80 19685 19685
29405 9604 9791 98 29405 29405
33077 10816 11003 104 33077 33077
42485 13924 14153 118 42485 42485
43925 14400 14633 120 43925 43925
45389 14884 15121 122 45389 45389
68405 22500 22787 150 68405 68405
87725 28900 29231 170 87725 87725
109445 36100 36473 190 109445 109445
186005 61504 61991 248 186005 186005
189005 62500 62987 250 189005 189005
204365 67600 68111 260 204365 204365
268205 88804 89393 298 268205 268205

La tercera columna, la de los primos iniciales, esta
publicada en https://oeis.org/A298223. Es interesante
estudiar su algoritmo en PARI, porque aprovecha las
propiedades algebraicas de los cuadrados. Aqui nuestro
interés es usar un algoritmo general, y por eso no lo
hemos aprovechado.
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Otros ejemplos de comprobacién

Cuadrados y libres de cuadrados

|Suma |Cuadrados | Libres de cuadrados
14 1 3
110 25 35
434 121 143
770 225 255
1202 361 399
1730 529 574
2702 841 899
3470 1089 1155
3890 1225 1295
5294 1681 1763
7502 2401 2498
8114 2601 2703
8750 2809 2915
9410 3025 3135

La suma 14, por ejemplo, proviene de
14=12+22+32=3+5+6
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Primos y triangulares

|Suma |Pﬁmos |Tﬁangubres |
10 2 1
31 7 6
109 31 28
199 61 55
235 73 66
829 271 253
1135 373 351
1585 521 496
1891 619 595
2971 983 946
7039 2341 2278
8551 2843 2775

Por ejemplo, 31 proviene de 31=7+11+13=6+10+15

Como deseabamos un algoritmo general, con estos
ejemplos queda claro que funciona.

NUMEROS DEL TIPO N(N+2)

Los numeros del tipo N(N+2), como 3*5, 4*6 o 8*10, no
presentan propiedades trascendentes, ni han aparecido
mucho en las cuestiones de Teoria de Numeros, pero los
vamos a elegir como ejemplo de cdmo emprender una
descripcion lo mas completa posible de un tipo de
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numeros mediante las herramientas que usamos en mi
blog, en especial de las hojas de calculo.

Descripcion

El primer sentido de estos numeros es el de aquellos que
se pueden representar como un rectangulo con la base
dos unidades mayor que la altura. Esto no nos lleva a
muchas cuestiones interesantes, por lo que nos
limitaremos a nhombrarlos como “oblongos_2”.La imagen
nos representa el numero 35=5*7:

|
I

Nos da mucha mas informaciéon el hecho de que
N(N+2)=(N+1)?-1, es decir, nUmeros que equivalen a un
cuadrado menos una unidad (ya hemos estudiado los
que son un cuadrado mas una unidad, en
https://hojaynumeros.blogspot.com/2022/10/regresos-5-
un-cuadrado-y-una-unidad-1.html)

Si en el ejemplo anterior, de 5*7=35, lo convertimos en
36-1=(6-1)(6+1)=6%-1 obtendremos otra perspectiva de
estos numeros. Lo comprobamos en la imagen, en la que
una fila de unidades se ha movido para representar
mejor esta equivalencia:
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6n2-1

5%(5+2)

Suma de impares consecutivos

En una entrada reciente de mi blog he estudiado la
posibilidad de representar un numero como suma de
enteros impares consecutivos si equivale a una
diferencia de cuadrados, como seria nuestro caso,
N(N+2)=(N+1)2-12,

Segun las técnicas que estudiamos en ella, 35 deberia
ser equivalente a 3+5+7+9+11, y esta propiedad la
compartiran todos los de este tipo, que seran
equivalentes a una suma de impares consecutivos entre
3y 2N+1.

La siguiente imagen lo explica mejor. Cada impar seria
el gnomon (figura en angulo) destacado en colores
alternos: 3+5+7+9+11.
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672-1 L [ |

Listado de estos niumeros

El contar con una féormula y un desarrollo en sumas
facilita la busqueda de estos numeros, que se hace
trivial. No obstante, repasaremos algunas herramientas:

Con el Buscador de Naturales

En estos casos es muy intuitivo nuestro Buscador
(http://www.hojamat.es/sindecimales/aritmetica/herrami
entas/herrarit.ntm#buscador)

En la siguiente captura de imagen observamos que la
unica condicion es que N+1 sea un cuadrado:

Resultado de la busqueda Fir
Buscamos desde el ndmero 1
Jdm. Solucidn Detalles
3 Hasta el niimero 100
]
15 Con estas propiedades:
24
35 ES CUADRADO[N+1)

48
63
80
99

b = = = e ML I . N S TS ey

2
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Con esa condicion obtenemos un primer listado de los
nuameros tipo N(N+2), lo que no es ninguna proeza.
También podemos acumular impares. La primera
condicion es NO PAR, y en la segunda solicitamos
evaluar las sumas parciales:

Resultado de la busqueda Fir
Buscamos desde el nimero 3
Mim. Solucion Detalles
1 3 3 Hasta el numero 20
2 5 8
3 7 15 Con estas propiedades:
4 9 24
3 n 35 NO PAR
5 13 48 EVALUAR TOTALES
7 15 63
a8 17 80
3 19 99

Volvemos a obtener la misma sucesion. Por ultimo,
exigimos que su formula sea N2+2N+0, con la condicion
de que sea una formula cuadratica de coeficientes 1, 2y
0.

Resultado de la busqueda Fir
Buscamos desde el namero 2
Nam. Solucion Detalles
1 3 12+ 2=1+ 0 Hasta el nimero 200
2 8 22+ 272+ 0
3 15 32+ 23+ 0 Con estas propiedades:
4 24 472+ 2=4+ 0
] 35 52+ 2=5+ 0 CUADRATICO120
g 48 62+ 2”6+ 0
v 63 72+ 27+ 0
8 80 =82+ 28+ 0
] 93 92+ 29+ 0
10 120 102+ 210+ 0
Il 143 M2+ 211+ 0
12 168 T12°2+ 212+ 0
13 195 13°2+ 2=13+ 0




Las tres técnicas coinciden pues en el listado 3, 8, 15,
24, 35, 48, 63, 80, 99, 120, 143, 168, 195,...que esta
publicado en https://oeis.org/A005563

A005563 a(n) = n*(n+2) = (n+1)"2 - 1.

0, 3, 8, 15, 24, 35, 48, 63, 80, 99, 120, 143, 168, 195,
224, 255, 288, 323, 360, 399, 440, 483, 528, 575, 624,
675, 728, 783, 840, 899, 960, 1023, 1088, 1155, 1224,
1295, 1368, 1443, 1520, 1599, 1680, 1763, 1848, 1935,
2024, 2115, 2208, 2303, 2400, 2499,

Funciones en VVBasic

Los factores de N(N+2) no han de ser primos, por lo que
para saber si un numero es del tipo “oblongo_2” no es de
mucha utilidad el descomponer en factores primos. Es
preferible exigir que su consecutivo sea cuadrado.
Podemos usar esta:

Function oblongo2(n) As Boolean

If escuad(n + 1) Then oblongo2 = True Else oblongo2
= False

End Function

Con ella podemos buscar ejemplos para numeros
mayores. En la imagen hemos descompuesto los

primeros oblongos_2 a partir de 100000:
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[ npe2) | N N+2

100488 316 318
101123 37 319
101760 318 320
102399 319 321
103040 320 322
103683 321 323
104328 322 324
104975 323 325
105624 324 326
106275 325 327
106928 326 328
107583 327 329
108240 328 330
108899 329 331
109560 330 332

Recurrencias

Los numeros expresados con polinomios de segundo
grado suelen presentar multiples recurrencias.

Recurrencia con el anterior

La primera recurrencia que se nos ocurre es la derivada
de que sean sumas de impares consecutivos, luego
seguimos a Vincenzo Librandi en OEIS:

a(n) = a(n-1) + 2*n+1

Es tan sencilla de interpretar que la dejamos asi.
Recurrencia con dos términos

Es facil probar que a(n)=2a(n-1)-a(n-2)+2

Aplicamos definiciones:
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2a(n-1)-a(n-2)+2=2(n-1)(n+1)-(n-2)*n+2=2n?-2-
n2+2n+2=n%+2n=n(n+2), luego equivale a a(n).

Es facil su comprobacion:

15=2%8-3+2, 24=2*15-8+2, 35=2"24-15+2,...
Recurrencia con tres términos
A(n+2)=3a(n+1)-3a(n)+a(n-1)

Tiene la ventaja de que es homogénea, sin término
independiente, y aparece a menudo en cuestiones de
numeros figurados.

En lugar de demostrarla algebraicamente, hemos
acudido a nuestra  herramienta  ecurrecurre
(http://www.hojamat.es/blog/ecurrecurre.xlsm)

Tiene fallos en su funcionamiento, por lo que no se
ofrece como herramienta general en Hojamat.es.

Con ella se obtienen los coeficientes 3, -3 y 1 que figuran
en la formula de recurrencia:

A. Roldan 2021 - . .
version 1 Ecuacion de Recurrencia lineal
[ orden ] 3 Homogénea | Nohomogénea | Resolver |

Sucesion 3 8 15 24 35 48

6,375 -10 4,125 1

-10 15 -6 -3

4,125 -6 2,375 3
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Esta recurrencia la podemos comprobar con nuestra
herramienta recurre_lineal:

(http://www.hojamat.es/sindecimales/aritmetica/herrami
entas/herrarit.htm#recurre?)

Elegimos recurrencias de tercer orden y escribimos
coeficientes y términos iniciales:

Coeficientes

Valores iniciales
X0 x1 x2

A la izquierda apareceran los primeros términos:

Efw w

35
43

63
80

99
120

Suma de términos del tipo n(n+2)

Es facil encontrar una férmula para la suma de los
primeros numeros de este tipo. Basta expresar los como
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n2+2n y aplicar las formulas de las sumas de cuadrados
y las de enteros:

nm+1)2n+1 nn+1
PRRIGLDICILE PLICRE

Simplificando:

2n3 +9n% + 7n
TL: 6

Hemos aplicado esta férmula a los primeros valores de
n, con el resultado:

n 5(n) a(n)
1 3 3

2 11 8

3 26 15
4 50 24
5 85 35
6 133 48
7 196 63
8 276 20
9 375 99
10 495 120

En la primera columna se ha aplicado la formula de la
suma que acabamos de obtener, y en la segunda,
mediante diferencias, se ha vuelto a la sucesion
primitiva, de n(n+2)

Estas sumas. 3, 11, 26, 50, 85, 133, 196, 276, 375,
495,...estan publicadas en https://oeis.org/A051925,
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donde se explican otros origenes interesantes de esta
sucesion

Con el Buscador es facil obtenerlos:

Resultado de la bisqueda Fin
Buscamos dezde el nimero 2
MNim. Solucidn Detalles

1 3 3 Hasta el namero 200
2 8 1

3 15 26 Con estas propiedades:

4 24 50

15 35 85 ES CUADRADO[M+1)

E 48 133 EVALUAR TOTALES

7 63 196

g 80 276

g 99 375
0 120 495

1 143 638
12 168 806
13 195 1001

Ya conocemos las dos condiciones usadas. En la
primera columna figuran los numeros oblongos 2y en la
segunda sus sumas.

Subtipos de estos numeros

Cuadrados

Estos numeros no pueden ser cuadrados, pues no
existen cuadrados consecutivos salvo O y 1.

Triangulares

Si existen términos triangulares, como el 3. Son aquellos
triangulares cuyo consecutivo es un cuadrado, como
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también cumple el 15. Estas condiciones son adecuadas
para usar el Buscador:

Resultado de la busqueda Fin
Buscamos desde el nimero 1
MNim. Solucion Detalles
1 3 Hasta el nimero 10000
2 15
3 120 Con estas propiedades:
4 528
5 4095 ES CUADRADO(N+1)
B ES TRIANGULAR[N)

Las soluciones 3, 15, 120, 528, 4095,...estan publicadas
en https://oeis.org/A006454

Semiprimos

Para que n(n+2) sea semiprimo, la Unica solucion es que
tanto n como n+2 sean primos, es decir, gemelos. A la
inversa, todos los productos de primos gemelos seran,
evidentemente, de este tipo.

En esta busqueda los semiprimos figuran en la segunda
columna. Es facil entender las condiciones impuestas:
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Resultado de la busqueda
Mam. Solucian Detalles
1 3 15
2 5 35
3 1 143
4 17 323
3 29 899
E 41 1763
7 59 3599
g Fill 5183
g 1m 10403
10 107 11663
1 137 19043
12 149 22499
13 179 32399
14 191 36863
15 197 39203
Cubos

Fin

Buscamos desde el nimero

Hasta el nimero

10000

Con estas propiedades:

PRIMD
ES PRIMO[N+2)
EVALUAR N~[N+2]

Desde hace tiempo se conoce que el unico cubo seguido

de un cuadrado es el 8.

Capicuas

Es una cuestion menor, pero es interesante que los

lectores demuestren

999999, .. .figuren en el listado:
3, 8,99, 323, 575, 4224, 5775, 9999, 36863, 42024, ...

Numeros de Fibonacci

Solo hemos encontrado las soluciones 3 y 8.

Aqui paramos los subtipos.
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REPITUNOS Y PROGRESIONES
GEOMETRICAS

Existen numeros, como el 31, que equivalen
simultaneamente a dos o mas sumas distintas de las
primeras potencias de un numero natural. En este caso
son:

31=1+2+4+8+16
31=1+5+25

Estas igualdades se pueden interpretar como que 31
tiene como expresion un “repituno” en las bases 2 y 5:
3110 =11111(2 = 111(5

Equivalencia de sumas de primeras potencias

Este tema se puede tratar de forma algebraica, pero
parece preferible la algoritmica, porque ademas de
descubrir gué numeros son de este tipo se pueden contar
las sumas a las que equivalen. Usaré esta funcion:

Function essumapot$(n) ‘Funcion string

Dim tope, i, kK, m, r
Dim s$
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tope = Int((Sqr(4 * n - 3) - 1) / 2) ‘Este tope se basa en
el caso a=2

r = 0 ‘Numero de soluciones

For i = 2 To tope ‘Posibles bases de potencias

k = 1 ‘Primer exponente a probar

m =1 + | ‘Primera suma de potencias

Do Untilm > n

k = k + 1 ‘Siguiente exponente

m = m + potencia(i, k) ‘Siguiente suma
Ifm=nThens=s+"#" +ajusta(i) + ", " + ajusta(k):
r =r + 1 ‘Hay una solucion

Loop

Next i

If s <> "" Then s = ajusta(r) + " ## " + s ‘Se construye
la solucion

essumapot=s

End Function

Con esta funcion se determina qué numeros son

‘repitunos” en alguna base y de cuantas formas. Los
primeros detectados son estos:
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| Numero \Bases y Ultimo exponente |

7 1# #2,2
13 1## #3,2
15 1# #2,3
21 1# #4,2
31 2#E #2,44#5,2
40 1## #3,3
43 1## #6,2
57 1#E #7,2
63 1#f #2,5
73 1## #8,2
85 1## #4,3
91 1## #9,2

Se observa que el 31 es suma de potencias de 2 hasta
la cuarta y del 5 hasta el cuadrado, como ya sabiamos.
La inclusidn del numero de soluciones al principio nos
facilitara las busquedas.

Estan publicados en https://oeis.org/A053696

Todos son “numeros brasilenos”, como puedes
comprobar en la entrada de mi blog dedicada a esos
primos.
https://hojaynumeros.blogspot.com/search?g=brasile%
C3%B1os

Lo que nos interesa aqui es la existencia de soluciones
multiples, como en el caso del 31. Bastara buscar las
soluciones en las que el primer caracter tenga un valor
superior a 1.
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Tal como se podia sospechar por anteriores trabajos
sobre temas afines, sélo se encuentran dos soluciones,
31 y 8191, ambos primos de Mersenne (31=2"5-1y
8191=2"3-1. No existen mas entre los numeros
menores de 2"44.

\ Numero \Bases y ultimo exponente
31 2## #2,44%5,2
8191 2# #2,12#90, 2

Puedes ampliar el tema en https://oeis.org/A119598

Progresiones geométricas multiples

Estos dos numeros, 31 y 8191 pueden sea base para
encontrar los primeros elementos de progresiones
geomeétricas con el mismo término inicial. Basta elegir un
multiplo de cualquiera de ellos dos.

Por ejemplo, elegimos 31 por 13, es decir, 403.
Tomamos 13 como término inicial de una progresion
geomeétrica, y desarrollamos 31 de dos formas distintas,
como ya sabemos:

403=13*31=13*(1+2+4+8+16)=13+26+52+104+208
403=13*31=13*(1+5+25)=13+65+325
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Hemos expresado el 403 como suma de dos
progresiones geométricas. Podemos efectuar idénticas
operaciones con multiplos de 8191. Por tanto:

Existen infinitos numeros naturales que se pueden
expresar como dos sumas distintas de progresiones
geomeétricas con el mismo término inicial.

Coincidencia de dos progresiones en general

Si eliminamos la condicidon de igualdad del término inicial
en las progresiones geomeétricas, el problema seria
totalmente distinto, con muchos mas parametros a
considerar. En mis calculos diarios encuentro muchos
casos de varias progresiones geométricas que coinciden
en su suma. Si quieres experimentar, esta funcién
detecta estas progresiones para razones entre 2y 9

Function pg$(n) 'Es suma de una o mas progresiones
geométricas

Dimi, j, a, s

Dim ss$

ss = "" ‘Contenedor de soluciones
For i =2 To 9 ‘Razdn de la progresion
j=1

s =1 ‘Inicios

While j<10 And s <=n
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s=s+i”j‘Se suma la progresion

a = n/s ‘Posible inicio de la progresién

If a =Int(a) And j> 1 Then ss =ss + "##" + Str§(j + 1)
+ " sumandos " + Str$(i) + " razén " + Str$(a) + "
Inicio”

Jj =j+ 1 'Numero de sumandos

Wend

Next i

pg = ss

End Function

Con él se pueden detectar sumas multiples para
cualquier numero, si es que existen. Por ejemplo, el
numero 1001 es suma de tres progresiones geomeétricas
distintas:

1001## 3 sumandos 2 razén 143 Inicio## 3 sumandos
3 razon 77 Inicio## 3 sumandos 9 razon 11 Inicio

En efecto:
1001=143+143*2+143*4
1001=77+77*3+77*9
1001=11+11*9+11*81

Es claro que cambia el término inicial en cada suma.
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TRES POTENCIAS ENTERAS NO NEGATIVAS

En el desarrollo de mis calculos sobre el aio 2025 llegué
a esta identidad:
20252=364+18°+9°

Al releerla se me ocurrié averiguar qué numeros admiten
una descomposicidon en tres potencias enteras no
negativas (admitiendo el 1 y el 0) y cuales no. Por
ejemplo, 72 se puede descomponer de seis formas:
72=2°+2%+23=62+33+32=62+2%+22=62+62+0"1=26+22+22=2
6+23+01

Es evidente que el cero figura para poder considerar
también las sumas de dos potencias, como 72=2%+23, o
de una para los numeros que sean potencias perfectas.
Otros numeros, como 7 y 23 no admiten esta
descomposicidon. En unas primeras busquedas se puede
sospechar que estos numeros son mas escasos. Lo
iremos viendo.

Busqueda de soluciones
Esta busqueda no supone ninguna complicacién. Se
resuelve con dos bucles, uno para la primera potencia y

otro para la segunda, porque la tercera se encuentra
restando.
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Hemos usado una funcidén para Excel, pero usa una
funcién propia, ESPOTENCIA

(ver
https://hojaynumeros.blogspot.com/2022/04/numeros-
consecutivos-con-una-suma-del.html).

También sustituye la funcion STR$ por la funcion
AJUSTA, que funciona mejor. No obstante se incluira su
codigo aqui, porque a continuacion se traducira a PARI,
con lo que todos los lectores podran experimentar con
ella.

Function trespotencias$(n)
Dim i, j, k, p1, p2, p3, m
Dim s$

s = ""’Contenedor de la solucion

m = 0 'Contador de soluciones

For i =0 To n ‘Bucle para la primera potencia
p1 = espotencia(i) ‘Devuelve el exponente

If p1 > 0 Then

For j =0 To i ‘Bucle para la segunda potencia
p2 = espotencia(j)

If p2 > 0 Then

k =n -i-j Tercera potencia

p3 = espotencia(k)

If k <=j And p3 > 0 And k >= 0 Then
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‘Los tres sumandos son potencias. Lo que sigue
construye la solucion

m=m+1

s=s+ "##" +ajusta(Int(i * (1/p1) + 0.000001)) + "~"
+ ajusta(p1) + "+"

s = s + ajusta(Int(j » (1 / p2) + 0.000001)) + "A" +
ajusta(p2) + "+"

s = s + ajusta(Int(k » (1 / p3) + 0.000001)) + "A" +
ajusta(p3)

End If

End If

Next j

End If

Next i

If s=""Then s = "NO" Else s = ajustafm) + " : " +s
trespotencias = s

End Function

Con esta funcion podemos descomponer los primeros
numeros:

| Numeroc N Soluciones
1 o #E 1M +0M+0M

T 1M 1M +0M

DI

T 202+0M +0M

T 2"24+1M+0M

T 2M2+41M 1M

0]

2 H#H2"2+2%2+0M F#E 2"3+0M +0M

30 B 202420241 FE 2031 400 S 3240 +0M

2 0 #2034 1M 1M #E 32+41M +0M

000~ o = W M
Z = = o

=
=]
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Observamos que el 7 no admite esta descomposicion.
Yal como el autor esperaba, al llegar a numeros mayores
se incrementa el numero de soluciones:

Numero N Seluciones
80 50 H## 2054205420 # BM2+46" 24203 #F TI243034 202 #F 26+203+4 213 ## 2"6+2"4+40M
81 T 30343034303 5 G246 24302 # TI2420 420 #i TM2+205+40M #i 2M6+3242'3 # 2'6424+1M # 3440 +0M
82 51 ## 2'5+5"2+5"2 ## T'245'2+42"3 ## T 242"5+1" ## 2'6+3'2+3"2 ## 3"4+1"1+40M
83 20 #7245 2432 #8 M1+
84 4 1 ## 2'5+33+5%2 ## B 242'54 20 ## T 2433423 ## 2'6+2"4+2'2
8b 41 TU243034302 # 7242004202 # T 246" 240M ## 3M+2'2+0M
86 40 200+303+43°3 # 672402452 ## T 246" 2+1M # 3M+2"2+1M
a7 MO
88 30 ## 6'2+3'3+5"2 ## 6'2+6" 2424 ## 2"6+2"4+2"3
89 T o ## 2'5+205+5"2 # TI242'542"3 ## T 246" 2422 ## 2'6+2"4+3"2 ## 2'6+5'240M ## 3M4+2"2+2"2 # 37 4+2"3+0M

Volvemos a encontrar un numero que no presenta
soluciones, el 87. De hecho, experimentalmente van
desapareciendo estos numeros sin solucion. Estos son
los primeros:

Namero N |

7 NO
15 NO
23 NO
87 NO
111 NO
119 NO
167 NO
335 NO

Estan publicados en https://oeis.org/A113505 vy al llegar
al numero 26375 se puede conjeturar que es posible que
no aparezcan mas. Suele ocurrir en casos similares.

A113505
Numbers not the sum of at most three perfect powers

(A001597).
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7, 15, 23, 87, 111, 119, 167, 335, 1391, 1455, 1607,
1679, 1991, 25887, 26375

a(16), if it exists, is larger than 10"8. - Giovanni Resta,
May 07 2017

Para los lectores que deseen experimentar, se incluye
nuestra version en PARI.

u=100;for(i=0,u,if(ispower(i)||i<2,for(j=0,i,if((ispower(j
)j<2) & &(ispower(u-i-j)||u-i-j<2) & &j>u-i-j&&u-i-
.i >=01p rin t(’ ’ ", "1.’ ’ ", "5 -1 'f)))))

La variable u se rellena con el numero a descomponer,
en el ejemplo, 100

(17:55) gp > \r trespotencias.txt
B4, 27, 9

B4, 32, 4

B4, 36, B

(17:57) gp > o

Observamos que admite tres sumas con sumandos que
son potencias.

La siguiente imagen recoge parte del resultado para el
afo 2025:
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(18:83) gp > \r trespotencias.txt
T84, 729, 512
841, 784, 4OO
841, 841, 343
900, 900, 225
1060, 625, 400
1660, 900, 125
1000, 961, B4
1eee, 1000, 25
1024, 1000, 1
1089, 900, 36
1225, 784, 16
1296, 729, 0
1369, 480, 256
1369, 512, 144
1660, 256, 169
1600, 361, 64
1660, 400, 25
1681, 216, 128
1681, 343, 1

La abundancia de resultados reafirma la sospecha de
que los elementos sin solucion seran limitados.

Estudio con nuestra herramienta Cartesius

Esta hoja de Excel, “Cartesius”, permite combinar
muchas posibilidades, y resulta adecuada para esta
cuestion. Se puede programar con estas condiciones:

Escribe a partir de la siguiente fila
U'U"U [no dejes filaz en blanco)
xtotal=3

xt=0..2025

xt=filtro(potencia)

suma=2025

creciente
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Se interpretan como que buscamos trios de potencias
con suma 2025. Se consigue el resultado siguiente,
compuesto por 28 resultados:

[ X2 3

0 0 2055

] 723 2%

1 M3 1681

1 000 024

8 81 E]

8 289 w28
16 784 w5
25 B4 E
25 400 %00
25 W00 W00
2 14 49
3 225 TE4
3 300 039
B4 51 00
64 51 000
4l 26 ]
25 300 000
28 169 ]
28 25 681
] 512 163
] 256 00
225 300 300
256 400 169
343 &1 &1

400 400 1225
400 625 1000
400 T84 &
512 723 T84

Tal como se sugirio al principio, esta busqueda no es
complicada, y produce un incremento tan grande de
resultados que es razonable la conjetura de que a partir
de cierto numero, todos los enteros presentaran esta
descomposicion.
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DIFERENCIA DE CUBOS IGUAL A UNA SUMA
Caso general

En los calculos que publico diariamente uso dos
funciones para averiguar si un numero es suma de cubos
o bien diferencia. No se me habia ocurrido simultanear
ambas propiedades y lo hago ahora.

¢, Qué numeros enteros positivos son suma de dos cubos
y simultaneamente diferencia de otros dos, siendo en
ambos casos cubos enteros positivos?

Un ejemplo es el 152, que por una parte equivale a
373+573=27+125, y por otra a 6*3-4"3=216-64.

Con las publicaciones precedentes tenemos acceso a
dos funciones que encuentran estas descomposiciones:
SUMCUBOS y DIFCUBOQOS. Las copio a continuacion:

Function sumcubos(n)
Dim k, a, m, b
Dim s$

s = "" ‘Contenedor de resultados

m = 0 ‘Contador de soluciones
a=n"(1/3) ‘Maximo cubo posible
Fork=1Toa

b =n-k * 3‘Segundo posible cubo
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If escubo(b) And k<=b*(1/3) Thenm=m+1:s=s
+ " a="+ Str$(k) + " b="+ Str§(Int(b * (1/3) + 0.0001))
‘Hay nueva solucién

Next k ‘Si no hay solucion devuelve “NO”

End Function

Usa nuestra funcion ESCUBO:

Function escubo(n)

Dim a

a=Intin™(1/3)+10 * (-6))
Ifa*a*a=nThenescubo = True Else escubo = False
End Function

La segunda funcion es algo mas complicada, porque la
diferencia presenta otro condicionante, y es que la
diferencia de cubos ha de ser divisor de N.

Function difcubos$(n)

Dimk, a, t, m, p
Dim s$

s = ""‘Contenedor de soluciones

m = 0 ‘Contador de soluciones

For k =1 To n/ 2 ‘La diferencia de bases es divisor de
N

If n/ k =n\ k Then ‘Criterio de divisibilidad
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t = Sqr(n/ k/ 3) ‘Maximo cubo con esa diferencia
Fora=1Tot
If(a+k)*3-a*3=nThenm=m+1:s=s+"#a="
+ Str$(a) + " b="+ Str$(a + k) ‘Existe solucion

Next a

End If

Next k

If s = "" Then difcubos = "NO" Else difcubos =
ajustalm) +" " +s

End Function

El que esta segunda funcién use también el “NO” para
cuando no existe solucion nos permite simultanear las
dos condiciones:

SUMCUBOS(N)<>"NO” AND DIFCUBOS(N)<>"NO”
Usamos esta condicion en un buscador y nos devolvera
la lista de numeros enteros positivos que son
simultaneamente suma y diferencia de dos cubos
(también enteros positivos)
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| Numero N | Suma de cubos \ Diferencia de cubos |

91 1: a=3b=4 1 #a=5b=6
152 1: a=3b=5 1 #a=4b=6

189 1: a=4b=5 1 #a=3b=6

217 1: a=1b=6 1 #a=8b=9

513 1: a=1b=8 1 #a=6b=9

728 1: a=6b=8 2 #a=10b=12#a=1b=9
1027 1: a=3b=10 1 #a=18b=19

1216 1: a=6b=10 1 #a=8b=12

1512 1: a= 8 b= 10 1 #a=6b=12

1736 [1: a=2b=12 |1 #a=16b=18

2457 1: a= 9 b=12 1 #a=15b=18

3087 1: a=7b=14 1 #a=17b=20

4104 2: a=2b=16a=9 1 #a=12b=18

4706 1: a=11b=15 1 #a=27b=29

4921 1: a=2b=17 1 #a= 40 b= 41

4977 1: a=4b=17 1 #a=22b=25

Estdan publicados en https://oeis.org/A225908, y es
subsecuencia de https://oeis.org/A051347 En esas
paginas se llama la atencion sobre que estas
propiedades permiten descomponer algunos cubos en
suma de otros tres. Ya he comentado esta propiedad
anteriormente en otras ocasiones. Por ejemplo,
1873=16"3+12"3+2"3. Esta igualdad se extrae de los
resultados del numero 4104.

Si se usa la funcion TRESCUBOS (no se explica aqui
porque usa otras funciones que alargarian este estudio)
con uno de los cubos mayores, se reproduciran algunos
resultados. Por ejemplo, con 1873, si lo descomponemos
en suma de tres cubos, daria lugar a
18/23=15"3+6"3+9"3=16"3+6"3+2"3
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Si pasamos restando algun sumando, obtendriamos
algunos casos de los estudiados. Por ejemplo:

18713-15"3=9"3+6"3

A continuacién estudiaremos algunos casos Yy
propiedades particulares.

Casos particulares de los cubos sumandos

Cubos consecutivos

Los dos cubos que se suman pueden ser consecutivos.
Anadiendo algun parametro a nuestra funcion se pueden

encontrar esos casos particulares. No abundan. Estos
son los inferiores a 1075:

\ Numero N | Suma de cubos consecutivos | Diferencia de cubos |
91 1. a=3b=4 1 #a=5b=6
189 1. a=4b=5 1 #a=3b=6
12691 1: a=18b=19 1 #a=21b=28
68705 1. a=32b=33 1 #a=6b=41
97309 1: a=36 b=37 1 #a=3b=46
En ellos se ha de cumplir que

N=(a+1)3+a’=2a3+3a2+3a+1, luego a sera un divisor de
N-1.
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Por ejemplo. 68705-1 se descompone como 2°%19*113,
y, efectivamente, 32=2° es un divisor suyo, y es la base
del cubo menor de la suma.

Cubos de N y N+2

Con el mismo procedimiento obtenemos los primeros
casos en los que las bases de los cubos que se suman
se diferencian en dos unidades.

| Numero N \ Suma de cubos de N y N+2 \ Diferencia de cubos
152 1: a=3b=5 1#a=4b=6
728 1. a=6b=8 2 #a=10b=12#a=1b=9
1512 1: a=8b=10 1 #a=6b=12
16120 1: a=19b=21 1 #a=18b=28

Es sencillo demostrar que aqui la base del cubo menor
ha de ser divisor de N-8, como ocurre con 16120, en el
que (16120-8)/19=848

Cubos de base prima

Para finalizar, se adjuntan los tres primeros resultados
para el caso en el que las bases de los cubos que se
suman sean numeros primos. Se acumulan las
exigencias y es normal que resulten pocos resultados.

Numero N | Suma de cubos de base prima Diferencia de cubos
152 1: a=3b=5 1 #a=4b=6
4921 1: a=2b=17 1 #a=40b=41
5256 1. a=7b=17 1 #a=14b=20
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Version en PARI

Para quienes deseen practicar con este lenguaje, se
inserta a continuacion un cédigo que devuelve las
soluciones entre1 y 5000. Es interesante estudiar el uso
de vectores para devolver las soluciones:

sumadoscubos(n)=my(i=1,m,v=[0,0]);while(i<=n*(1/3
),m=n-
i*3;if(ispower(m,3) & &m<=i*3,v=[i,m”"(1/3)]);i+=1);v

difcubos(n)=my(k,t,a,v=[0,0]);for(k=1,n,if(n%k==0,t=s
qrt(n/k/3);for(a=1,t,if((a+k)*3-a*3==n,v=[a+k,a]))));v

for(m=1,5000,u=difcubos(m);t=sumadoscubos(m);if(

u<>[0,0]&&t<>[0,0],print(m,” Suma ",t," Diferencia
",u)))

Resultado:
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317

(18:58) gp = \r C:\Users\arold\Documents\P
4 = (nj“}m}r{i=1rmr"=£aralj;While(i{:na{l
19 = (n)-=my(k,t,a,v=[0,0]);for(k=1,n,if(

91 Suma [4, 3] Diferencia [6, 5]

152 Suma [5, 3] Diferencia [6, 4]

189 Suma [5, 4] Diferencia [6, 3]

217 Suma [6, 1] Diferencia [9, 8]

513 Suma [8, 1] Diferencia [9, 6]

728 Suma [8, 6] Diferencia [9, 1]

1027 Suma [18, 3] Diferencia [19, 18]

1216 Suma [18, 6] Diferencia [12, B8]

1512 Suma [18, B8] Diferencia [12, 6]

1736 Suma [12, 2] Diferencia [18, 16]

2457 Suma [12, 9] Diferencia [18, 15]

3087 Suma [14, 7] Diferencia [28, 17]

4104 Suma [16, 2] Diferencia [18, 12]

4706 Suma [15, 11] Diferencia [29, 27]

4921 Suma [17, 2] Diferencia [41, 48]

4977 Suma [17, 4] Diferencia [25, 22]

(18:59) gp = |



CON ALGEBRA

POTENCIAS CON BASES EN PROGRESION
ARITMETICA

En el afio 2017 publiqué en http://oeis.org/A292313 la
sucesion de numeros equivalentes a una suma de tres
cuadrados en progresion aritmética. Ahora he querido
cambiar la cuestion, exigiendo a las bases que estén en
progresion, pero no el resultado. Para un exponente
general m, lo que buscaremos sera aquellos numeros N
que presenten la equivalencia con numeros enteros
positivos:

N=(@-k"+a"+ (@a+k)™

En ella k representa la diferencia de la progresion vy
suponemos que es mayor que 0. Escrita asi la igualdad
podemos beneficiarnos de la simetria en los calculos,
como veremos mas adelante.
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Un ejemplo con cuadrados es 24318 = 872+90%+932 =
(90-3)2+902+(90+3)?. Comenzamos por ellos.

Suma de cuadrados en progresién aritmética

Encontrar los numeros que se puedan representar como
suma de tres cuadrados con bases enteras positivas en
progresion aritmeética equivale a buscar aquellos que
admitan la representacion

N=(a-k)? + a2 + (a+k)?

Esto parece facil, pues basta crear una tabla de doble
entrada para valores de a y k, siendo k<a.

1 2 3 4 5 6 7 E 9

214

328 35

4 50 56 66

577 83 93 107

6110 116 126 140 158

7148 155 165 179 197 219

8194 200 210 224 242 264 290

9245 251 261 275 203 315 N an
10302 308 318 332 350 372 398 428 462
11365 N 381 395 413 435 461 491 626
12434 440 450 464 482 504 530 560 594
13 609 616 626 539 557 579 605 635 660
14690 696 606 620 638 660 686 716 750
15677 683 693 707 725 747 773 803 8371
16770 776 786 800 818 840 866 896 930
17 869 875 885 899 917 939 965 985 1029
18974 980 990 1004 1022 1044 1070 1100 1134
18/1085 1001 1101 1116 1133 1165 1181 1211 1245

El inconveniente radica en que estan desordenados y
gue no se percibe a simple vista si existen duplicados (de
hecho, 371 esta repetido). Por eso, los valores 14, 29,
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35, 50, 56, 66, ... los encontraremos también con otras
técnicas.

Estos numeros se caracterizaran mediante una funcién.
Para ello hay que considerar la expresion simplificada de
la que los define:

N =(a—k)*+a*+ (a+k)* =3a%+ 2k?

En el problema propuesto, conocemos N, y el valor de a
lo podemos ir cambiando entre 2 y la raiz cuadrada de
N/3, que es una cota facil de razonar. El valor de k
depende de ellos, lo que nos evita un doble bucle de
busqueda, ya que es la raiz cuadrada de (N-3a?)/2. En la
funcibn que se wusara nos preguntaremos si esa
expresion es cuadrada, y en caso afirmativo, de ella
obtendremos k y después N. Un ejemplo de funcion seria
el siguiente:

Public Function basesenprog$(n)
Dim a, b, k, p, q, d
Dim s$

s$ = "" ‘Se usa un string para recoger las soluciones
k = Sqr(n/ 3) ‘Cota para los valores de a
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Fora=2Tok

b=(n-3*a”2)/2‘Se estudia el posible cuadrado
de la diferencia de la p.a.

If escuad(b) Then d = Sqr(b) Else d = 0 ‘Si es
cuadrado, se halla la diferencia d, y si no d=0
Ifd>0Andd<aThenp=a-d:qgq=a+d:s$=s%+
str§(p) + " "+ str¥(a) + " " + str$(q) + "&"

Next a

If s§ = "" Then s$ = "NO" ‘Si no hay solucion,
devuelve “NO”

basesenprog = s$

End Function

Con esta funcion y un bucle de busqueda, obtenemos la
lista ordenada de los numeros que obtuvimos con la tabla
de doble entrada:
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14 123&
2923 4&
351356&
50 34 5&
56 2 4 6&
661478&
77 456&
83357&
893 258&
107 15 9&
11056 7&
116 4 6 B&
126 36 9&
140 2 6 10&
149 6 7 B&
155 57 9&
158 16 11&
165 4 7 10&
17937 11&
194 7 8 9&

Cada uno viene acompanado de las tres bases en
progresion aritmeética. Por ejemplo,

140=2%+62+10%=4+36+100, con 6-2=10-6=4.

Con esta funcién también se detecta si un numero
presenta mas de una solucion. El primer numero con
esta propiedad es 371=1%2+92+172 'y también
371=92+112+132.

Modificando la salida de la funcién, se pueden descubrir
mas numeros que admitan dos o0 mas soluciones. Los
primeros son estos:
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M Soluciones
3am 2
525 2
707 2
875 2
917 2

1067 2
1155 2
1218 2
1325 2
1421 2
1484 2
1550 2

El primero que presenta tres soluciones es
2387=32+23%+432=9%+252+41?=172+27%+37>. Las
diferencias son 20, 16 y 10 respectivamente.

Si deseas las soluciones de los parrafos anteriores en
forma de lista, puedes acudir al lenguaje PARI.

for(n=3,600,k=sqrt(n/3);a=2;v=0;while(a<=k&&v==0,b
=(n-
3*ar2)/2;if(b==truncate(b)&&issquare(b),d=sqrt(b);if(
d>=18&8&d<=a-1,v=1;print1(n,", ")));a+=1))

Obtendras asi el listado:

14, 29, 35, 50, 56, 66, 77, 83, 93, 107, 110, 116, 126,
140, 149, 155, 1588, 165, 179, 194, 197, 200, 210, 219,
224, 242, 245, 251, 261, 264, 275, 290, 293, 302, 308,
315, 318, 332, 341, 350, 365, 371, 372, 381, 395, 398,
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413, 428, 434, 435, 440, 450, 461, 462, 464, 482, 491,
504, 509, 515, 525, 530, 539, 557, 560, 563, 579, 590,
594, 596, ...

Otra variante se inspira en la tabla de doble entrada y
después elimina duplicados:

w=List();for(n=3,600,k=sqrt(n/3);for(a=2,k,for(c=1,a-
1,v=(a-
c)r2+a’2+(a+c)”2;if(v==n,listput(w,n)))));print(vecso
rt(Vec(w),,8))

[14, 29, 35, 50, 56, 66, 77, 83, 93, 107, 110, 116, 126, 148, 149, 155, 158, 165
L 179, 194, 197, 200, 210, 219, 224, 242 245, 251, 261, 264, 275, 298, 293, 302
. 388, 315, 318, 332, 341, 350, 365, 371, 372, 381, 395, 398, 413, 428, 434, 435
. B4O, 450, 461, 462, 464, 482, 491, S04, Se9, 515, 525, 530, 539, 557, 560, 563

. 579, 590, 594, 596]
?

Esta sucesion permanecia inédita y la hemos publicado
en http://oeis.org/A306212

Suma de cubos en progresion aritmética

Acudiremos en este caso a las mismas técnicas que
usamos con los cuadrados, pero de forma mas breve.
Buscamos numeros que presenten la equivalencia

N=(a—k)+a®+ (a+k)

324


http://oeis.org/A306212

En primer lugar, acudimos a una tabla de doble entrada
paraay k:

1 2 3 4 5 6 7 8 9

2/36

399 163

4216 288 408

5406 495 645 856

G684 792 g72 1224 1548

71071 1197 1407 1701 2079 2641

81584 1728 1968 2304 2736 3264 3888

92241 2403 2673 3051 35837 4131 4833 5643
10,3060 3240 3540 3960 4500 5160 5940 6840 7860
11,4059 4257 4587 5049 5643 6369 1227 8217 9339
125256 5472 5832 6336 6984 776 8712 9792 11016
13 6669 G903 7203 7839 8541 9399 10413 11583 12809
148316 8568 8988 9576 10332 11256 12348 13608 15036
1610216 10485 10835 11666 12375 13365 14535 15885 174156
1612384 12672 13152 13824 14688 16744 16992 18432 20064
1714841 16147 16657 16371 17289 18411 189731 21267 23001
1817604 17928 18468 19224 20196 21384 22788 24408 26244

1920691 21033 21603 22401 23427 24681 26163 27873 29811

Como se presenta el mismo inconveniente de los
cuadrados, de presentacion sin ordenar y sin depuracion
de repetidos, usaremos mejor el método de la funcion.

Para ello simplificaremos (a-k)* + a + (a+k)® = 3a3 + 6ak?
=N

Despejando k observamos que (N-3a®)/6a ha de ser
cuadrado. Asi que probaremos valores de a entre 2 y la
raiz cubica de N/3, tomando nota de cuando esa
expresion sea cuadrada. Puede ser asi:

Public Function basesenprog3$(n)
Dim a, b, k, p, q, d
Dim s$

s$ - mn
k=(n/3) " (1/3) ‘Tope para la busqueda
Fora=2Tok
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b=(n-3*a”"3)/(6*a) ‘Expresion que ha de ser
cuadrada

If escuad(b) Then d = Sqr(b) Else d =0
Ifd>0Andd<aThenp=a-d:gq=a+d:s$=s%+
str$(p) + " "+ str$(a) + " " + atr¥(q) + "&"

‘Existe una solucién

Next a

If s$ ="" Then s$ = "NO"

basesenprog3 = s$

End Function

Filtrando los primeros numeros naturales mediante esta
funcion, obtenemos el listado:

36, 99, 153, 216, 288, 405, 408, 495, 645, 684, 792, 855,
972, 1071, 1197, 1224, 1407, 1548, 1584, 1701, 1728,
1968, 2079, 2241, 2304, 2403, 2541, 2673, 2736, 3051,
3060, 3240, 3264, 3537, 3540, 3888, 3960, 4059, 4131,
4257, 4500, 4587, 4833, 5049, 5160, 5256, 5472, 5643,
5832, 5940, 6336, 6369, 6669, 6840, 6903, 6984, 7227,
7293, 7776, 7839, 7860, 8217, 8316, 8541, 8568, 8712,
8988, 9339, 9399, 9576, 9792,...

Hemos publicado esta sucesion en
http://oeis.org/A306213

El primer numero que presenta dos soluciones es el
5643, ya que

5643=(9-8)% + 9%+ (9+8)%= (11-5)3 + 113+ (11+5)°
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Esta version en PARI se basa en una tabla de doble
entrada, eliminando repetidos:
w=List();for(n=3,10000,k=(n/3)"(1/3);for(a=2,k,for(c=1
,a-1,v=(a-
c)*3+a’*3+(a+c)*3;if(v==n,listput(w,n)))));print(vecso
rt(Vec(w),,8))

Esta otra se basa en nuestra funcion Excel:

for(n=3,10000,k=(n/3)*(1/3);a=2;v=0;while(a<=k&&v=
=0’b=(n-
3*a’3)/(6*a);if(b==truncate(b)&&issquare(b),d=sqrt(b
),d=0);if(d>=1&&d<=a-1,v=1;print1(n,", ”));a+=1))

Entre estas soluciones aparecen cuadrados
destacables, como

62=13+23+ 3%y 482 = 4%+ 8%+ 122

Otra relacion atractiva es 6° = (24-6)% + 243 + (24+6)3 o
154 = (25-5)% + 253 + (25+5)3

Podemos encontrar también muchos cubos. El primero
es 63 = 323 + 473 + 53
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Potencias cuartas

Actuamos de igual forma, iniciando una tabla de doble
entrada y después una funcién. La tabla es la siguiente:

1 2 3 q 5 6 7 8 3
298
3 353 07
4962 1568 2658
52177 3107 4737 7187 10825
6 4322 5648 7938 11312 15938 22032
77793 9587 12657 17123 23153 30063 40817
813058 15392 19362 25088 32738 42528 54722 69632
920657 23603 28593 35747 45233 57267 72113 90083 111537
10 31202 34832 40962 49712 61250 75792 93602 114992 140322
1145377 49763 57153 67667 81473 98787 119873 145043 174657
12 63938 69152 77922 90368 106658 127008 151682 180992 215298
13 87713 93827 104087 118643 137633 161283 189857 223667 263073
14 117602 124688 136578 153392 175298 202512 235298 273968 318882
15 154577 162707 178337 195587 220625 251667 288977 332887 383697
16 199682 208928 224418 246272 274658 309792 351938 401408 458562
17 254033 264467 281937 306563 338513 378003 425297 480707 544593
18 318818 330512 350082 377848 413378 457488 510242 571952 842978
19 395297 408323 430113 __ 460787 _500513 __ 548507 608033 _ 676403 754977

De ella se descubren los primeros elementos: 98, 353,
707, 962, 1568,...

Para construir la funcién necesitamos algo de Algebra.
Despejamos k, tal como procedimos en los casos
anteriores:

(a-k)*+ a* + (a+k)*= 3a*+ 12a%k? + 2k*= N

De esta igualdad se deduce indirectamente que N>3a*y
que, por tanto, (N/3)"* es cota para a.

(Este resultado es general: Si (a-k)"+ a" + (a+k)"= N, la
cota es (N/3)". Se puede ver derivando la expresion
para demostrar que es creciente respecto a k)

Seguimos:
2k*+ 12a%k?- (N-3a*) =0
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Es una ecuacion bicuadrada con solucion positiva para
k?:
_ —6a* ++36a*+ 2N — 6a* 30a*+ 2N

2 — 2
k= > = > 3a

Esto nos da una condicibn que debe cumplir esa
expresion final, y es que sea cuadrado de un entero. Por
eso, esta seria la funcién adecuada para descubrir los
numeros que admiten estas sumas de potencias cuartas:

Public Function basesenprog4$(n)

Dim a, b, k, p, q, d

Dim s$

s$§=""

k = Sqr(Sqr(n / 3)) ‘Cota superior N*(1/4)
Fora=2Tok
b=Sqr(2*n+30*a”*4)/2-3*a”2‘Valor de k*2
If escuad(b) Then d = Sqr(b) Else d = 0 ‘La variable d
representa a k si existe solucion
Ifd>0Andd<aThenp=a-d:-gq=a+d:s$§=s$+
ajusta(p) + " " + ajusta(a) + " " + ajusta(q) + "&"
‘Formacién de la solucién en modo texto

Next a

If s$ ="" Then s$ = "NO"

basesenprog4 = s$

End Function
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Con esta funcion se puede establecer la busqueda,
resultando, para las primeras soluciones:

98 12 3&
353 234&
707 13 5&
962 34 5&
1568 246&
2177 4 56&
2658 147&
3107 357&
4322 567&
4737 258&
5648 46 8&
7187 159&
7793 67 8&
7938 369&
9587 57 9&

11312 26 10&
12657 47 10&
13058 7 8 9&
15392 68 10&
15938 16 11&
17123 37 11&
19362 58 11&
20657 89 10&
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23153 2712&
23603 7911&
25088 4 8 12&
28593 69 12&
30963 17 13&

La segunda columna presenta las tres bases en
progresion aritmetica.

Si ordenamos resulta el listado ordenado y sin
repeticiones:

98, 353, 707, 962, 1568, 2177, 2658, 3107, 4322, 4737,
5648, 7187, 7793, 7938, 9587, 11312, 12657, 13058,
15392, 15938, 17123, 19362, 20657, 23153, 23603,
25088, 28593, 30963, 31202, 32738, 34832, 35747,
40962, 42528, 45233, 45377, 49712, 49763, 54722,
57153, 57267, 61250, 63938, 67667, 69152, 72113,
75792, 77922, 81473, 87713, 90083, 90368, 93602,
93827, 98787

Hemos publicado esta sucesion en
http://oeis.org/A306214

Como en los casos anteriores,disponemos de dos
versiones en PARI:
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w=List();for(n=3,100000,k=(n/3)*(1/4);for(a=2,k,for(c=
1,a-1,v=(a-

c)+a*4+(a+c) 4;if(v==n,listput(w,n)))));print1(vecs
ort(Vec(w),,8))

y
for(n=3,100000,k=(n/3)"(1/4);a=2;v=0;while(a<=k&&v
==0,d=sqrt(sqrt(2*n+30*a’*4)/2-
3*at2);if(d==truncate(d)&&d>=18&&d<=a-
1,v=1;print1(n,", "));a+=1))

Como curiosidad podemos destacar:
3923 = (56-28)* + 56* + (56+28)*

Te invitamos a resolver el problema para potencias
superiores. Ya tienes encauzados los calculos vy
algoritmos.

FRACCIONES EGIPCIAS UNITARIAS

Recordamos que una fraccidn egipcia unitaria es aquella
de numerador igual a la unidad. Una fraccién egipcia en
general es una suma de varias fracciones egipcias
unitarias.

Puedes consultar

https://es.wikipedia.org/wiki/Fracci%C3%B3n eqgipcia
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https://www.gaussianos.com/fraccion-egipcia/

Lo que nos interesa en este apartado es encontrar
sumas o diferencias de dos fracciones de este tipo
unitarias, cuyo resultado también sea unitario. En
concreto, deseamos encontrar tres valores enteros
positivos a, b y c tales que

1 1 1

a b c

Simultaneamente estudiaremos su correspondiente
expresion como diferencia:

1 1 1

b a c
Un ejemplo clasico es 1/2=1/3+1/6, o bien 1/3 =1/2 - 1/6

Existe una solucion trivial para cada valor de a 'y es que
1 1 1

= — 4 —
a 2a 2a
Para evitar esa solucion supondremos que b>c en
1 1 1

a b c

(podria ser a la inversa, pero llamamos b al mayor de los
dos).

Es evidente que 1/a es mayor que 1/b y 1/c, luego a<b y
a<c. Como hemos supuesto que b es el mayor,
tendremos la doble desigualdad a<c<b.

Busqueda mediante un algoritmo

333


https://www.gaussianos.com/fraccion-egipcia/

Siguiendo nuestra metodologia habitual, buscaremos
soluciones en primer lugar y después las analizaremos.
Si deseamos encontrarlas facilmente, sera bueno darle
protagonismo a b, para que los valores de ay de ¢ sean
menores que él y se pueda acudir a un doble bucle, en
el que c recorra (en principio) desde 2 hasta b-1 y a
desde 1 hasta b-2. Por tanto b>2. Nos dedicaremos a la
diferencia de fracciones, que sabemos que es
equivalente a la cuestion de la suma.

Funcién sumaegipcias(b)

Hemos comenzado la busqueda mediante la siguiente
funcion que devuelve, para cada b, los valores posibles
de a y c. Al ser varias las posibles soluciones, se
devolveran en modo texto, para tener una vision global
de todas ellas. La funcion que se presenta mas abajo usa
el hecho de que el valor de b despejado en la condicion
general es a*c/(c-a).

Su listado es el siguiente:

Public Function sumaegipcias$(b)
Dima, c, d
Dim s$

s$ = "" ‘Recibira las soluciones en modo texto
If b < 3 Then sumaegipcias = "NO": Exit Function
Forc =2 To b - 1 ‘Bucles de busqueda
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Fora=1Toc-1

d=a*c/(c-a) ‘Fraccion que ha de ser entera

If d = Int(d) Then Ifd = b Then s$ =s$ + "1/" + Str$(a)
+ "-"+ "1/" + Str§(c) +" "

‘Si es entera y coincide con b, se recoge en s$

Next a

Next c

If s$ = "" Then s$ = "NO" ‘Si la cadena esta vacia, es
que no hay solucion

sumaegipcias = s$

End Function

Aplicada esta funcion a un conjunto de numeros, por
ejemplo desde el 6 hasta el 15, observamos que no todos
admiten esta descomposicion:

Valorde b Soluciones
6 1/2-1/ 3

7 NO
8 NO
9 NO
10 NO
11 NO
12 1/3-1/4 1/4-1/6
13 NO
14 NO

15 1/6-1/10

Solo la cumplen 6, 12 y 15. El 12 por partida doble.
Puedes verificar estas igualdades (escritas como
diferencias, pero podrian ser sumas):

1/6=1/2-1/3, 1/12=1/3-1/4, 1/12=1/4-1/6, 1/15=1/6-1/10

335



Aqui tienes los valores de b entre 1 y 100 que admiten la
descomposicion pedida:

6, 12, 15, 18, 20, 24, 28, 30, 35, 36, 40, 42, 45, 48, 54,
56, 60, 63, 66, 70, 72, 75, 77, 78, 80, 84, 88, 90, 91, 96,
99, 100

Estos valores te pueden dar alguna pista. Reflexionamos
sobre ellos:

Escribamos c-a=k, con lo que el cociente b=a*c/(c-a) se
convierte en b=(a+k)*alk. Asi lo analizamos mejor.

El denominador b no puede ser primo
En efecto: Al ser entero (a+k)*a/k puede ocurrir:

Si k divide a a: entonces k1=a/k y b=k1(a+k). b tendria
al menos dos factores (si k=a nos encontrariamos con la
solucion trivial de mas arriba, en la que b=2a y que no
consideramos)

Si k no divide a a: Llamemos d=MCD(a,k). Ese valor d
no puede ser 1, pues entonces k seria primo con a, pero
como tiene que dividir a a+k, dividiria a (a+k)-k=a, lo que
llevaria a una contradiccion.

Si d>1, se podria simplificar b=(a+k)*a/k entre d,
resultando los cocientes a'=a/d y k'=k/d:
b=(a+k)*a/k=(a+k)*a’/k’, en el que k’ es primo con a’,
luego, por el teorema de Euclides, k’ ha de dividir a (a+k),
luego divide a la diferencia a+k-k=a. Asi que k' es un
divisor de a. De esa forma b=a*p, siendo a’>1 (ver el

336



parrafo anterior) y p=(a+k)/k’>1, luego no puede ser b
primo.

La diferencia c-a=k es menor que a
De la igualdad b=(a+k)*a/k deducimos
b*k=(a+k)*a=c*a,

pero sabemos que b>a y b>c, luego la igualdad solo es
posible si k<a<c.

Este largo razonamiento nos ha descubierto que, o bien
k divide a a, como es el caso en

1/12=1/4-1/6, en el que k=6-4=2 y divide a 4,

o bien unos factores de k dividen a a y otros a a+k,
ambos mayores que 1. Seria el caso

1/15=1/6-1/10, en el que k=10-6=4=2"2 y 2 divide a6 y
“el otro” 2 al 10, resultando b=6*10/4=15.

Mas adelante daremos una caracterizacion de estos
numeros.

Otro algoritmo

Esta seccion la puedes dejar si no te interesa demasiado
la construccion de algoritmos.

Otro planteamiento parte de que segun lo anterior,
b*k=c(c+k), hay que buscar un numero tal que si lo
multiplico por k, se pueda descomponer en dos factores
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con diferencia k. Por ejemplo, 12 multiplicado por 2 da 24
que tiene dos factores, 4*6 diferenciados en 2.

El valor de ¢ seria una solucién de la ecuacion c?+kc-
bk=0, es decir:

_ —k + Vk2 + 4bk
N 2

Cc

De esa forma el valor de ¢ no se obtiene por busqueda,
sino por calculo. Lo implementamos como otra funcién

Public Function sumaegipcias2$(b)
Dim k, ¢
Dim s$

s§=""

If b < 3 Then sumaegipcias2 = "NO": Exit Function
Fork=1Tob-1

c=(-k+Sqrtk»2+4*b *k)) /2 ‘Calculamos el valor
dec

If c =Int(c) And c + k <b Then s$ =s$ + "1/" + Str$(c)
+"-"+"1/"+Str§(c+k)+" "

Next k

If s$ ="" Then s$ = "NO"

sumaegipcias2 = s$

End Function
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Comprobamos que son equivalentes:

SUMAEGIPCIAS SUMAEGIPCIAS2
61/2-1/3 112-113
1211/ 3-1/4 1/4-1/6 1314 1/4-1/6
151/ 6-1/10 1/6-1110
18/1/6-1/9 1/6-1/9
2001141158 114115
24 1/6-1/8 1/8-1/12 1/6-1/8 1/8-1/12
28111121121 11 12-14 21
301/51/6 111017156 17121/ 20 11516 1101716 14121720
351/ 10-1/ 14 1/ 10-1/ 14
361/ 9-1/12 1/12-1/18 1191712 1/12-1/18
4011/ 8-1/10 1/15-1/24 1/8-1/10 1/16-1/24
42 1/6-1/7 11141121 116117 1141421
4511/18-1/30 1/20-1/36 1/18-1/30 1/20-1/ 36

Es mas rapida de proceso que la anterior.

Otra definicion de los niumeros encontrados

El listado de los valores de b esta publicado, pero con
otra definicion distinta

http.//oeis.org/A005279

Numbers having divisors d,e with d <e < 2d.

6, 12, 15, 18, 20, 24, 28, 30, 35, 36, 40, 42, 45, 48, 54,
56, 60, 63, 66, 70, 72, 75, 77, 78, 80, 84, 88, 90, 91, 96,
99, 100, 102, 104, 105, 108, 110, 112, 114, 117, 120,

126, 130, 132, 135, 138, 140, 143, 144, 150, 153, 154,
156, 160, 162, 165, 168, 170, 174, 175, 176

Segun esto, las soluciones para nuestras diferencias de
fracciones egipcias coinciden con aquellos numeros que
poseen dos divisores a y b, en los que a<b<2a, es decir,
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que uno de ellos esta comprendido entre el otro divisor y
su doble. Si repasas el listado anterior, todos lo cumplen,
e incluso algunos de ellos son producto de dos divisores
de este tipo:

6=2%3, 35=5"7, 42=6"7, ...

Entre ellos figuran los numeros oblongos, 6, 12, 20, 30,
42,...del tipo n(n+1), como puedes comprobar.

Demostramos esta equivalencia:

El contrarreciproco es facil de razonar. Si no existen
estos pares de divisores, a<b<2a, cualquier expresion
que construyamos similar a b=(a+k)*a/k, no podria
garantizar que k es menor que a, como demostramos
mas arriba que era necesario.

Al revés, parto de que existen dos divisores de un
numero N tales que a<b<2a

Podemos suponer que son primos entre si, pues, en
caso contrario, dividimos entre su M.C.D. y seguiran
siendo divisores y cumpliendo a<b<2a. Si son primos
entre si, su producto, que seria el M.C.M, no puede ser
mayor que N (en ese caso el M.C.M. seria N). Asi que
a*b<=N.

Para mayor claridad, distinguimos dos casos:
N=a*b
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Entonces bastara multiplicar ambos por k=b-a, con lo
que tendremos N=a*b=a(a+k)=ak(ak+kk)/k*2, pero k"2
es la nueva diferencia, luego N tiene la forma deseada
de a1(a1+k1)/k1

Por ejemplo, 77=7*11 multiplicamos por 4 y queda
1/77=1/28-1/44=(44-28)/(77*16)=16/(77*16)=1/77, y
1/77=1/28-1/44

70=10%7, diferencia 3, multiplico: 70=30*21/9, luego
1/70=1/21-1/30

N=m*a*b

En este caso el producto de a*b no iguala a N, En ese
caso multiplicamos a y b por mk, resultando:

N=mamk(amk+mkk)/mkmk y mkk es la nueva diferencia.
Simplificando N=amk(amk+mkk)/mkk, que es del tipo
pedido:

Ejemplo: 66 contiene al 2y al 3, con 2<3<2*2y se cumple
66=11*2*3. Multiplicamos ambos por su diferencia 1 y
por m=11, resultando 22 y 33 y queda 66=22(22+11)/11,
es decir

1/66=1/22-1/33

84=2%6"7, con 6<7<2*6. EI M.C.D(6,7)=1, k=1, m=2,
luego multiplicamos por 2*1=2, y queda 12 y 14:

84=12%14/2, luego 1/84=1/12-1/14
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También podiamos haber usado 4y 7, con 4<7<2*4, k=3,
m=3, 84=3*4*7, y multiplicamos ambos por 3*3=9, lo que
nos llevaria a 1/84=1/36-1/63.

Hemos descubierto esta equivalencia bastante
interesante, pues caracteriza cuando un valor puede ser
denominador en una diferencia de fracciones egipcias.

MEDIA CONTRAARMONICA ENTERA

Al cociente (a?+b?)/(a+b) se le suele llamar media
contraarmonicadeayb

(Ver
https://en.wikipedia.org/wiki/Contraharmonic_mean).

Si ay b son enteros (estudiaremos solo los positivos)
podemos preguntarnos si esta media es también entera.

En la pagina direccionada mas arriba podras descubrir
gue esa media y la media armodnica son equidistantes de
la media aritmética, siendo la armonica la de menor
valor. Lo expresamos:

a’?+b%*> a+b 2ab
= =
a+b 2 a+b

Si resta cada una de la anterior observaras que esa
diferencia equivale a
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(a—b)?
2(a+b)

La tercera es la media armdnica, que es el inverso de la
media aritmética de los inversos de a y b. Puedes
estudiarla en
https://es.wikipedia.org/wiki/Media_arm%C3%B3nica

Lo repasamos con un ejemplo, a=30, b=20. Los valores
de estas medias serian:

Contraarménica: (302+202)/(30+20)=26 (hemos elegido
el ejemplo con valor entero)

Aritmética: (30+20)/2=25
Armonica: 2*20*30/(20+30)=24

Hemos comprobado que los tres valores son
equidistantes.

También cumplen unas proporciones interesantes. Si
llamamos mc a la contraarmoénica y mh a la armonica se
cumple:

a_a—mh_mc—b

b mh—b a-—mc

En el ejemplo, 30/20=3/2; (30-24)/(24-20)=(26-20)/(30-
26)=6/4=3/2
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Puedes repasar estas proporciones en el documento
https://oeis.org/A210494/a210494.pdf

Media contraarménica entera para un a dado y b
maximo

Ya podemos entrar en el estudio que nos hemos
propuesto, y es investigar para qué pares la media
contraarmonica es entera. Como para cada valor de a
pueden existir varias soluciones para b, nos vamos a
dedicar tan solo a los valores de b que sean maximos,
pero menores que a.

En principio, encontrar esos pares de valores no parece
complicado. La siguiente funcidn nos lo facilita. La idea
es recorrer, para cada n, el mayor valor de k que cumpla
esa condicion. Buscamos el mayor porque puede abrir
rutas hacia otras cuestiones, y porque suelen aparecer
varias soluciones. Hemos cambiado la notacion de ay b
a ny k, para destacar que lo trataremos todo como una
propiedad de n.

Public Function divsumapote(n)

Dim k, a

a=0

Fork=1Ton-1
If(n*"2+k”*2)Mod(n+k)=0Thena=k
Next k

divsumapote = a

End Function
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El interés de este algoritmo esta en la quinta linea. En
primer lugar nos preguntamos If (n * 2 + k * 2) Mod (n
+ k) = 0, o dicho de otra forma, si se cumple la media
contraarmonica de ny k es entera. En ese caso le damos
a la variable a el valor de k correspondiente, pero como
el bucle de calculo continua, ese valor de a llegara lo mas
alto posible, devolviéndonos asi el maximo valor de k. Si
ese valor es 0, el numero n elegido no cumple esa
condicion.

Con esta funcion hemos encontrado los primeros valores
de n y k que tienen su media contraarmonica entera:

N K
6 3

12 B

15 10
18 g

20 12
24 12
28 21
30 20
35 15
36 18
40 24
42 30
45 36
48 24
54 27
56 42

Los valores de n ya estan publicados, aunque con una
orientacion diferente, en http://oeis.org/A005279

6, 12, 15, 18, 20, 24, 28, 30, 35, 36, 40, 42, 45, 48, 54,
56, 60, 63, 66, 70, 72, 75, 77, 78, 80, 84, 88, 90, 91, 96,
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99, 100, 102, 104, 105, 108, 110, 112, 114, 117, 120,
126, 130, 132,...

Por ejemplo, 42 y 30 figuran en nuestra tabla porque
Mc(42,30)=(422+302)/(42+30)=37
Si esta media es entera, la armonica también lo sera. Se

puede demostrar con este desarrollo:

a’?+b? (a+b)*>—2ab 2ab
= =a+b—
a+b a+b a+b

Si el primer miembro es entero, el ultimo término también
lo sera, y resulta que se trata de la media armonica. En
el ejemplo:

Si 37 es entero, la media armodnica sera 42+30-37=35,
también entero.

Asi que si la media contra armodnica es entera, también
lo sera la armodnica (y a la inversa), con lo que la
aritmética sera entera o un racional con denominador 2.

Por ejemplo, con 45 y 36, las medias son:
mc=(452+362)/(45+36)=41, mh=2*45*36/(45+36)=40 vy
ma=(45+36)/2=40,5=81/2

Si 2ab/(a+b) es entero h, sera 1/h=(a+b)/2ab=1/2b+1/2a

Esta expresion relaciona tres fracciones egipcias
unitarias.

En nuestra entrada
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dedicamos muchas lineas para demostrar que el
denominador de una fraccion egipcia unitaria que es
diferencia de otras dos del mismo tipo debia tener dos
divisores d y e tales que d<e<2d. Por tanto, eso le debe
ocurrir a 2a, ya que

1 1 1

2a h 2b
Esto explica que en la sucesion que hemos descubierto
para a se defina asi en OEIS: “Numbers having divisors

d,e with d <e < 2*d”

Por ejemplo, 42 posee los divisores 6 y 7 que cumplen
6<7<6*2.

Esto también explica el hecho de haber encontrado
numeros primos entre los valores de a ni ninguna de sus
potencias.

Pertenencia de los numeros hexagonales

Estos numeros se obtienen con la formula H(n)=n(2n-1).
Esto nos garantiza que cumplen la condicion del parrafo
anterior. En efecto, si repasamos los dos listados, el de
numeros hexagonales (http://oeis.org/A000384) y el de
los numeros que hemos obtenido
(http://oeis.org/A005279) se tendra:
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Hexagonales( sin el cero y el 1): 6, 15, 28, 45, 66, 91,
120, 153, 190, 231, 276, 325, 378, 435, 496,

Nuestros: 6, 12, 15, 18, 20, 24, 28, 30, 35, 36, 40, 42, 45,
48, 54, 56, 60, 63, 66, 70, 72, 75, 77, 78, 80, 84, 88, 90,
91, 96, 99, 100, 102, 104, 105, 108, 110, 112, 114, 117,
120, 126, 130, 132, 135, 138, 140, 143, 144, 150, 153,

Hemos destacado en negrita los hexagonales dentro de
la otra sucesion.

Lo podemos ver de forma algebraica: H=n(2n-1) forma
un par con K=(n-1)(2n-1) y queda:
H* +K?* (2n—1)*-(n*+ (n—1)?)

H+K ~  @n-Dan-p ~n+t@-17

Efectivamente, es un entero. Por ejemplo:
45=5%*(2*5-1) es hexagonal y K=(5-1)(2*5-1)=36

La media mc seria (452+362)/(45+36)=41, que coincide,
como hemos visto, con 52+(5-1)?
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CON GEOMETRIA

HIPOTENUSA MULTIPLO DE UNO DE LOS
CATETOS.

Hace unas semanas tuve ocasion de estudiar la terna
pitagorica (9, 40, 41) y me llamo la atencion el hecho de
que la medida del cateto 9 dividia al perimetro
9+40+41=90. Me pregunté si existian muchos numeros
con esa propiedad. Aqui tenéis mis busquedas y
razonamientos.

Al principio crei que seria un hecho mas bien
extraordinario, pero después de las primeras busquedas
me di cuenta de que existen muchos casos de este tipo,
aunque son mas abundantes aquellos en los que el
perimetro no es multiplo de ninguno de los catetos.

Solo tiene interés estudiar las ternas primitivas, en las
que los tres lados son primos entre si, porque si se
cumple en una primitiva, también se cumplira en sus
derivadas, porque tanto el perimetro como los lados se
multiplican por el mismo numero, con lo que el caracter
de multiplo se conserva.

La primera terna en la que se cumple esto es la (3, 4, 5).
Su perimetro es 12, y es multiplo de 3 y 4.
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La siguiente es (5, 12, 13), porque P=5+12+13=30, que
es multiplo de 5 (pero no de 12)

La primera terna en la que no se cumple es la (20, 21,
29), ya que el perimetro es 70, que no es multiplo ni de
20 ni de 21.

Sospechamos, pues, que ninguno de los dos casos
contrarios es excepcional.

Funcion de busqueda

Hay dos formas de construir ternas primitivas. Una de
ellas es la tradicional de buscar expresiones del tipo
(2mn, m?-n2, m?+n?) con m y n primos entre si y paridad
distinta. Esta forma la dejamos para mas adelante.
Hemos visto que el algoritmo correspondiente no gana
mucha velocidad.

(Ver este procedimiento en

https://es.wikipedia.org/wiki/Terna_pitag%C3%B3rica)

La otra forma es la que no usa esa teoria. Para una
posible hipotenusa n, se descompone su cuadrado, si es
posible, en suma de otros dos cuadrados enteros, y si las
bases son primas entre si y ademas el perimetro es
multiplo de uno al menos de los catetos, se cumplira lo
exigido. Lo plasmaremos en VBasic de Excel y mas tarde
en PARI.
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Para Excel podemos usar la siguiente funcion de tipo
texto. Su nombre recuerda como iniciamos lel capitulo,
con un cateto 9 que dividia al perimetro 90.

Public Function cateto_div_terna$(n) 'n es la
hipotenusa de la terna estudiada

Dim a, b, c, p, j, k

Dim s$

Dim noes As Boolean

a=n ? 2 'Descomponemos n*2 en dos cuadrados

j=1
b=1:c=a-1
S$=""

noes = True

J =1 'Es la base del primer cuadrado

While j < n And noes

b=j*r2:c=a-b

If escuad(c) Then ‘Segundo cuadrado posible

k = Sqr(c)

p =n+j+ k ‘Perimetro

If (p Mod j = 0 Or p Mod k = 0) And mcd(mcd(j, k), n)
= 1 Then noes = False: s$ = Str$(n) + Str$(j) + Str$(k)
+ Str(p)

‘La condiciones son que p sea multiplo de jy de k'y que
todos sean primos entre si.

Si se cumplen se recoge la solucion en s$.

End If

j=j+1
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Wend
cateto_div_terna=s
End Function

Con esta funcion no es dificil recorrer numeros,
quedarnos con la hipotenusa y reconstruir la terna. Aqui
tienes las primeras soluciones:

Hipotenusa Cateto 1 Cateto 2 Perimetro
5 3 4 12
13 5 12 30
17 8 15 40
25 7 24 56
37 12 35 84
41 9 40 90
61 11 60 132
65 16 63 144
85 13 84 182
101 20 99 220
113 15 112 240
145 17 144 306
181 19 180 380
197 28 195 420

Si continuamos buscando, llegaremos a una lista mas
extensa:

5,13,17, 25, 37, 41, 61, 65, 85, 101, 113, 145, 181, 197,
221, 257, 265, 313, 325, 365, 401, 421, 481, 485, 545,
577,613,677, 685, 761, 785, 841, 901, 925, 1013, 1025,
1105, 1157, 1201, 1297, 1301, 1405, 1445, 1513, 1601,
1625, 1741, 1765, 1861, 1937, 1985, 2113, 2117, 2245,
2305, 2381, 2501, 2521, 2665, 2705, 2813, 2917, 2965,
3121, 3137,
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La version en PARI es una simple traduccion de la de
Excel. La llamamos ok(k) para su posible publicacion en
OEIS:

ok(k)={my(a=k"2,j=1,b=1,c=a-1,1,p,
m=0);while(j<k&&m==0,b=j"2;c=a-
b;if(issquare(c),I=sqrtint(c);p=k+j+l;if((p%j==0||p%I=
=0)&&gcd(gcd(j,l),k)==1,m=1));j+=1);m}

for(i=1,2000,if(ok(i),print1(i,", "))

Su resultado coincide, como era de esperar, con el
obtenido en Excel:
25, 365, 401, 421, 451, 485, 545, S¥v, 613, &7V, &85, vel, 785, 841, 981, 925,

1913, 1025, 1193, 1157, 1201, 1237, 1301, 145, 1445, 1513, 1691, 1625, 1741, 17

13,17, 25, 37, 41, &1, &5, &3, 101, 113, 143, 181, 197, 221, 257, 265, 313,
3
5, 1881, 1937, 198G,

Hemos recorrido listas de ternas primitivas para
seleccionar las que cumplen lo exigido, y se llega al
mismo listado.

Estudio tedrico

Tras la busqueda a ciegas podemos plantearnos un
estudio mas profundo. Nos basaremos en la clasica
formula de generacion de ternas primitivas:

(2mn, m2-n%2, m2+n?) con m y n coprimos y de distinta
paridad.

En ese caso el perimetro P tendra la férmula P=2mn+m?-
n%+ m2+n?=2m(m+n)

Se pueden dar tres casos:
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1) El perimetro es multiplo del cateto par
2m(m+n)/(2mn)=(m+n)/n=m/n+1

Al ser m y n coprimos y de distinta paridad, para que sea
multiplo ha de ser n=1 y m=2r, con lo que hipotenusa
sera m2+n?=4r?+1,

El perimetro serd 4r+4r>+1+4r>-1=8r2+4r=4r(2r+1) vy

pertenecera a http://oeis.org/A033586 y la diferencia
entre hipotenusa y cateto mayor sera de dos unidades.

Puedes verificar que todas las soluciones en las que el
perimetro es multiplo del cateto impar tienen esta forma.
Asi ocurre con el ejemplo con el 17, que forma la terna
(8, 15, 17), en la que 17=4*2%+1, el perimetro es
8+15+17=40, que es multiplo de 8.

Por tener esta expresion, las hipotenusas
correspondientes perteneceran a

http://oeis.org/A053755 vy las primeras seran 5, 17, 37,
65, 101, 145, 197, 257, 325, 401,...

2) El perimetro es multiplo del cateto impar

En ese caso hay que estudiar el cociente 2m(m+n)/(m?2-
n2)=2m/(m-n)=2+2n/(m-n), lo que obliga a que 2n/(m-n)
sea entero. El denominador m-n ha de ser impar, luego
ha de dividir a n y n/(m-n)=t sera entero. Se deduce que
n=(m-n)t; n(t+1)=m*t; n/t=m/(t+1)=k, lo que lleva a que
k=1, pues en caso contrario, m y n no serian primos entre
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si. Por tanto queda que n=t y m=t+1, es decir, que my n
son consecutivos. La hipotenusa quedaria como
(n+1)A2+n"2.

Esto ocurre en el ejemplo del principio de esta estudio,
(9, 40, 41): 41=52+42 9=52-42; 40=2*4*5, y 41+40+9=90
es multiplo del cateto impar.

Las hipotenusas de este tipo pertenecen a
http://oeis.org/A001844

La terna quedara: (2mn, m2-n?, m?+n?)=(2n?+2n, 2n+1,
2n?+2n+1) y seran consecutivos la hipotenusa y un
cateto

El perimetro sera 2(n+1)(2n+1) y pertenecera a
http://oeis.org/A002939

Estos dos casos cubren toda la sucesion de hipotenusas
que estamos estudiando.

Esto da lugar a otra funcion alternativa mas rapida:

Public Function cateto2_div_terna(n) 'Da Ia
hipotenusa para que el perimetro sea divisible

Dim b, c, j, k, a

Dim es As Boolean

j=1
a=j"2
es = False
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While a < n And Not es

b=n-a

If escuad(b) Then ‘Se descompone n en suma de dos
cuadrados

c = Sqr(b)

If c<jAnd (c=1AndaMod2=00OrAbs(j-c)=1)
Then es = True ‘Las dos condiciones

End If

j=j+1:a=j"r2

Wend

cateto2 div_terna = es

End Function

Es interesante la interseccion entre los dos casos:

3) El perimetro es multiplo de los dos catetos

Es el caso del 5 y del 145, que cumplen las dos
condiciones estudiadas. Es decir, en ellos se dara que

4r2+1=(n+1)A2+n"2
5=4*12+1=2%+1?
145=4*62+1=92+82

Desarrollando y despejando 4r? tenemos: n?+2n+1+n2-
1=2(n?+n) ha de ser un cuadrado (que sera par con
seguridad) y la hipotenusa una unidad mayor. Aqui
tienes los primeros:
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n (n+1)"2+n"2-1 |Hipotenusa
1 4 5

8 144 145

49 4900 4901

288 166464 166465
1681 654884 654885
9800 192099600 192099601

Resultan ser elementos de http://oeis.org/A076218, pero
con una definiciéon alternativa.

Si te gustan las ecuaciones diofanticas, puedes plantear
lo siguiente:

(N+1)2+n?=4r2+1;  2n%+2n+1=4r’+1; 4n?+4n+2=8r+2;
(2n+1)2-8r2=1.

Esta es una ecuacion de Pell, y la puedes resolver con
nuestra hoja de calculo

http://www.hojamat.es/sindecimales/aritmetica/herramie
ntas/hoja/pell.xls

X Y
3 1 +106-1

17 6 1

99 35 1

577 204 1
3363 1189 1
19601 6930 1
114243 40391 1
665857 235416 1

Los valores de X seran, segun lo visto mas arriba, iguales
a 2n+1. Si les restamos 1 y los dividimos entre 2,
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resultaran los indices de la tabla de arriba y las
soluciones seran del tipo n?+(n+1)>2

________________________________________________ 3 : :
17 8 145

Qa9 49 4901

577 288 166465

3363 1681 5654885

19601 9800 192099601
114243 57121 6525731525
665857 332928 2,21683E+11

Esta tabla completa el estudio, que ha resultado con mas
base tedrica de la que podia pensarse al inicio de las
busquedas.

AREAS DE TRIANGULOS PITAGORICOS

El 18 de septiembre de 2009 publiqué una de mis
primeras entradas de mi blog, con el siguiente breve
texto:

Ternas pitagoricas que comparten area

La lectura de la biografia de Lewis Carroll me ha sugerido
el proponer la siguiente busqueda, inspirada en un
problema que le impidié dormir una noche:
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¢ Qué numeros enteros equivalen al area de un triangulo
rectangulo de lados también enteros, de tres formas
distintas?

La primera solucion es 840, porque las tres ternas

15, 112y 113

24, 70y 74

40, 42 y 58

pertenecen a lados de triangulos rectangulos de area
840.

¢ Cuales son las siguientes soluciones?

A partir de ella, mi amigo Claudio Meller
(https://twitter.com/MellerClaudio) publicé en OEIS el
resto de soluciones, como puedes comprobar en
http://oeis.org/A177021

A partir de calculos que no vienen al caso, me ha
apetecido volver a este tema, estudiando otros casos
parecidos y los procedimientos para llegar a ellos.

Procedimiento general de busqueda

Las condiciones del problema se traducen, dado un
numero N, en encontrar los dos catetos de una terna
pitagdrica adecuada, sea a’+b?=c?, tales que a*b=2*N.
Bastara entonces buscar pares de divisores de 2N que
sean catetos en una terna pitagdrica. La hipotenusa c no
tiene por qué intervenir.
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Si organizamos la busqueda con estas propiedades,
sera util contar los pares validos, para ver a cuantas
areas equivale N. También, segun decidimos
ultimamente, podemos crear una funcion que devuelva
una cadena de texto con los valores de los catetos.
Proponemos esta, para Excel o Calc:

Function areapitag$(n)

Dim p, q, m

Dim s$

s$=""-m=0 ‘Se pone a cero el contador y el resultado
For p =2 To Sqr(2 * n) ‘Un cateto no puede sobrepasar
la raiz cuadrada de 2N

q =2 *n/p ‘El otro divisor

If q = Int(q) Then ‘Tiene que ser entero

‘Si es terna pitagérica, se memoriza y se incrementa el
contador

Ifescuad(p*2+q”*2) Thenm=m+1:s§=s$+"#
"+ Str¥(p) + ", " + Str§(q)

End If

Next p

If s$ ="" Then s$ = "NO" Else s$ = Str§(m) + s$
areapitag = s

End Function
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Asi, si tomamos, por ejemplo el 840 del texto de arriba,
nos devolvera:

AREAPITAG(840)="3# 15, 112# 24, 70 # 40, 42"

Significard que hay tres soluciones (primer 3 de la
cadena) y que los catetos de cada una son (15,112),
(24,70) y (40, 42), tal como afirmamos hace mas de diez
anos.

Con esta funcion, si leemos el primer digito del resultado
S$, sabremos cuantas soluciones presenta cada niumero
dado. En Excel podemos usar LEFT$(S;2), sabiendo el
numero esta precedido por un espacio en blanco, o bien
MID$(S,2,1). En cualquier bucle de busqueda que
organicemos, usaremos una de estas dos condiciones
para identificar qué numeros no presentan solucién o
bien una o mas de una.

Antes de emprender busquedas, hay que advertir que si
un numero a posee un numero de soluciones, también
las tendra a*m?, por la generacion de las distintas ternas
como multiplos de una terna primitiva.
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Numeros que son area de al menos una terna

La primera cuestion puede consistir
en descubrir qué numeros coinciden
con al menos un area de triangulo
pitagérico. Con la funcién anterior
areapitag basta exigir que el
resultado sea distinto de “NO”. Los
primeros numeros de este tipo son:

Todos equivalen a un area, salvo 210
que admite dos. Estan ya publicados,
como algunos de los que
estudiaremos hoy.

1% 3, 4
1%#6, 8
1% 5, 12
1% 9, 12
1% 8, 15
1% 7, 24
1% 12, 18
1% 10, 24
1% 15, 20
1% 9, 40
2# 12, 35# 20, 21
1% 18, 24
1% 16, 30
1% 15, 36
1% 21, 28
1# 11, 80
1# 14, 48
1% 24, 32

Areas of Pythagorean triangles: nhumbers which can be

the area of a right triangle with integer sides.

6, 24, 30, 54, 60, 84, 96, 120, 150, 180, 210, 216, 240,
270, 294, 330, 336, 384, 480, 486, 504, 540, 546, 600,
630, 720, 726, 750, 756, 840, 864, 924, 960, 990, 1014,
1080, 1176, 1224, 1320, 1344, 1350, 1386, 1470, 1500,

15636, 1560, 1620, 1710, 1716, 1734, 1890

http://oeis.org/A009112

Todos los términos son multiplos de 6.

Se generan en PARI con un cédigo algo oscuro. Es
preferible este otro que proponemos, copia de la funcion

areapitag:
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for(i=1,2000,m=0;for(p=2,sqrt(2%i),q=2%i/p;if(q==trunc
ate(q)&&issquare(p”2+q”"2),m+=1));if(m>0,print1(i,",
"))

Puedes comprobar que se llega al mismo listado.

De ellos, algunos solo admiten una representacion,
como se ha visto en la tabla de mas arriba. Si en el
codigo PARI sustituimos m>0 por m==1, los
obtendremos:

6, 24, 30, 54, 60, 84, 96, 120, 150, 180, 216, 240, 270,
294, 330, 336, 384, 480, 486, 504, 540, 546, 600, 630,
720, 726, 750, 756, 864, 924, 960, 990, 1014, 1080,
1176, 1224, 1344, 1350, 1386, 1470, 1500, 1536, 1560,
1620, 1710, 1716, 1734, 1920, 1944,...

Observamos que ya no esta 210, que equivale a dos
areas. Esta sucesion no figura en OEIS.

Si en el cbédigo cambiamos m==1 por m==2,
obtendremos los numeros que equivalen a dos areas.

210, 1320, 1890, 2730, 4914, 5250, 5280, 7980, 10290,
11880, 17010, 18480, 19656, 21120, 24570, 25410,
29400, 30600, 32130, 33000, 34650, 35490, 41580,
44226,...

Por ultimo, si igualamos a 3, resultara la sucesion con la
que comenzamos este estudio

A177021 Numbers which are the area of exactly
three Pythagorean triangles.
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840, 3360, 7560, 10920, 13440, 21000, 30240, 31920,
41160, 43680, 53760, 68040, 84000, 98280, 101640,
120960, 127680, 141960, 164640, 166320, 174720,
189000, 215040, 242760, 272160, 273000, 286440,
287280, 303240, 336000, 370440, 393120, 406560,
444360

AUTHOR Claudio Meller, on a suggestion by Antonio
Roldan, Dec 08 2010

Para finalizar, si deseas practicar un poco, intenta
encontrar estos numeros con nuestra funcion areapitag
(con Excel o PARI). En esta sucesion a(n) es el menor
numero que equivale a las areas de n triangulos
pitagoricos:

A055193 Smallest number that is the area of n
distinct Pythagorean triangles.

6, 210, 840, 341880, 71831760, 64648584000,
2216650756320, 22861058133513600

TRIANGULOS HERONIANOS

Un triangulo se califica de heroniano si las longitudes de
sus lados y el valor de su area son numeros enteros. Es
un concepto aritmético, por lo que se supone que esto
ocurre con una unidad de medida adecuada.
Consecuencia de esto es que también es entero el
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perimetro. A veces se consideran lados y area
racionales, pero aqui nos limitaremos a los enteros
positivos.

El nombre que les aplicamos es un recuerdo de Herdn
de Alejandria, autor de la popular férmula para el area de
un triangulo conocidos los lados a, b y c:

A=pp—a)-b)(p-c)

En esta formula, p es el semiperimetro. Si A y los lados
son todos enteros, el triangulo sera heroniano. Esto
exige que p(p-a)(p-b)(p-c) sea un cuadrado perfecto.

Una primera clase de este tipo de triangulos lo
constituyen los pitagoricos, ya que en una terna
pitagorica (a, b, c), el area equivale a a*b/2, y en estas
ternas siempre existe un cateto par

(Ver
https://es.wikipedia.org/wiki/Terna_pitag%C3%B3rica)

Por tanto, también sera heroniano el formado adosando
dos triangulos de este tipo para formar un triangulo
isdsceles. Asi, (20, 26, 26) sera de este tipo, porque la
altura sobre el lado 20 seria 24, y el area 240.
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Igualmente, se pueden adosar dos triangulos pitagoricos
que tengan un cateto comun, como (5, 12, 13) y (9, 12,
15), formando el triangulo (9+5, 13, 15), es decir,
ordenando, (13, 14, 15), que seria heroniano.

Es evidente que, en una terna de lados en un triangulo
heroniano, si los multiplicamos todos por un mismo
factor, resultara otro heroniano, luego el niumero de estos
sera infinito. Llamaremos terna primitiva a aquella en la
que los tres lados sean primos entre si.

Hay ternas que no son pitagoricas, ni tampoco resultado
de adosar rectangulos, como (5, 29, 30). Estas reciben
el nombre de indescomponibles.

Busqueda de ternas heronianas

Para encontrar este tipo de ternas existen varios
algoritmos, algunos muy eficientes. Nosotros aqui, ya
que usamos hojas de calculo, recurriremos a una rutina
que escriba cada terna que encontremos en una
columna de la hoja. Como existen infinitas ternas,
buscaremos entre dos valores. En contra de nuestra
costumbre, usaremos una rutina (macro) en lugar de una
funcion, para escribir los resultados directamente, sin
esperar a que la funcion se evalue. Lo efectuaremos asi:
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En las celdas A1y A2 de la hoja de calculo escribiremos
dos extremos de un intervalo. Lo recorreremos
asignando sus valores al lado mayor, y buscaremos una
pareja de lados que con él forme un triangulo heroniano.
Para ello buscaremos que p(p-a)(p-b)(p-c) sea cuadrado
entero. También habra que tener en cuenta la propiedad
de los lados de que “uno de ellos es menor que la suma
de los otros dos y mayor que su diferencia”. Este ha sido
el algoritmo elegido:

Sub heroniano() ‘Es rutina y no funcién. Deberemos
ejecutarla como macro.
Dim t1, t2, a, b, c, p, m, fila, t3

t1 = ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(1, 1).Value ‘Se
leen los dos extremos t1 yt2 en A1y A2

t2 = ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(2, 1).Value

fila = 2 ‘Primera fila de resultados

For a = t1 To t2 ‘El lado a se mueve entre los dos
extremos

For b =1 To a ‘El lado b sera menor o igual que a
Ifa=b Thent3=1Elset3=a-b+1'Se busca el inicio
para el lado ¢

Forc=t3Tob

p=(a+b+c)/2'Se calcula el semiperimetro
m=p*(p-a) *(P-b)*(p-c) Cuadrado del area
(férmula de Heron)
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If escuad(m) Then ‘Si es un cuadrado, es valida

fila = fila + 1 ‘Como hay solucion, la fila avanza
ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(fila, 1).Value = a ‘Se
escriben a, b, cy el area
ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(fila, 2).Value = b
ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(fila, 3).Value = ¢
ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(fila, 4).Value =
Sqr(m)

End If

Next c

Next b

Next a

End Sub

En la imagen puedes consultar las ternas heronianas en
las que el lado mayor esta comprendido entre 20 y 25:

2 B G 0]

1|20

2 |25

320 13 11 66
£ 20 15 7 42
5 |20 16 12 o6
6 |21 17 10 84
7 |21 20 13 126
g |24 13 13 60
3 |24 15 15 108
n |24 20 20 192
1 |25 17 12 80
12 |25 20 15 150
17 |25 24 7 84
1 |25 25 14 168

5 |
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Junto a cada terna figura el area entera. Observamos la
abundancia de ternas de este tipo, algo que al iniciar el
estudio no se esperaba.

En la pagina correspondiente de Wikipedia puedes
encontrar gran numero de propiedades de estos
triangulos. Nosotros seguiremos con busquedas.

Busqueda de lados conociendo el perimetro

Para esta cuestion volveremos a nuestra estrategia
frecuente de comenzar con una funcién. Dado un
numero N, devolvera el primer triangulo heroniano que
encuentre cuyo perimetro coincida con N. Su desarrollo
es similar a la rutina de mas arriba.

Function pheroniano$(n)
Dim b, ¢, p, m, a

Dim s$

Dim es As Boolean

s$ ="": es = False
a = n - 2 ‘Comenzamos con el lado mayor a
While a > 1 And Not es

b=1
While b <= a And Not es
c=n-b-a
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Ifc<a+bAndc>a-b Then ‘c es menor que la suma
de los otros dos y mayor que su diferencia

p=n/2

m=p*({-a)*(p-b)*(-c

If escuad(m) Then es = True: s$ = s$ + Str¥(a) +
Str$(b) + Str$(c) + Str$(Sqr(m))

End If

b=b+1

Wend

a=a-1

Wend

If s=""Thens ="NO"

pheroniano = s

End Function

Con esta funcién es facil encontrar los primeros
perimetros de triangulos heronianos, junto con sus lados
y el area:

Perimetro |Ladr.:-5 y area |

12 5346

16 65512
18 85512
24 106824
30 1351230
32 15413 24
36 17910 36
40 17 81560
42 2071542
44 201113 66
48 211017 84
50 24131360
54 2632536
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Por ejemplo, si el perimetro es 54, el semiperimetro sera
27, y el producto 27*(27-26)(27-3)(27-
25)=27*1*24%2=1296, cuadrado perfecto, y el area, 36,
es entera.

Filtros

En la funcion anterior podemos introducir filtros para
encontrar ternas que cumplan algunas propiedades.
Omitimos su codigo porque no es dificil de reproducir.

Ternas primitivas

Si exigimos que los tres lados a, b y ¢ sean primos entre
si, nos resultaran las ternas primitivas. Estas son las
primeras:
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12 5346

16 65512

18 85512

30 1351230
32 15413 24
36 17910 36
A0 17 81560
42 151314 84
44 201113 66
48 211017 84
50 24131360
54 2632536
56 2572484
60 296 2560
B4 301717120

Como en casos anteriores, la primera columna es el
perimetro, y en la segunda figuran, por este orden, los
tres lados y el area. Mentalmente se puede comprobar
que los lados son primos entre si.

Si comparamos con la tabla anterior, vemos, por
ejemplo, que falta el 24, porque su terna 10, 6, 8 esta
formada por los dobles de 5, 4 y 3.

También es destacable que entre estos triangulos
aparecen isosceles, como 6, 5, 50 24, 13, 13

Con ellos seguimos:
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Triangulos isésceles

Por motivos obvios, un triangulo heroniano equilatero no
puede existir, porque si el lado es entero, la altura es
irracional, pero si puede ser isdsceles, como seria el
resultado de adosar dos pitagdricos iguales.

En la busqueda basta exigir como filtro que a=b o b=c o
a=c. Vemos el resultado:

16 65512

18 85512

32 121010 48
36 16 10 10 48
48 18 1515108
50 24131360
54 241515108
B4 301717120
72 322020192
80 30 25 25 300
80 40 25 25 300
96 36 30 30 432
98 48 25 25 168
100 48 26 26 240

Aqui coinciden primitivas y no primitivas. En todas ellas
uno de los lados iguales junto con la mitad del desigual
formaran un triangulo pitagorico al adjuntarles la altura
correspondiente al desigual. Por ejemplo. En 30, 17, 17,
el lado 17 y la mitad del 30 forman la terna pitagorica (8,
15, 17)
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Lados en progresién aritmética

Existen muchos ejemplos de ternas heronianas con
lados en progresion aritmeética, pues si son asi los de una
terna primitiva, lo seran los que son multiplos de ellos.
Por eso es preferible buscar solo entre las primitivas.
Para eso, ademas de exigir que a, b y ¢ sean primos
entre si, exigiremos que formen progresion, es decir, que
la diferencia entre dos de ellos coincida con la formada
por el tercero. Como no se tiene seguridad de si b>c o
c>b, esta condicidon sera doble.

Al implementarlo resultan estos primeros casos:

12 5346

42 1513 14 B4

78 37 15 26 156

84 411528 126
114 81 25 38 456
156 7529 52 546
186 85 3962 1116
222 87 6174 2220
228 1133976 570
258 97 75 86 3096
294 145 51 98 1176
366 159 85122 5124
372 183 65 124 2046
402 195 73 134 3216
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Vemos que comienzan con dos muy populares, como
son 3,4y 5, conarea 6,y 13, 14, 15, con area 84. No
estan ordenados. Segun el algoritmo usado, el menor se
ha escrito en el centro. Para ser primitivas, aparecen mas
de lo esperado.

Aqui finalizamos los filtros. No se ha intentado con
numeros primos porque la unica posibilidad es que uno
de ellos fuera 2, y no existe ningun caso.

Numeros triangulo

Llamaremos numeros triangulo N a aquellos que se
puedan representar como el producto de tres factores
N=a*b*c tales que constituyan las medidas de los lados
de un triangulo heroniano.

Por ejemplo, 13520=20%26*26, que puede representar
un triangulo isésceles cuya altura mide 24, luego su area
sera entera, e igual a 24*20/2=240.

Si deseamos usar la formula de Herdon hallariamos el
semiperimetro:

p=(20+26+26)/2=36

La férmula de Herdn se planteara en este caso como
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A =./36(36 —20)(36 — 26)(36 — 26)
=vV36%x16*x10%10 =64 * 10 = 240

Con vistas a encontrar numeros triangulo, debemos
descomponer N en tres factores a, b y ¢, y exigir después
que sea cuadrada la expresiéon p(p-a)(p-b)(p-c).

La siguiente funcion se basa en esa idea. Esta
desarrollada para Excel y Calc, pero es facil traducirla a
otro lenguaje de programacion.

Esta funcién, aplicada a N, devuelve un “NO” si no es
numero triangulo o una cadena con los tres lados si lo
es.

Function esuntriangulo$(n)
Dim a, b, c, d, m, p

Dim es As Boolean

Dim s$

s = "" ‘Variable que devuelve la funcién

es = False ‘Control de final de busqueda

a = 2 ‘Primer factor

While a <=n/ 2 And Not es

m=n/a

If m = Int(m) Then ‘Se ve que a es un factor de n
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b = 2 ‘Segundo factor

While b <=m /2 And Not es

c =m/b ‘Tercer factor

If ¢ = Int(c) Then ‘Si los tres son factores, se sigue
d=(a+b+c)/2 ‘Calculo del semiperimetro
p=d*(d-a)*(d-b)*(d-c) Producto de Herdn
If escuad(p) and p>0 Then ‘Si el producto es cuadrado,
N cumple lo planteado

es = True ‘Se interrumpe la busqueda

s =s + Str$(a) + Str$(b) + Str$(c) ‘Solucion

End If

End If

b=b+1

Wend

End If

a=a+1

Wend

If s =""Then s = "NO"

esuntriangulo = s

End Function

Aplicando esta funcion a los primeros numeros naturales
obtendras esta sucesion, que esta publicada en
http://oeis.org/A218243

60, 150, 200, 480, 780, 1200, 1530, 1600, 1620, 1690,
1950, 2040, 2100, 2730, 2860, 3570, 3840, 4050, 4056,
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4200, 4350, 4624, 5100, 5400, 5460, 6240, 7500, 8120,
8250, 8670, 8750, 9600, 10812, 11050, 11900, 12180,
12240, 12800, 12960, 13260, 13520, 13650,...

El penultimo de la lista es 13520, el que nos ha servido
de ejemplo.

Por ejemplo, 60=3*4*5, terna pitagodrica que representa
a un triangulo de area 6.

Es evidente que si un numero esta en la lista, N=a*b*c,
también estara N*k*3=ak*bk*ck. Por tanto, esta sucesion
es infinita.
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