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PRESENTACION

E I octavo volumen de res¥Ymenes del

correspondiente a la temporada 2015-16, contiene una cantidad de
material superior a los anteriores. La causa es la inclusiéon de nuestros
nameros arolmar, que no tienen gran interés tedérico, pero que nos han
servido para practicar el descubrimiento de propiedades, como la de
los semiprimos enlazados.

El resto de temas presenta una distribucion similar a la de
publicaciones anteriores: predominio de las cuestiones de divisibilidad
y nameros primos. junto a otras cuestiones de Combinatoria, nimeros
poligonales y comprobacion de conjeturas. A lo largo de los afios se
han convertido en-los fundamentos del blog.

Una agradable novedad han sido las sucesiones curiosas, que si
tampoco tiene gran interés tedrico, amenizan cuestiones matematicas
y resultan entretenidas. Intentaremos incluir alguna més en sucesivas
entradas del blog.
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GRUPOS DE POTENCIAS EN ZN

INDICE O GAUSSIANO DE UN RESTO EN zZN

Iniciamos hoy el desarrollo de toda una teoria perteneciente a la
Aritmética Modular, la de las raices primitivas y temas afines.

Teoria previa

Resumimos brevemente la teoria previa que es conveniente conocer
antes de seguir esta serie de temas:

Comenzamos con la estructura Z,, formada por los restos posibles al
dividir un nimero entre m. Ya sabes que este conjunto es la base de la
Aritmética Modular (o del reloj)

Puedes repasar las paginas

http://es.wikipedia.org/wiki/Aritm% C3%A9tica modular

http://hojamat.es/sindecimales/congruencias/teoria/teorcong.htm

http://mathworld.wolfram.com/ModularArithmetic.html

Este conjunto Z,, con la suma y la multiplicacibn forma un anillo
ciclico de m elementos . Por esta estructura ciclica se pensd en
llamarles anill os por primera vez. Es un anillo con unidad, por lo que
puede contener elementos inversibles. De ellos trataremos aqui.

Un elemento A de Z,, es inversible si existe otro elemento X de Z,, tal
gue A*Xt1 (mod m). Esta ecuacion se sabe que tiene solucién Unica
siempre que A sea primo con el modulo m. Luego los restos primos
con m son inversibles

Por el contrario, si A y m tienen un divisor comun, para que la ecuacion
tuviese solucion deberia ser divisor también de 1, lo que es imposible.
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Si el elemento A tiene divisores comunes con m, entonces A no es
inversible .

Llamamos divisor de cero en un anillo a aquel elemento A que
multiplicado por cierto elemento no nulo C del anillo, da un producto

nulo: A*C=0. Si que A tiene factores comunes con m, es un divisor de

cero, porque si D=MCD( A, m) , tendr e mc
Mul tiplicando A por md (que s no n
es congruente coA0 (mamdy porltamte divisor def mo
cero.

Los divisores de cero no son inversibles, porque si A fueradnversible y
divisor de cero, se daria una igualdad del tipo A*C=0 con C distinto de
cero, pero multiplicando por el inverso resultaria: A**A*C=C=A"*0 lo
gue daria C=0 en contra de lo supuesto.

Asi que:

1 Si el elemento A es primo con el médulo m, en  tonces es
inversible , es decir, que existe algun otro elemento B tal que
A*B=B*A=1. Anteriormente vimos como encontrarlo mediante el
algoritmo extendido de Euclides

(http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2012/06/la-herencia-de-
euclides-1-el-algoritmo.html).

91 Siel elemento A no es primo con m, es un divisor de cero,
y.por tanto no inversible

Grupo de inversibles

El producto de dos inversibles A y B también lo es, y su inverso es B’
%A1 ya que

(B*AH*A*B=B*(A*A)*B=B*1*B=1
6



Como el 1 es inversible trivialmente y el inverso también, tenemos que
los inversibles forman grupo abeliano para la multiplicacion,
llamado grupo de las unidades Z* |,

Como es conocido, la funcion indicatriz de Euler cuenta los niumeros
menores que m y primos con él, por tanto, el cardinal del grupo Z* |,

coincide con | a indicatriz o funci

Se cumple el llamado Teorema de Euler

a™ 11 (mod m)

para todo a primo con m o unidad.

Orden multiplicativo, indice o gaussiano de un elemento

Dado un elemento inversible a, llamaremos orden de ese elemento al
minimo numero entero tal que a't 1. Segulin el teorema anterior, ese

val or existe y puede ser G(m) y tod
ser un divisor. suyo. E nm) ed fee@imaltiplo s u p
del orden r. Entonces efectuando la divisibn entera entre ambos

guedar2za G(m)=qgr +s, con s<r. Apyica

obtendriamos

119 9 ( MgI™st g¥g%1 55 Juego al 1 en contra del caracter minimo de
r.

Asi que el orden ha de ser un divisor de la funcién (i ( mJoda potencia
gue sea igual a 1 tendr4 un exponente mdultiplo de ese orden. Hay
muchas formas de representar el orden o gaussiano. Aqui por
comodidad tipografica representaremos el gaussiano de N respecto al
modulo M como G(N,M)

Podiamos habernos ahorrado el razonamiento anterior recordando el
Teorema de Lagrange para grupos, que afirma que el orden de un
subgrupo H es divisor del orden del grupo G. En este caso este ultimo



es (G ( my como las potencias de a forman un grupo mondogeno, su
orden sera divisorde G ( m)

Vemos algunos ejemplos:

Orden de 5 m-dul o 8: Como 5 es prim
ser 2 0 4: 5"2=2511(8, luego el orden de 5 con mddulo 8 es 2, o
G(5,8)=2

Orden del 3 r especteborden podra:ser@,(3d)%.= 6 ,

Probamos: 372=912(7, 3"3=2716(7, 36=729'1 (7luego el orden o
gaussiano de 3 es 6, G(3,7)=6

Estudio con hoja de calculo

Deseamos desarrollar este tema con calma. Asi que nos pararemos un
poco, con la ayuda de la hoja de calculo alojada en

http://www.hojamat.es/sindecimales/congruencias/herramientas/herrco
ng.htm#gaussiano

Distinguiremos, en principio, tres niveles de complejidad en el
descubrimiento del gaussiano de un namero.

NIVEL 1

La hoja funciona sélo con las férmulas de celdas, sin macros. Para ello
basta escribir el nimero N y el médulo M, y calcular en columna las
potencias de N en el grupo de las u nidades Z* . En la hoja hemos
incluido el calculo del MCD(N,M), que ha de ser 1y, en caso contrario,
se avisa del error.

En la imagen hemos escrito dos nimeros no primos entre si y la hoja
nos avisa:


http://www.hojamat.es/sindecimales/congruencias/herramientas/herrcong.htm#gaussian
http://www.hojamat.es/sindecimales/congruencias/herramientas/herrcong.htm#gaussian

Gaussiano de un numero

Médulo
Ndmero No valido

(Menor que el médulo y primo con él)

Simultaneamente, en las columnas del NIVEL 1, se construyen las

potencias para ver cudl de ellas es igual a 1, con lo que obtendremos

el gaussiano de N. A continuacién reproducimos <el célculo
correspondiente a 5 médulo 13:

NIVEL 1 A simple vista se descubre que el gaussiano
Potencias sin analizar L, L.

Exponente  Resto de 5 moédulo 13 es 4, porque.es el minimo
> exponente al que. hay que elevar 5 para

g obtener resto 1 médulo 13.

5

12 Si te interesa €OmMoO se construyen estas
columnas, revisa la hoja, y estudia
s especialmente las férmulas de las potencias,
gue son del tipo

W 0~ h U oW N
w

el
N o= O

[
oo N

=S|(C15<=$G$5;RESIDUO($B$13*D14:$G$5);" ").

Podemos i'nterpretarlas como fisi

mul ti pllicamos | a anterior potenci

De esta forma puedes descubrir el gaussiano por simple recorrido
columna abajo hasta encontrar el primer 1. Como veras en proximos
apartados, las potencias resultantes son periédicas, y su periodo es el
orden del niUmero, en este caso, 4.

el



NIVEL 2

Podemos simplificar las columnas si s6lo probamos con los divisores
de G ( mitsto ya requiere un poco de programacion, ya que la hoja no
puede encontrar los datos s6lo con celdas y formulas. Hemos creado
una subrutina y un botén para descubrir el gaussiano con menos
pasos. Si te interesa la programaciéon puedes investigar en el codigo

Vi sual Basi c. Lo que hacnyrremrecsad c u |

divisores para encontrar el exponente que se convierte en gaussiano.

En la imagen estdn contenidas las columnas correspondientes a 7
modulo 29:

Médulo
Namero Namero valido

(Menor que el modulo y primo con él)

NIVEL 2
Potencias con divisores de la indicatriz  Pulsa el botén

2. 20 Iniciar

4 23
7 1
14 1
28 1

La indicatriz de 29 es 28, porque es primo. En la hoja se recorren los
divisores de 28, lo_que simplifica el esquema. Vemos que el primer 1
aparece en el exponente 7, luego ese sera el gaussiano de 7.

NIVEL 3
Es muy util para nuestros estudios posteriores disponer del gaussiano
en forma de funcion que tenga como parametros un ndmero y un

mobdulo y nos devuelva el orden de ese numero (o cero si no es primo
con el modulo)

10



En la parte derecha de la hoja hemos utilizado esa funcién para
encontrar rapidamente el gaussiano de un ndmero, en el caso de la
imagen, de 7 médulo 29.

NIVEL 3
Mediante la funcién
FGAUSSIANO(NGmero;Médulo)

7

Su sintaxis es FGAUSSIANO(NUMERO;MODULQ), en- el ejemplo,
FGAUSSIANO(7;29)

Esta implementado para nimeros pequefios. Para otros mayores seria
preferible usar la descomposicion factorial. La version que insertamos
a continuacion no es demasiado eficiente, pero es sencilla de entender.
Quizas no puedas reproducirla, por carecer de algunas funciones, pero
lo importante es que entiendas su estructura.

Public Function fgaussiano(n, m)

Dimf, i, p, e

f=0 6se comienza declarando nula | a
fmcd(n,m)=1Then6éson copri mos

p=ndéinicio de | as potencias del n Yame
i=l6contador

e=zeulerftm 6encontramos | a phi de Eul er

Whilei<=e Andf=0 6nos detenemos cuando en
1

p=pModm 6encontramos el residuo de | a
fp=1Thenf=i 6se encontr- el orden f
p=p*ndésiguiente potenci a

i=i+1

Wend

End If

fgaussiano=f 6 se recoge el valor de f

End Function

11



Gaussiano de las potencias de un resto

Supongamos que un resto a tiene como gaussiano t, es decir
g(a)=t. Es facil demostrar que el gaussiano de una potencia de a,
sea por ejemplo a¥, equivale a

0
“Q X N v o
@ U 0 OO
Por ejemplo, G(4,29)=14 y si elevamos el 4 a la sexta se tendra
G(4"6,29)=14/MCD(6,14)=14/2=7

Se puede razonar asi: t divide a MCM(kt), luego se cumplird que
aMeMkd 1 1 por ser t el menor exponente- con esa propiedad.
Efectuamos unos cambios en la expresion:

aMeMk= (gkyMCMk k= kUMEDKY 1 1 yego t/MCD(k,t) puede ser el
gaussiano de a*. Sélo falta demostrar que es el mas pequefio
con esa propiedad. En efecto, si (2“)™ 1, sera a“™ 1, con lo que km
serd multiplo de t, pero como también es mdltiplo de k, lo sera del
MCM(k,t), luego m>= MCM(K,t)/k=t/MCD(k,t), luego esta expresion
t/MCD(Kk,t) es'la menor con esta propiedad, lo que la convierte en el
gaussiano.de a.

En esta tabla tienes un ejemplo de lo demostrado. El resto 4 tiene un
gaussiano igual a 14 respecto al médulo 29, luego el gaussiano de sus
potencias serd un divisor de 14, precisamente el MCD de 14 y el
exponente. Estudialo bien:

12



IExponente KiPotencia Gaussiano ]MCD(K,14) |

1 4 14 1
2 16 7 2
3 6 14 1
4 24 7 2
5 9 14 1
6 7 7 2
7 28 2 7
8 25 7 2
9 13 14 1
10 23 7 2
11 5 14 1
12, 20 7 2
13] 22 14 1

Observamos 6 potencias con el mismo gaussiano’ 14, que se
corresponden con los exponentes primos con 14, que son 6, porque
a( 1=6)

Otras seis potencias tienen gaussiano igual a 7. Se trata de los
nameros pares, en los que MCD(2N,14)=2, y por la férmula anterior su
gaussiano sera 14/2=7

Por ultimo, la potencia de exponente 7 presenta un gaussiano igual a
14/7=2.

Hemos descubierto que'en-€el grupo mondégeno engendrado por las
potencias de un elemento de Zm no tienen que poseer el mismo valor
del gaussiano, pero eso era de esperar, porque ocurre o mismo en
todo el grupo Zm.

SUBGRUPOS CICLICOS EN Zy*

Segun el tema anterior, todo elemento a perteneciente a Z,* (conjunto
de inversibles del grupo multiplicativo Z,,) posee un orden g(a) , que es
el minimo nimero entero tal que a't 1. Ese orden siempre es divisor de
|l a indicatriz de Euler de m, a(m),

G kpbéa@a
13



Sabemos que las potencias de un mismo elemento a forman siempre
un grupo ciclico < a >. En el caso de un elemento de Z,* estos grupos
tendran el mismo orden que el elemento que los genera, es decir g(a).
En efecto, las potencias a°, a*, a?, é %" son todas distintas (si dos
fueran iguales, al dividirlas resultaria una potencia del elemento igual a
la unidad con exponente menor que g(a), en contra de la definicion de
g(a)). Sus productos pertenecen al conjunto, ya que si sobrepasan a®®,
al ser este la unidad, se puede eliminar de dicho producto.

Por ejemplo, con modulo 13, el orden o gaussiano de 5 es 4, luego
57 1 ( modY 8 3( m&d¥ 1A Mmod 13 y 5% 8-6.(mod 13
formaran un subgrupo de Z;;. Lo podemos representar.asi:< 5 > = {1,
5, -1, -5}

Asi que el concepto de orden de un elemento coincide aqui con el

de orden del grupo ciclico que engendra. . Este grupo es el mas
pequefio que contiene ese elemento. Segun la teoria general de
grupos ciclicos, sera abeliano (conmutativo) y Gnico, para un valor
dado del orden.

Segun los parrafos anteriores, en un subgrupo de potencias de un
el emento de gaussiano g, existen
gaussiano, pero como. hemos sefialado que este grupo es Unico para
ese valor de g; podremos afirmar:

El conjunto de elementos pertenecientes a Z * con un gaussiano
concreto g tiene un cardinal de d(g

Si volvemos al ejemplo concreto del médulo 29 que vimos mas arriba,
esta seria la descomposicion de los elementos de Z,y segun su
gaussiano. Cada uno de los elementos engendrara un subgrupo de
orden idéntico a su gaussiano, y todos los que compartan el mismo
valor g de ese gaussiano formaran un subconjuntode G ( g) el e men

14



Gaussiano |[Conjunto con el mismo gaussiano Funcion de Euler
28 2,3,8,10,11, 14, 15, 18, 19,26, 27 ., OHY Ol MH
14 4,5,6,9,13,22 ., 0mMnoT c
7 7,16, 20, 23, 24, 25 ., 0TOlC
4 12,17 ., 6norlH
2 28 ., OHOT M
1 1 , OMOT ™
Suma 28 |

Esta tabla es muy util para repasar lo que hemos explicado hasta
ahora:

29 es primo, luego Z*,9 contendra 28 elementos inversibles; y poseeran
como gaussiano uno de los divisores de 28: 28, 14, 7, 4, 2 y 1. Segln
lo explicado, cada conjunto de elementos:con el mismo gaussiano k
tendr 8 un cardinal de d( k). En | a
el ement os con gaus/siano 28, y a( 2 ¢
gaussiano 14 y otros 6 con_el valor 7. Finalmente, otros cuatro
presentan los gaussianos 4,.2 y 1. Si los sumamos todos, obtenemos
28= ((29), que es el cardinal de 2z*

Con esta tabla hemos comprobado la expresién de 28 en suma de
a(28)+6G(14)+aGa(7)+0G(4)+ G(2)+0G(1), (
general:

m-
Q

Un nimero entero coincide co n la suma de las indicatrices de sus
divisores.

Periodicidad de las potencias

Si en lugar de considerar sélo las potencias de exponente menor que

g(a) las estudiamos todas, es evidente que son periddicas, pues
glt9@ = gkx 410@— gk =gk

15



De paso hemos demostrado que el periodo de las
s potencias de a es precisamente g(a). Lo puedes

Exponente Resto

1

g ig comprobar con la hoja de célculo que presentamos
4 9 en anteriores parrafos.

5 17

6 1

; 22 En la tabla figuran las potencias de 5 respecto al
9 13 moOdulo 28. Elorden de Zg* es 12 (G(28) ]
1(1) 13 del 5 respecto a 28 es 6 (divisor de 12), y se produce,
i; ; como puedes comprobar, una periodicidad de
14 25 periodo 6.

15 13

16 9

i; 11 Ademas, los integrantes de cada -Ciclo son los

elementos del grupo engendrado por el.elemento 5:
{5, 25, 13, 9, 17, 1} En el anterior apartado descubrimos que cada
elemento de este tipo de grupos tiene un.gaussiano diferente, como
puedes ver en la siguiente tabla:

|[Exponente KPotencia  |Gaussiano |

5
25
13

9
17
1

DO WN P
P OO WN WD

Todos |l os gaussianos son divisores
Subgrupos generados

Ha quedado claro que las potencias de un elemento no tienen que
compartir el mismo gaussiano, luego los subgrupos que vamos a
recorrer ahora no tienen por qué coincidir con los conjuntos estudiados
mas arriba. Lo que si queda claro es que, dentro del subgrupo
engendrado por un elemento, pueden aparecer subgrupos formados a
partir de una potencia con un gaussiano menor.

16



Hemos preparado nuestra hoja GAUSSIANO para que dado un resto
en Z*, encuentre el subgrupo que engendra mediante sus potencias.
Mas adelante estudiaremos los elementos que engendran todo Z*,,
pero ahora los repasaremos todos. Para entenderlo mejor, estudia esta
primera tabla que hemos creado, con médulo 13y resto 11:

Subgrupo de potencias

|Exponente GO Gaussiano |[Subgrupos I
1 11] 12
2 4 6 4 3 12 9 10 1
3 5 4 5 12 8 1
4 3 3 3 9 1
5 7 12
6 12 2 12 1
7 2 12
8 9 3 9 3 1
9 8 4 8 12 5 1
10| 10 6 10 9 12 3 4 1
11 6 12
12 1 1 1

En la primera columna figuran las potencias de 11, que como su
gaussiano es 12, posee ese numero de elementos. Este es GO, el
subgrupo creado por las potencias de 11 en Z*;5. Tal como vimos
anteriormente, los elementos de ese grupo no han de tener gaussiano
12. De hecho aparecen_todos los divisores de 12: 6, 4, 3, 2 y 1.
También vimos que las potencias de cada uno de ellos forman
subgrupos del principal. Segun la teoria de grupos, estos son Unicos
para cada orden, aunque se engendren con elementos distintos.
Compruébalo;

1 G6: Grupo de orden 6: {4, 3, 12, 9, 10, 1} Engendrado en la
tabla por4 vy 10.

G4: Grupo de orden 4: {5, 12, 8, 1} con generadores 5y 8

G3: Grupo de orden 3: {3, 9, 1} engendrado por 3y 9.

G2: Grupo de orden 2: {12, 1} con generador 12.

GE: Grupo trivial: {1}

=A =4 =4 4

Obsérvese que el numero de generadores de cada subgrupo coincide

con el valor de su indicatriz de Eu
por eso los primeros subgrupos poseen dos generadores. Sin
embargo, como G(2)=1, el pen¥l ti mo

17



Como son grupos de potencias, se cumple que si el gaussiano de a es
divisor del de b, el grupo engendrado por a es subgrupo del
engendrado por b.

Todas las potencias de 11 pertenecen a un grupo, y algunas a varios.

Para construir estas tablas, busca en Gaussiano.xlsm la hoja
ASubgr upo ey geenadtanasdl® e mddulo y el elemento
dado. El resto lo construye la hoja. Aqui tienes otro ejemplo, con
modulo 15 y elemento 7:

| Subgrupos engendrados con potencia‘

Médulo Su gaussiano es I:l
Namero Ntimero valido.

(Menor que el médulo y primo con él)

Subgrupo de potencias
Exponente GO Gaussiano  Subgrupos

@

11
13 1
9 11 1

o0 WN
ool B
FowNnw o
©
-

1

Indicador de un elemento

Dado cualquiera.de los subgrupos que estamos estudiando, cualquier
elemento de Z*, posee una potencia perteneciente a cada uno de ellos.
En efecto, dadorun subgrupo S, si un elemento a pertenece a él,
bastard.elevarlo a 1. Si no pertenece, lo elevamos a n para engendrar
la unidad, pero hay/casos en los que existen otros enteros positivos
k<n tales que a"“ pertenece a S. Al menor de ellos le llamaremos
indicador de a con respecto a S. Hemos visto que puede valer 1 o n.
Observa la tabla anterior: el indicador de 5 respecto al subgrupo {11, 9,
1} es 2, porque 5°=11 es la potencia positiva mas pequefia que
pertenece al subgrupo. Igualmente, el 3 es el indicador respecto a {13,
1}

18



RAICES PRIMITIVAS

En los apartados anteriores estudiamos el grupo multiplicativo Z*, de
las unidades en Z, (nUmeros coprimos con n). Su orden coincide con

ad(n). Cual g ua dereseegrupomamgendmra a su vez un
subgrupo ciclico < a > mediante sus potencias. Por el Teorema de
Lagrange, el orden de ese subgrupo

nombre de gaussiano g de ese elemento. Recordemos que esto
implica que a° [ 1 ( mordmbién vimos que el namero de
generadores de < a > coincide con

En este apartado estudiaremos las raices primitivas ; que son
aguellos elementos que engendran todo Z*,, o lo que es_equivalente,
aquellos cuyo gaussiano coincide con G ('n $egun lo que hemos
recordado, el numero de esas raices primitivas puede coincidir con
a(d(n)), y dd&Zhescidlioom. eddsasmdbs | a pal a
pues, como ya veremos, no todos los moédulos poseen raices
primitivas .

En la tercera hoja de nuestra herramienta Gaussiano.xIsm

http://www.hojamat.es/sindecimales/congruencias/herramientas/herrco
ng.htm#gaussiano

podemos descubrir el valor del gaussiano de todos los elementos de
Z*, e identificar las'raices primitivas como aquellas cuyo gaussiano sea
i gual a d(n). Aqu? tienes |l a tabla

Mddulo 14
Indicatriz B
NUOm. Posible de raices 2

[Inversibles [Gaussiano s raiz primitiva
1

6 Raiz primitiva
6 Ralz primitiva

3

3

2

[CRETR

e
W= W
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Explicamos la tabla: EI médulo es 14, luego existiran tantos inversibles
como indique G(14FfE3 5 En,l18}fcenuntmde Z*
6 elementos, como puedes comprobar en la tabla. Ahora bien, las
raices primitivas son generadores de todo Z*.4, y su nimero ha de ser
a(a(14)) = G(6) = 2.

Esto es asi porque si una raiz primitiva se eleva a un exponente primo
con a(m), resulta otra ra?2z amuei mit
estudiamos anteriormente

Q0 —

En efecto, aparecen las dos raices primitivas 3 y 5. Recorre sus
potencias y comprobaras que engendran todo el grupo: 3° 1, 33,
31 9 % 133% 13 °y5.3 | gua¥% me'm®BE,15151 13% 95
y5° 3.

Es facil comprender entonces que si Z*, admite raices primitivas tendra
caracter de ciclico, ya que‘esta generado por las potencias de un
mismo elemento. Segun-esto, en virtud de una propiedad general de

estos grupos, Z* estaria engendrado por cualquier potencia de una
razz primitiva cuyo exponendenchsoer a
contrario engendraria s6lo un subgrupo propio de Z*. Todas esas
potencias serian también raices primitivas, luego su nimero sera
a(a( k)), como ya comprobamos m8s &
comprueba que todas las raices primitivas tienen exponentes coprimos

con la indicatriz:
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Modulo 19|
Indicatriz 18]
Nam. Posible de raices 6|

Potencias de 2 Gaussiano

El médulo es 19, su indicatriz 18, 2 es una raiz primitiva, con gaussiano
18, y observa hacia abajo que las demas raices  primitivas son
potencias del 2 con exponentes coprimos con 18: {1, 5, 7; 11, 13, 17},
seis en total.

Otros médulos no tienen raices primitivas, como el 30:

Madulo 30
Indicatriz
Num. Posible de raices 4

)

‘Inversibles Gaussiano  |Es raiz primitiva

-
=)
BB B BN R

Vemos en la tabla que ningln elemento presenta gaussiano maximo 8
( B0)=8), luego con médulo 30 no existen raices primitivas. Se puede
demostrar (no es simple, es un conjunto de teoremas que puedes
consultar .en los textos especializados) que solo poseen raices
primitivas los médulos 2, 4, p *y 2p¥, siendo p primo impar y k >=1.
El 30=2*3*5 no es de ninguno de estos cuatro tipos, y carece de raices
primitivas. El 14 es del tipo 2p* y si tiene raices primitivas.

Para ayudarte a entender y practicar con esta situacion hemos afadido
dos rutinas a nuestra hoja Gaussiano.xlsm. Una encuentra la menor
raiz primitiva de un modulo m, y te avisa si no existe tal raiz. Se basa
en una busqueda sisteméatica desde 1 hasta m-1. Este es su cbdigo:

21



Public Function minraiz(m) As Variant
Dimo,g,j, mr

mr = 0: o = sacaprimos(m): g = euler(m) O6encuentra | a i nd
factores primos

fm=20rm=40r(0=1And primo(1) <> 2) Or (0 = 2 And primo(1) = 2

And expo(1) = 1 And primo(2) <> 2) Then

j=16esta parte act¥Wa si el m- dul o posee
Whilej<mAnd mr=0

If fgaussiano(j, m)=gThenmr=j 6 b¥%squeda de Jda primere
j=j+1

Wend

minraiz = mr

Else

minraiz = "No tiene raices primitvas" o6caso en el qgue el
raices primitivas

End If

End Function

No tienes que usar ningun_boton, porque el resultado aparece
automaticamente.
Por ejemplo, con.médulo 40=223*5 nos devuelve el resultado

Célculo directo de la raiz primitiva minima
Mddulo 40

Raiz minima |No tiene raices primitivas

40 no pertenece a ninguno de los cuatros tipos de numeros que
poseen raices primitivas. Sin embargo, con el 98 nos resulta:

Célculo directo de la raiz primitiva minima
Mddulo 98

Este resultado coincide con e | obtenido mediante el
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Inversibles |Gaussiano  |Es raiz primitiva
1 1
3 42 Raiz primitiva
5
9

42 Raiz primitiva
21
11 21
13 14
15 7
17 42 Raiz primitiva
19 6

Este médulo de hoja de célculo no te afiade ningun aprendizaje nuevo,
pero te lo facilita. El siguiente si es mas conceptual.

Criterio de los factores de la indicatriz

Si buscamos la indicatriz del médulo, G ( my la descomponemos en
factores primos, sean estos pi, P2, P, € (€scritos sin ex
resto a sera raiz primitiva si se cumple

& T KiféR pl

Si todas las potencias presentan restos distintos de 1, a sera raiz
primitiva, y si por el contrario, alguna de las potencias es congruente
con 1, ese resto a no_sera raiz primitiva. La justificacion no es muy
complicada:

Si una de las potencias es congruente con 1, el gaussiano de a seria
menor que G ( m) , ppdrian ser raiz primitiva. Por el contrario, si
ninguna es congruente con 1, si ha de serlo, ya que, en caso contrario,
existiria-un divisor propio de G ( m9ea g, que seria el gaussiano de a 'y

a’fl 1. Adem§s, como | ;e losdvisdres maximales G ( m
de G(m), uno al menos de ell os ser?
loquelapotenciaa” ™ ’'2" en contra de | o0 supue:

El siguiente modulo es una simple curiosidad y comprobacion de lo
anterior.
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Criterio basado en los factores de la indicatriz Criterio

Factores x 5 11

Raiz a probar

Potencias 1 9 155

La anterior imagen se corresponde con el médulo 242, cuya indicatriz,
110, posee los factores primos 2, 5y 11. Hemos aplicado el criterio al
resto 25, y vemaos que no es raiz primitiva, porque la primera potencia
2592 es congruente con 1. Efectivamente, su gaussiano es
casualmente ese: 110/2=55.

El siguiente ejemplo es el criterio aplicado al resto 5 respecto al médulo
37

Criterio basado en los factores de la indicatriz ﬂ

Factores 2 3

Raiz a probar

Potencias 36 10

La indicatriz de 37 es 36, con factores 2 y 3. La aplicacién del criterio
nos da dos potencias congruentes.con 36 y 10 respectivamente, luego
5 es una raiz primitiva.

INDICES MODULARES

En el apartado anterior estudiamos las raices primitivas, elementos del

grupo multiplicativo Z*, de las unidades en Z, (nimeros coprimos con

n) , tales que su gaussiano es m§xi n
raices, mediante sus potencias, engendran todo Z*, luego un
elemento inversible cualquiera coincidird con una potencia de la raiz
primitiva. El exponent e -lcqoariggraeestad i d C
coincidencia recibe el nombre de indice del elemento respecto a la

raiz primitiva . También es llamado logaritmo discreto
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Es decir; si a es una raiz primitiva y b un elemento inversible, existe un
exponente k en e-ll)tal quead rhwa ese exgofente (i ( n
le llamaremos indice de b respecto a a.

Por ejemplo, el modulo 7 posee dos raices primitivas. La raiz 3
engendra mediante potencias todos los elementos desde 1 a 6 (por ser

7 primo son todos inversibles), 3% 1 ) 3,2 28% 64 3% °f 53. Cad e
uno de los exponents es el indice de ese elemento.

La funcién indice que asigna a cada elemento inversible el exponente

de la menor potencia de la raiz primitiva que lo engendra la podemos
representar por ind,(b) o simplemente ind(b) si se conoce la raiz.
También podemos representarlo como un logaritmo, que en este caso

recibe el nombre de logaritmo discreto. En el ejemplo anterior
ind3(6)=3,ind3( 4) =4, éSi exi-ste una razz pri
inversibles de Z,, tendrén definido el indice.

Al ser un exponente, las propiedades del indice o logaritmo discreto
son previsibles (supongamos modulo m):

Ind,(1)=0

Ind,(a)=1

Ind(a*b)=ind(a)+ind(b)

Ind(aX)=k*ind(a)

Ind,(x)=ind,(b)*indyp(x) (formula del cambio de base)
Inda(x")= G ( AinNda(x)

=A =2 4 -4 4 -4

El célculo de los indices en grupos complejos no es facil, aunque se
han creado muchos algoritmos eficientes, y por eso los indices son
usados en algunos sistemas criptogréficos.

Aqui nos limitaremos, como siempre, a casos sencillos con los que
aprender los conceptos. Hemos creado en nuestra hoja
Gaussiano.xlsm
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http://www.hojamat.es/sindecimales/congruencias/herramientas/herrco
ng.htm#gaussiano

un confeccionador automatico de tablas de indices para un médulo
dado. Sdlo tienes que escribir dicho mdodulo, y pulsar un botén para
gue aparezca la tabla, si es que existen raices primitivas. Aqui tienes la
del médulo 54:

Médula rabla

Raices primitivas
Inversibles 5 1 23 29 41 47

1 18 17 ] 18 8 ]

5 1 7 7 5 12 n
7 14 4 g T 2 0
n 7 1 n 13 5 7
13 16 2 4 g n “
7 3 L] 3 1 3 L]
19 [ 12 3 12 |3 2
23 13 5 1 N 7 7
25 2 16 i) 10 k) 4
29 n 7 5 1 7 3
kil 4 “ 0 2 i3 g
35 1 3 ] 3 B 3
37 12 E 12 [ 12 B
41 7 n 13 17 1 5
43 & n 2 4 i B
47 5 12 7 7 n 1
49 10 E} B 1 4 2
53 El 9 9 El 9 9

En columna aparecen' los’ elementos inversibles de Zs4, que hay 18,

porque d4(54)=18. En Il a fila superio
por ser 54 dela forma 2p* (2*3%), existen con seguridad, y son 6, ya
gue “d(G(54)) =6. Con ella podemos e

inversible. Por ejemplo, el indice de 37 respecto a 23 es 12, lo que
indica que 23%=37.

Ecuaciones potenciales
Las tablas de indices nos pueden servir para resolver la ecuacién

wkwaéa
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El comportamiento de los indices como logaritmos nos permite
transformar esta ecuacion en otra lineal, eligiendo cualquier raiz
primitiva b y aplicando indices en ambos miembros respecto a ella.

€ Qe DKkQ @ aé¢@a

Segun la teoria de las ecuaciones lineales en Z,, si llamamos d al
MCD( n, G ( m) ) ,a hae tle sér mdiltiplo @e d para que exista
solucién. En ese caso basta despejar el indice de x y buscar.después
el valor de x en las tablas. Podiamos haber automatizado-todo el
proceso, pero parece que se aprende mas de esta forma

Ejemplo: Resolverx®f 37 ( mod 54

En pri mer l ugar encontramos qgue 4
anteriores), luego d=MCD(6,18)=6. En la_ tabla citada buscamos el

indice de 37 respecto a la raiz primitiva/5 y encontramos que es 12.

Por tanto, como 12 es multiplo de 6, debera existir una solucion (en
realidad, segun las propiedades de las ecuaciones lineales, deberian
aparecer 6). Tomamos indices respecto al 5:

6*inds( x ) E(i3n7d) © (mod 54 [ 12
inds(x) [ 12/ 6=2.

Buscamos en la tabla qué inversible tiene indice 5 respecto a la raiz
primitiva’s, y nos resulta 25. Comprobamos:

25 253 2%* 25(%825* 251 25*26(°A25* 23 4¢
2550 25* 49 37

Asi comprobamos que 25 es una solucién de la ecuacion propuesta.
Pero hemos asegurado que existen otras cinco soluciones, que se
pueden leer en la tabla si hubiéramos usado otra raiz primitiva. Son
estas: 13, 43, 31, 7 y 49. Esto completa el conjunto de seis soluciones
de la ecuacién propuesta.
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Otras ecuaciones de ese tipo no tienen solucién. Por ejemplo:
XT12 (mod 49

Formamos la tabla de indices médulo 49 y vemos que inds(12)=11, que
ad(49)=42 y MCD(7,42)=T7, pero 11 no
solucién. Hemos creado una tabla con las séptimas potencias de los
inversibles de Z*,9 y s6lo nos resultan seis resultados posibles: {1, 30,

31, 18, 19, 48}, y el 12 no esta entre ellos.

El ejemplo anterior nos da una pista para descubrir si_.un.resto dado es
cubico, bicuadrado o de otro orden en un médulo dado. Por ejemplo,
¢es resto bicuadrado 15 en médulo 22? Planteamos a*=15 (mod 22 y
analizamos:

Formamos la tabla de indices médulo 22

A Roldan 2015

Tablas de indices ‘

Médulo Y

Indicatriz Ll

Raices primitivas
Inversibles 7 3 7 19
0 o o o
4 2 2 E

I
oo~ e e v
[y BTN T a T N e e B
EE AN P P

oo e e
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i(22)=10 y WMCD(4,10) =2, l uego ind(1
la tabla, se cumple para cualquier raiz primitiva, luego si es un resto
bicuadrado. Podemos encontrar su raiz cuarta:

4ind(a)=2, luego ind(a)=2/4 (mod 22 = 6
El 3 posee indice 6, y cumple 3=15 (mod 22, luego existe la raiz

bicuadrada de 15, y este valor 15 es resto bicuadrado (s6lo hemos
investigado una posibilidad, pero con una basta)
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SUCESIONES CURIOSAS

SUCESION DE RECAMAN

Estudiamos hoy una original sucesion que Bernardo Recaman Santos
envio a N. J. A. Sloane en 1991 para su coleccion, y_que desde
entonces ha originado multiples desarrollos, incluso musicales: (ver
https://www.youtube.com/watch?v=h3qEigSSuFO0).

Su definicion es la siguiente (version con a;=1):

a;=1

a, = a,1 I N, si este valor es positivo y no figura ya en la sucesion
a, = a,.1 +Nn, en caso contrario.

Sus primeros términos son: 1,3, 6, 2, 7, 13, 20, 12, 21, 11, 22, 10, 23,

9, 24, 8, 25, 43, 62, 42, 63, 41, 18, 42, 17, 43, 16, 44, 15, 45, 14, 46,

79, 113, 78, 114, 77, 39, 78, 38, 79, 37, 80, 36, 81, 35, 82, 34, 83, 33,

84,3 2, 8 59 31,4 86, 30, 87, 29, 88,
otra version que comienza en 0, idéntica a esta en todo lo demés

http://oeis.org/A005132)

El punto clave, y que nos permitir4 estudiar su programaciéon con hoja
decalculo es el de no figura ya en la sucesion , pues esto obliga a
mantener en memoria un registro de los valores anteriores ¢Cémo
solucionarlo en una hoja de céalculo? Intentaremos varias posibilidades.

Desarrollo de la sucesién mediante ¢ eldas

Las celdas de una hoja sirven de memoria en cualquier proceso, por lo
gue comenzaremos el estudio por ahi. En la imagen veras la formacion
de la sucesion de Recaman en la columna E, junto a otra auxiliar D que
hemos afiadido por simple comodidad:
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1

-1 3
0 6

2 2

-3 7
1 13

6 20

12 12
3 21

11 11
0 22

10 10
3 23

9 9

-6 24
8 8

9 25

La columna D contiene, simplemente, la diferencia a,, T n, que se
obtiene con las expresiones =E2-FILA(),=E3-FILA(),=E4-
FILA(), éaprovechando | a funci - -n
de n en la definicion. Por eso hemos creado la sucesién a partir de la
primera fila. Si ese valor en la columna D es positivo y no ha salido ya,
sera el valor del siguiente término de la sucesion. Por eso no extrafiara
gque algunos/ de estos valores figuren en la columna E que
estudiaremos a continuacion.

En dicha columna E hemos construido una formula un poco compleja.
Esta es la correspondiente a la celda E3:

=SI(Y(D3>0;CONTAR.SI(E$1:E2;D3)=0);D3;FILA()+E2)
Recuerda que D3 contiene a,; 1 n, que en este caso seriaa, i 2.

La formula comienza con un Sl, puesto que la definicion se basa en
una alternativa. Después una Y, ya que existen dos condiciones: una
gue D3 sea positiva, y otra que no figure ya en la columna E. La
primera se resuelve con D3>0 y la segunda con
CONTAR.SI(E$1:E2;D3)=0. Usamos CONTAR.SI para ver si D3 ha
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salido ya. Si el CONTAR da cero, es que no ha salido, y se admite.
Observa que se busca desde la primera celda E$1 (referencia
absoluta) hasta la anterior E2.

Si ambas condiciones se cumplen, la funcién Sl devuelve D3, como era
de esperar, y, en caso contrario, FILA()+E2, es decir, a,.; +n.

Rellenando esta formula hacia abajo obtendremos la sucesion hasta el
término que deseemos. Lo hemos efectuado hasta 2000 términos, para
crear un grafico similar al que figura en las publicaciones que tratan
esta sucesion, en este caso de tipo lineal:

|

o

a
ao
73

218
as7
196
=
=a
EE]
=2
E=2S
am
EL:-

S8
547
585
65
661
703
74z
781
820
853
s98
EEd
976

s

1064

1093

1132

1171

170

1248

1zm8

1377

1365

1408

1444

1483

152z

5@

1600

163

1678

177

1755

a7es

1834

1873

1912

1951

ase0

Llaman la atencién en el mismo las fuertes oscilaciones que se
producen en algunos intervalos, en los que los términos sufren
incrementos alternativamente positivos y negativos, como en este:

1108 1108
-849 3065
1107 1107
-852 3066
1106 1106
-855 3067
1105 1105
-858 3068
1104 1104
-861 3069
1103 1103
-864 3070
1102 1102
-867 3071
1101 1101
-870 3072
1100 1100
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En este tramo, las diferencias positivas decrecen de uno en uno y las
negativas de tres en tres.

Si hubiésemos usado un gréfico de dispersiébn entre n y a,
obtendriamos

2000

7000

6000

5000

4000

3000 — —

2000

1000 r— = —
S e
PRSP -

T T T 1
0 500 1000 1500 2000 2500

Pertenencia de todos los enteros positivos

N. J. A. Sloane conjeturé que cualquier entero positivo terminara
apareciendo en la sucesién, y de hecho, estas son las posiciones en
las que figuran los primeros términos: 1, 4, 2, 131, 129, 3, 5, 16, 14, 12,
10, 8, 6, 31, 29, 27, 25,23, 99734, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 64, 62, 60, 58,
5 6 , hétps://oeis.org/A057167

Nosotros podemos construir esta sucesion con la funcion COINCIDIR.
Observa la imagen:

E | F | G

~
@~ QR W N e
=
I~
[55]

10 12 8
23 13 6
9 14 31
24 15 29
8 16 27
25 17 25
43 18 23
62 197 #N/A
12 20 7
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Se han reproducido | os valores lde

del 19, que al ser 99734 excedia nuestro &mbito de estudio. Como uno
de los objetivos de este documento es el aprendizaje de las técnicas
de la hoja de calculo, reproducimos la férmula usada. La columna F
contiene los primeros nimeros naturales, y recuerda que E contiene la
sucesion. Bastara, pues, usar la funcion COINCIDIR, para ver si el
namero dado figura o no en la sucesion, y en qué posicion, que es lo
gue nos devuelve esa funcibn COINCIDIR. Por ejemplo, para el 5
usamos esta formula: =COINCIDIR(F5;E$1:E$2000;0). En ella F5 es el
valor 5 y E$1:E$2000 el rango de busqueda (hemos llegado a 2000
elementos). ElI 0 final indica que buscamos valores exactos; y la
funcién nos devuelve 129, que es la posicién en la que aparece el 5,
como puedes ver en este recorte de la tabla:

134 128
5 129
135 130
4 131
136 132

En ella también aparece el 131, nimero de orden del 4.

Si  hubiéramos creado.-.una tabla de muchos mas términos
terminariamos por encontrar en ella todos los nimeros naturales. Eso
es lo que conjetura.Sloane.

Funcion RECAMAN(n)

El desarrollo anterior puede ser mas 0 menos interesante, pero, como
hemos procedido en casos parecidos, seria muy Util obtener un valor
de la sucesion por calculo directo (en realidad, en su interior seria
recursiva), de forma que dado un numero de orden, existiera una
funcion que nos devolviera el término correspondiente de la sucesion
de Recaman. Esto choca con el mismo inconveniente que en el caso
del calculo progresivo, y es el almacenamiento de los valores
anteriores. Esa funcion deberia contener un vector o tabla que
memorizara dichos valores. En el Basic de las hojas de calculo no
existe un dimensionamiento dindmico de un vector en funcién de n, por
lo que no seria practico. Por ello hemos pensado almacenar los valores
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previos en un string o cadena de caracteres, que crece dinamicamente
sin problemas.

La funcién cuya codificacién presentamos ahora almacena los valores
previos de la sucesion en el string prev$, pero para que no se den
ambigledades, rodea cada numero de dos almohadillas #, es decir,
almacenamos un 12 como #12#, para evitar que se confunda con 112,
gue seria #112# en nuestro sistema. EsS un truco que nos evitara
muchos problemas. También deberemos suprimir el espacio en blanco
gue las hojas afladen a los numeros, pues, si no, el 12 se. podria
codificar como # 12# y no ser detectado. Este cambio lo efectuara la
funcion AJUSTA, que es la siguiente (quien no tenga interés en esto
puede pasar a la funcion principal):

Public Function ajusta(a$) As String

If Mid(a$, 1, 1) =" " Then a$ = Right$(a$, Len(a$) - 1)
ajusta = "#" + a$ + "#"

End Function

Disponiendo de esta funcion auxiliar ya podemos describir la funcion
RECAMAN(N). Es esta:

Public Function recaman(n)
Dim prev$, sd$
Dim d, ant, reca, i

prev$ =" #1# "

ant=1 6l nici a | osucesiride Regesnarde | a
If n=1Then

reca=16Caso en el que n=1

Else

Fori=2Ton

d=antiTi6Cal cul amos J;andi ferencia a
Ifd>0 Then

sd$ = ajusta(Str$(d)) 6 Si |l a diferencia es posi
la sucesion
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If InStr(prev$, sd$) =0 Then 6 Usamos | nStr para Ve
figura en el string

reca=d 0 Si no est §, |l a admiti mos c¢como
Else

reca = ant +i 6 Si ya figura en |l a sucesi
alternativa

End If

Else

reca=ant+i 6 Si e sva, tamliéa tisamos la definicion alternativa

End If

sd$ = Str(reca) 61l ncor por amos el nuevo t®r
recuerda

prev = prev + ajusta(sd$)

ant = reca

Next i

End If

recaman = reca
End Function

Copia, si asi lo deseas, estas dos funciones en tu hoja de célculo, y asi
podras jugar un poco con. esta sucesion. Por ejemplo, puedes
descubrir estas curiosidades o ampliarlas:

Elementos repetidos

El primer caso de términos repetidos en la sucesion de Recaman es el
42, que aparece en el indice 20 y en el 24
recaman(20)=recaman(24)=42. Dado un término, no es dificil encontrar
el siguiente con el mismo valor. Hemos sefialado que el primer repetido
es el 42, en los lugares 20 y 24 Dado otro valor, ¢existira otro con el
mismo valor?¢ cual sera la siguiente aparicion?

Esta cuestion y otras parecidas podemos resolverla con esta funcion:
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Public Function sig_recaman(indi)
Dimyv, j, vl

v = recaman(indi)
j = indi

vli=0

While v <> v1
j=j+1

vl = recaman(j)
Wend
sig_recaman = j
End Function

En ella, dado un niumero de orden, se busca la siguiente aparicion del
término correspondiente a ese numero de orden. Se le incluye un tope
de 1074 para evitar el bloqueo de la funcion. Como esta ultima
situacion es la mas frecuente, s6lo destacaremos los casos contenidos
en http://oeis.org/A064284

1,1,1,1,1,12,1;1,1,14,%,1,3,1,12,1,1,12,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1,
1, 1, 1, D, 1 1, 1, 1, 1, 1, 1,

En ellos. se descubre que. repeticiones hay pocas, y casi siempre de
s6lo dos elementos: Con nuestra funcién sig recaman se pueden
comprobar algunas:

Recaman
Término inicial 20 42
Siguiente 24 42

Recaman(20)=recaman(24)=42

Otros casos tardan mucho en aparecer y no merece la pena seguir por
este camino.
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Términos iguales a su numero de orden

También existen muy pocos. Se puede plantear que recaman(n)=n y
ver qué pasa. Sélo encontraremos recaman(1)=1,
recaman(1520)=1520, recaman(9317)=9317 y alguno mas. Los demas,
si existen, sobrepasan nuestra capacidad de célculo, ya que
pertenecerian a esta sucesion

http://oeis.orq/A064568

3, 11, 21, 39, 76, 248, 844, 1520, 2752, 9317, 17223, 31221,/57071,
99741, 589932, 58056875, en los que el término_es mdltiplo del
nimero de orden.

El mismo caso, pero con una unidad de diferencia

¢Pueden ser n y recaman(n) nimero consecutivos en cualquiera de los
dos sentidos?

Podemos plantear la condicion /ABS(RECAMAN(N)-N)=1 y hemos
encontrado recaman(2)=3 y .recaman(10)=11. Entre los numeros
menores que 3000 no hay mas.

A continuacién incluimos la tabla de los nimeros N menores que 1000
cuya diferencia con RECAMAN(N) es menor que 10

N RECAMAN(M)
1 1
2 3
3 5}
4 2
5 T
& 13
8 12
10 11
12 10
14 9
15 24
16 8
17 25
23 18
25 17
42 33

185 181
187 180

Una vez que tienes a tu disposicion la funcion RECAMAN puedes
emprender tus propias basquedas.
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SUCESION DE GOLOMB

Ya estudiamos en 2010 conjuntos relacionados con este mateméatico

http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2010/03/jugamos-con-sidon-y-
golomb.html

Hoy lo hacemos con una de sus sucesiones. Se trata de esta:

1,2,2,3,3,4,4,4,5,5,5,6,6,6,6,7,7,7,7,8,8,8,8,9,9,/9,9,9,
10, 10, 10, 10, 10, 11, 11, 21, 11,

http://oeis.orq/A001462

También se la conoce como sucesiéon de Silverman. Como ves, es no-
decreciente.

Tiene una definicibn muy curiosa, y es que a(n) representa el nimero
de veces que aparece n en la sucesion, si ademas definimos a(1)=1 e
implicitamente aceptamos que cada valor de n ocupa el minimo
namero de orden posible.

Lo veras mejor siacompafiamos cada valor con su indice:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
a(n) 12 2 3 3 4 4 4 5 5 5 6 6 6 6 7 7 7 7 8 8 8 8 9 9 9 9 910 10 10

La imagen de 1 es 1 por definicion. La de 2 es 2 porque en la sucesion
figura ese valor dos veces. También el 3 aparece repetido, por lo que
a(3)=2./A(4)=3 debido a que aparecen tres cuatros, y asi con todos.

Este es un ejemplo muy elegante de autorreferencia, pues se define un
objeto como si ya estuviera construido, pero sélo lo podemos formar si
seguimos la definicion.

Si aceptamos la condicion de que cada valor ocupe el primer numero
de orden que esté libre, y que cada nueva imagen es la menor que
cumple a(n)>=a(n-1), esta sucesion es Unica. En efecto, nos ponemos
a razonar:
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A(1)=1 por definicion, luego sélo existira un 1 en la sucesion, por lo que
la imagen de 2 no podra ser 1. Segun las condiciones, ha de ser 2,
luego en la sucesién debera haber un par de 2. Como hemos quedado
en gue se ocupan los menores nimeros de orden, debera quedar:

Obligamos asi a que el 4 y el 5 figuren tres veces:

1 2 3 4 5 6 7 8 95 101
1 2 2 3 3 4 4 4 5 5 5

Ya podras seguir tu el razonamiento y/completar la sucesion, que con
las condiciones impuestas sera Unica.

¢ Lo podria conseguir una hoja-de célculo? La respuesta es afirmativa,
y el algoritmo no es muy complejo. Necesitamos dos punteros, indil,
gue recorrera los valores de n, e indi2 que llevara la cuenta de los
lugares que van guedando libres en la sucesiéon. Con indil se leen los
valores, y con indi2 se escriben. Para evitar celdas vacias en los
primeros valores; se rellenan el 1 y el 2. Quedara asi con el Basic de
las hojas:

Sub golomb()
Dimindil, indi2, i, j, v

indil=26EIl primer valor que se |l ee es
indi2=2 6 E| pri mero que se escribe tamb
Cells(1, 2).Value =1 6 Rel |l enamos | os dos prin

celdas (1,2) y (2,2)

Cells(2, 2).Value = 2

Fori=1Tol2 6 Tomamos 12 valores, pero po
v = Cells(indil, 2).Value 6Leemos el val or i ndic
también es fila en la hoja)
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Forj=1TovOEscri bimos tantos valores nu

Cells(indi2, 2).Value=indil 6 Todos | os valores ser
indi2=indi2+1 6 Avanza | a escritura

Next j

indil=indil+1 6Avanza |l a | ectur a

Next i

End Sub

Con esta subrutina se generara la sucesion de Golomb en la.columna
2 de una hoja de calculo:

- AR R REN RN - B - B - - R BT BT, R - T T R R Ry

Para mayor claridad hemos copiado los resultados en varias columnas,
manualmente. Observards que se reproducen fielmente los valores
deseados.
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1 7 10 13
2 7 11 13
2 7 11
3 8 11
3 8 11
4 8 11
4 8 12
4 9 12
5 9 12
5 ) 12
3 9 12
1] 9 12
6 10 13
6 10 13
6 10 13
7 10 13

La forma de generacion de esta sucesién garantiza que a(n)<=n, ya
gue | os valores de 1l os n¥mer os
cuando aparece el valor, el indice ha crecido'méas que él. El retraso se
puede medir con la diferencia n-a(n):

N-A{N)

N
1
2
3
4
5
6
7
g
9

10
11
12
13
14
15
16
17 10

0
0
1
1
2
2
3
4
4
5
6
6
7
8
9
9

Vemos que los retrasos a partir de 3 son todos positivos y crecientes.

Una propiedad elemental, pero que hay que pensar en ella un poco, es
gue las sumas parciales de esta sucesion coinciden con el indice de la
Gltima aparicién en la sucesion del nimero de sumandos. Mas claro: si
sumo tres términos, 1+2+2=5, obtengo que la ultima aparicion del 3
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ocurrira en el término 5. Esto es por la propia definicion: el 1 aparece
una vez, el 2 dos y el 3 otras dos, luego el ultimo 3 aparecera en el
lugar 5.

La sucesion de sumas parciales es

1, 3,5, 8, 11, 15, 19, 23, 28, 33, 38, 44, 50, 56, 62, 69, 76, 83, 90, 98,
106, 114, 122, 131, 140, 149,
(http://oeis.org/A001463) y coincide con el lugar de la ultima aparicion
de su numero de orden. Asi, si el quinto término es 11, ahi‘ocurrira la
Gltima aparicién del 5.

Segun esto, si llamamos F(n) a los términos de la sucesion de Golomb
y G(n) a sus sumas parciales, se cumplira (estudialo bien) que

F(G(n)) =n
Férmula recurrente

Colin Mallows ha ideado una recurrencia muy atractiva para evaluar
F(n):

F(1) = 1; F(n+1) =1 + F(n+1-F(F(n))).

En hoja de célculo las recurrencias son posibles, pero si se agota la
pila de datos se puede| bloguear el célculo. Lo hemos intentado y
funciona bien para los primeros términos, pero no va mucho mas alla.
En Basic seria

Public Function a(n)

If n'=21Then

a=1

Else

a=1+a(n-a(a(n - 1))
End If

End Function

Con ella hemos formado esta tabla
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N Aln)
1 1
2 2
3 2
4 3
5 3
6 4
7 4
8 4
9 3
10 3
11 3
12 &
13 7]
14 &

En PARI también funciona la recurrencia, pero no merece la pena
porque se va ralentizando para nhimeros'grandes:

a(n)=if(n==1,1,1+a(n -a(a(n-1))))
{for(i=1,30,print1(a(i),", ")}

T S odini.txt

1 = (n2>—>if{n==1.1.1+a(n-afaln—123>?

1, 2, 2. 3. 3, 4, 4. 4, 5, 5. 5.6, 6. 6.6, 7, 7. 7. 7.8, 8.8, 8, 9%.9.9,9.
9, 18, 18,

7

Aproximacion asintotica
Por lo que hemos leido, no ha sido muy facil llegar a esta expresion:

"o¢ n gl

La comprobamos gréficamente
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76

91
106
121
136
151
166
181
196
211
226
241
256
271
286
301
316
331
346
361
376
391
406
421
436

Se ve que son practicamente indistinguibles.

NUMEROS BELGAS

Estos nimeros han sido introducidos por Eric Angelini y publicados en

el afio 2005 en http://oeis.org/A106039. Hay varios tipos, por lo que
comenzaremos con los 0-Belgas. Estos numeros tienen la propiedad

de que si a partir del numero 0 vamos sumando reiteradamente las

cifras (por orden).del nimero dado, se forma una sucesion que
contiene a ese numero. Por ejemplo, el 18 es 0-belga, porque a partir

del O vamos a ir sumando sucesi vamente 1,
sobrepasar el 18: 0, 1, 9, 10, 18, resultando que el mismo 18 es
término de la sucesion. Sin embargo, el 19 no lo es, porque se forma la
sucesi -n 0, 1, 10, 11, 20, 21, 30, ¢
1, 9,¢é vy el mi smo 19 es sobrepasado
llaman 0-belgas porque la sucesion la comenzamos en 0, y los
primeros son estos:

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 17, 18, 20, 21, 22, 24, 26, 27,
30, 31, 33, 35, 36, 39, é http://oeis.org/A106039

Si un ndmero posee 3, 4 0 més cifras, estas se irdn también sumando
de forma sucesiva y ordenada.

45


http://oeis.org/A106039
http://oeis.org/A106039

Llamaremos n-belgas a aquellos numeros que pertenecen a la
sucesion formada al sumar cifras, pero comenzando en el nimero n,
siendo n menor que el numero dado. Asi, estos son los 1-belgas:

1, 10, 11, 13, 16, 17, 21, 23, 41, 43, 56, 58, 74, 81, 91, 97, 100, 101,
106, 1httpQ/oeés.org/A106439

Por ejemplo, el 23, comenzando en 1, genera con las cifras 2 y 3 la
sucesi -n 1, 3, 6, 8, 11, 13, 1
pertenece.

Se han publicado también los 2-belgas (A106518), los 3-belgas
(A106596) y otros.

Funcion ESBELGA

Dado un numero cualquiera, es posible saber si es 0-belga, 1-belga o
de rango superior. Podemos idear una funcion con dos parametros,
uno, el numero dado, y otro, el tipo. Como el objetivo de este estudio
es experimentar y descubrir curiosidades, daremos dos versiones de
esta funcidn, una un poco larga, antes de reflexionar sobre la cuestion,
y otra simplificada.

En primer lugar pensamos en lo obvio:

91 Deberemos extraer las cifras del nimero

1 Después las iremos sumando ordenadamente a partir del
ndmerao tipo

1 Proseguimos hasta llegar o sobrepasar el presunto numero
belga

M Si un término de la sucesién coincide con el nimero dado, es
que si es belga.

Algo asi, en el Basic VBA:

Function esbelga(n,t) 6 Los par 8metros son el

n

1

7

Dimc(10) 6Se reserva un vector pifiasée al n

puede ampliar)
Dimi, nu, a, b, m, p
Dim es As Boolean
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OEn primer lugar se extraen |l as cif
i=0:m=n

Whilem >0

p=m-10*Int(m/ 10)

i=i+1

ci)=p6émemorias que guardan |l as cifras
m = Int(m / 10)

Wend

nu=i

6l niciamos |l a prueba para wver  si es
es = False

izl:a=t6La v aarsairck kereel tipo

Whilea<n 6 Cr eamos una shucesi.-n hasta
m=iModnu: Ifm=0Then m=nu

aza+chu-m+1)6Se van sumando | as <ci fr as
i=i+1

Ifa=nThenes=True 6 S | a sucesin,abetgpi nci de
Wend

esbelga = es

End Function

Esta funcion resulta lenta para valores grandes de n, ya que contiene
demasiados ciclos de suma de cifras. Seria mas practico eliminar todo
esos ciclos dividiendo de forma entera n-t (siendo t el tipo de belga)
entre la'suma de sus cifras. Para nUmeros pequefios no se advierte
diferencia en la rapidez del algoritmo, pero siempre debemos intentar
simplificar.. También se puede usar la funcion MOD para acelerar la
extraccion de cifras. Quedaria asi:

Function esbelga(n, t) As Boolean
Dim c(10)

Dimi, nu,a, m, p, s

Dim es As Boolean

i=0:m=n:s=0
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Whilem >0

p =m Mod 10

i=i+1

c)=p:s=s+p 6Extracci-n de cifras en or
m = Int(m / 10)

Wend

nu =i

a=(n-t)Mods 6 Se el iminan | os ciclos de s
i=1

Ifa=0Then 60 S'i el n¥Yamer o es m¥%lti.pl o de
es = True

Else

es = False

Fori=1Toun 6 Se el i minan-cifras de | a su
If Abs(a - s) <1 Then es = True 6/Deber 2a escribirs:¢
eliminamos problemas de coma flotante

If Notes Thens=s -c(i)

Next i
End If
esbelga = es
End Function

Por si deseas experimentar, esta es la version de la funcién para PARI:

esbelga( n,p)={s=0;k=0;x=n;while(x>0,5+=x%10;x=(x -
X%10)/10;k++);
r=(n-p)%s;t=s;x=n;e=0;for(j=0,k,if(r==t,e=1);t -=x%10;x=(x -
x%10)/10;);

return(e);}

En la imagen se han generado con esta funcién los belgas de tipo 0, 1
y 2:
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? \r ini.txt

1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 17, 18, 20, 21, 22, 24, 26, 27, 30, 3|
1, 33, 35, 36, 39, 40, 42, 44, 45, 48,6 50, 53, 54, 55, 60, 62, 63, 66, 7O, V1, 7
2, 77, 80, 81, 84, 88, 90, 93, 99, 100,

? \r ini.txt

1, 18, 11, 13, 16, 17, 21, 23, 41, 43, 56, 58, 74,6 81, 91, 97, 100,

? \r ini.txt

1, 2, 108, 11, 12, 15, 16, 28, 22, 25, 26, 32, 38, 41, 42, 46, 67, 72, 82, 86, 91
, 95, 100

7 v
L

Algunas propiedades

Esta idea de eliminar previamente todos los ciclos de suma de cifras
permite afirmar algo mas:

Si un numero es divisible entre la suma de sus cifras, sera 0 -
belga.

En efecto, al sumar n ciclos de suma de cifras llegamos a n sin tener
qgue recorrer la sucesion. Estos numeros son los llamados Numeros
Harshad o de Niven: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,8, 9, 10, 12, 18, 20, 21, 24, 27,
30, 36, 40, 42, 45, hpd/oeis.6brdyAC05349, 60,

Aplicale a cualquiera de ellos/da funciéon ESBELGA con pardmetro O y
deberéa devolverte siempre VERDADERO.

El nimero de k -belgas, para cualquier valor de k, es infinito

Bastara sumar a k todos los - multiplos de la suma de cifras de cualquier
otro numero.

Todo numero es k -belga‘para algun valor de k
Porque k puede ser el resto de dividir n entre la suma de sus cifras.
Numeros autobelgas

Puede darse la casualidad de que un numero que comienza por la cifra
k, sea también k_belga. Por ejemplo, el 25 tiene como primera cifra el
2,y 2-belga.

Esto no pasa de ser un divertimento, como todo el tema, pero nos
permite crear una funcion:
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Function autobelga(n)
Dimc, |

[=Len(Str$(n)) T L6 Ext rae el n¥mero de cifra
Ifl=1Thenc=nElsec=Int(n/10"(1 -1)6Extrae |l a opri
If esbelga(n, c) Then autobelga = True Else autobelga = False
6Comprueba si es belga

End Function

Con ella es facil crear listados de autobelgas. En/la imagen se han
listado los comprendidos entre 10 y 30:

Estan publicados en http://oeis.org/A107062

Estos numeros _se llaman autobelgas de primer tipo. Hay otros de
segundo, en los que ademas de coincidir la primera cifra con el tipo,
también lo hace la segunda con la primera cifra del segundo término.
No. merece el tema tanta complicacion. Te dejamos que busques
informacion y experimentes.

SUCESION DE MIAN-CHOWLA

Esta sucesion se define por recurrencia de dos formas equivalentes:

(@ a(1l) =1, a(n) es el menor numero mayor que a(n-1) tal que todas
l as sumas a(i)+a(j) con i, | On son
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(b) a(1) = 1, a(n) es el menor numero mayor que a(n-1) tal que todas
las diferenciasa()-a (j ) con i ,j On i >j son di st

Aqui trabajaremos con la primera.

Pertenece al rango de problemas y conjuntos de Sidon, matematico
gue estudi6 las cuestiones sobre sumas o diferencias todas distintas,
Puedes leer nuestra entrada

http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2010/03/jugamos-con-sidon-y-
golomb.html

Los primeros elementos son 1, 2 , 4, 8, 13, 21, 31, 45, 66,...
http://oeis.org/A005282

Comprobemos la definicion con el 8: Los términos anteriores (1, 2, 4)
producen las siguientes sumas 2, 3, 4, 5, 6, 8. Deberiamos ahora
probar con el siguiente nimero, el 5, pero este produce la suma 1+5=6,
gue ya esta en la lista, luego no es valido. Probamos el 6, y la suma
2+6=8 lo invalida. El 7 tampoco pertenece ala sucesion, ya que 1+7=8
pertenece a la lista de sumas: Probamaos el 8, que produce las sumas
9, 10y 12, no incluidas en la lista, luego el 8 es valido y se incorpora a
la lista.

Generacion con hoja de calculo

Para generar esta sucesion necesitamos definir una matriz en la que
almacenar las distintas sumas que hay que considerar. Se puede
aprovechar el hecho de que una vez calculadas las sumas para a(n-1),
se pueden usar también para a(n), con lo que en cada iteracién
apareceran n sumas nuevas. Esto nos puede llevar a usar una
columna de hoja de célculo como matriz que almacene las sumas
previas a cada elemento. Asi lo hemos implementado, como puedes
ver en la imagen (mas adelante explicaremos cémo conseguimos que
aparezcan):
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Lista de sumas Lista de elementos

2 1
3 2
4 4
5 8
6
8
9

En la columna de la izquierda hemos ido acumulando sumas, y en la
de la derecha, elementos de la sucesion. Asi, la suma 2 pertenece al
elemento 1. Al incorporar un nuevo elemento, en este caso el 2, se
incorporan las sumas 3 y 4. Con el elemento 4, las sumas 5, 6 y 8, y
por ultimo, con el 8, las restantes 9, 10, 12 y16.

¢, Como conseguimos la aparicion automatica de elementos y sumas
nuevas? Hemos disefiado un botén que en cada pulsacién incorpora
un elemento nuevo en la columna (0 matriz) de elementos y las
correspondientes sumas en la/columna de la izquierda.

La idea es esta:
Comenzamos con a(1)=1 s(1)=1

Para cada posiblerelemento nuevo, ensayamos en primer lugar el valor
a(n-1)+1. Si ese valor produce sumas distintas a las ya existentes, lo
aceptamos e incorporamos a la lista. En caso contrario, probamos con
a(n-1)+2;a(n-1) +3, éhasta que ||l eguemos
un conjunto de sumas todas distintas.

Si deseas practicar con ese boton, puedes descargarte la hoja alojada
en esta direccion

http://www.hojamat.es/sindecimales/aritmetica/teoria/apunarit.htm#mia
n

Si te gusta la programacion, sigue esta rutina en VBA, contenida en la
hoja enlazada:
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Sub nu evo()
Dim sumas, elem, x, x1, i, j, X0, s
Dim vale, dasuma As Boolean

sumas = ActiveWorkbook.Sheets(3).Cells(7, 4).Value 6Lece I o
primeros elementos

elem = ActiveWorkbook.Sheets(3).Cells(7, 7).Value

x1 = ActiveWorkbook.Sheets(3).Cells(8 + elem, 7).Value

vale = False

x=x1+1

While Not vale 6 Se recorre “wun bucle mientr

distintas

dasuma=False 6 Est a variabl.e controla si l

i=1

While i <= elem And Not dasuma 6 Bucl e de b¥Wsqueda

repetidas

X0 = ActiveWorkbook .Sheets(3).Cells(8 + i, 7).Value

j=1

While j <= sumas'And Not. dasuma

s = ActiveWorkbook.Sheets(3).Cells(8 + |, 4).Value

If X1 + X0 = s. Thendasuma =True 6 Una suma se ha r

rechaza el nuevo elemento

j=j+1

Wend

i=i+1

Wend

If dasuma Then

x1=x1+1

Else

vale = True

elem=elem+1 6Se ha encontrado un el emen

ala columna

ActiveWorkbook.Sheets(3).Cells(8 + elem, 7).Value = x1

Forj=1Toelem 6 Se i ncorporan | as sumas nu
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x0 = ActiveWorkbook.Sheets(3).Cells( 8 +j, 7).Value
ActiveWorkbook.Sheets(3).Cells(8 + sumas + j, 4).Value = x1 + x0
Next j

End If

Wend

End Sub

Hemos aprovechado la estructura de la hoja de célculo para no tener
gue definir matrices o vectores de datos.

Curiosidades sobre esta sucesion

En la hoja arriba enlazada hemos copiado los primeros términos de la
sucesi-n en |l a hoja APropiedadeso.
elementos y algunas curiosidades implican muchos términos, hemos
adaptado el algoritmo anterior para convertirlo en una funcion MIAN(N),

tal que dado el numero de términos, devuelva una cadena de
caracteres (string) con los primeros términos de la sucesién de Mian-
Chowl a. Despu®s, con | a t®cnica de
organizar en fila o columna. Hay que advertir que segun el nimero de
términos, la funcion puede ser lenta. Al ser este algoritmo muy
parecido, remitimos al cédigo VBA de la hoja enlazada.

Numero de términos

Sucesidn 124813213145

Con esta |lista de |l a hoja APropied:
de las afirmaciones que se han hecho sobre esta sucesiéon. Por
ejemplo:

El limite de la suma de los inversos de esta sucesidén esta entre
2.158435y 2.158677

Creamos una columna paralela a la lista que contenga los inversos, y
al lado otra que recoja la sumas parciales. Con los términos que hemos
identificado, la lista termina asi:
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80309 1,2452E-05 2,157350043
83179 1,2022E-05 2,157362066
84345 1,1856E-05 2,157373922

Como vemos, se queda a una milésima aproximada de lo conjeturado,
pero con hoja de célculo no se puede afinar mas sin un enorme gasto
de tiempo.

2).-La suma de los cuadrados de los inversos converge .a
1.33853369

Con un par de columnas, una de cuadrados de inversos, y otra de
sumas parciales, llegaremos a

80309 1,5505E-10 1,338564346
83179 1,4453E-10 1,338564346
84345 1,4057E-10 1,338564347

Es mas aproximado que el anterior, porque los sumando son mas
pequefios.

3).- Los valores.de la sucesién, a partir de n=4, estan
comprendidos entre n. %/2'y n%3

Aqui tienes el calculo para los términos 401, 475 y 565:

401 180,5 2286,333333
475 200 2666,666667
565 220,5 3087
Ajuste

Se han dado otros varios ajustes de esta sucesion, pero no ha sido
posible comprobarlos con la hoja. Asi que, como una practica,
ajustaremos mediante una funcion potencial:
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y = 0,2804x%%7
R*=0,9975

0 20 40 €0 80 100 120 140 160

No estd mal, un R?=0,9975, gue nos aproximaria a una potencial de
exponente 2,5 aproximadamente, pero es un célculo no muy exacto.

LA PERMUTACION YELLOWSTONE

En los dltimos meses nos hemos acostumbrado a estudiar sucesiones
con definiciones muy originales, como.las incluidas en el documento de
N.J.A. Sloane AMy Favorite Integer

http://arxiv.org/abs/math/0207175

En esta de hoy se comienza con los valores a(1)=1, a(2)=2y a(3)=3, y
los siguientes a(n) son los nUmeros naturales mas pequefios que aun
no hayan aparecido en la sucesion y que tengan algun factor comun
con a(n-2) y ninguno con a(n-1). Para entenderlo bien podemos ir
generando términos segun la definicion. A 1, 2 y 3 le debe seguir el 4,
gue es el mas pequefio que comparte factores primos con el 2 pero no
conel 3. Tenemosyal, 2,3y4.

El siguiente no puede ser 5, 6, 7 ni 8. Debera ser el 9, que comparte el
factor 3 con el 3 y ninguno con el 4. Asi podemos seguir generando,
hasta completar:

1,2,3,4,09,8, 15, 14, 5, 6, 25, 12, 35, 16, 7, 10, 21, 20, 27, 22, 39, 11,
13, 33, 26, 45, 28, 51, 32, 17,
http://oeis.org/A098550)
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Esta sucesidn no es creciente, y algunos nimeros tardan en aparecer,
como el 10. Se llama permutacién porque se ha demostrado que todos
los nameros naturales aparecen una vez (Ver
https://cs.uwaterloo.ca/journals/JIS/VOL18/Sloane/sloane9.pdf)

Mas adelante comentaremos sus propiedades. Puedes consultar
también el documento http://arxiv.org/pdf/1501.01669v2.pdf

Ahora, como siempre intentamos en este blog, la intentaremos
reproducir con hoja de célculo.

Generacion con hoja de célculo

Aprovecharemos las columnas de una hoja de célculo para simplificar
el problema. La parte mas pesada de la generacién es-averiguar si el
siguiente numero pertenece o no a la sucesion ya formada por k
términos. Deberiamos recorrer los ya aparecidos y.compararlos con el
candidato nuevo. Se tarda bastante cuando ya existen muchos
términos, y es conveniente simplificar.

Para que las comparaciones sean mas rapidas dedicaremos la primera
columna A de una hoja a llevar cuenta de los términos que ya han
salido. Escribiremos un en la fila.k si ya ha aparecido un término con

1 1 1 | valor k;y la dejamos en blanco si ain no ha
; 1 i aparecido. Asi, si analizamos un nuevo
. 1 , candidato, no hay que recorrer un conjunto,
5 1 s sino ir a su fila directamente. En la imagen
E 1 8 vemos en la columna B los términos que van
7 15 . .

o 1 .o Saliendo, y en la columna A un 1 en las filas
9 1 5 correspondientes a dichos elementos:

12 Como el 14 y el 15 ya pertenecen a la
12 sucesion, en las filas 14 y 15 figura un 1. La
ij . 10 estd vacia porque aun no ha aparecido el
P 1 10 como término valido. Analiza bien los

distintos valores de ambas columnas.

El averiguar si ya ha salido un nimero o no se puede resolver con esta
funcion:
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Function esta(m)

If ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(m, 1).Value = 1 Then esta =
True Else esta = False

End Function

Si en la celda Cells(m, 1) hay escrito un 1, declaramos esta = True y
false en caso contrario. Esto simplifica mucho el proceso y le da mas
rapidez.

La segunda parte, el que posea factores comunes con a(n-2)'y no los
posea con a(n-1) se resuelve con el MCD. Si este-es mayor-que 1,
existen factores comunes y si es 1, no, y los términos son primos entre
Si.

El Basic VBA lo resolvemos asi: mcd(m, a) > 1 And med(m, b) =1

Teniendo en cuenta estas dos consideraciones, el resto del algoritmo
se reduce a borrados de celdas, estructuras de control y demas. Lo
puedes estudiar en nuestra hoja Yellowstone.xlsm, alojada en la
direccion

http://www.hojamat.es/blog/yellowstone.xlsm

En ella, para comprobar que esta sucesion recorre todos los nimeros
naturales (por eso. la llamamos permutacion ademas de sucesion),
permitimos que se escriba un entero (no debe ser muy grande por la
limitada velocidad del algoritmo) y la sucesion se desarrolle hasta
llegar a ese numero.

En la imagen hemos deseado llegar hasta el 12:

., Borrar datos previos
La permutacion Yellowstone
Crear sucesion |

{Hasta qué ndmero creamos la sucesion? 12
Mayor que 3, para evitar obviedades.
Si imaginas un ntimero grande se pueden demorar mucho los calculos
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Disponemos de un boton para borrar datos previos y otro para iniciar la
sucesion. En efecto, al pulsar este, en la columna B aparece la
sucesion Yellostone hasta el 12:

il
© o b W=

15
14

[

25

Los términos aparecen‘en la columna B y los lugares ya ocupados,
mediante un 1, en'la A:

Descarga la hoja si te apetece y busca valores algo mayores, para
descubrir en/ qué numero de orden aparecen en la sucesién y
observaras que la columna A se va llenando de unos.

Por ejemplo, el 540 no aparece hasta el término 590

589 1 271
580 540
591 1

Esto significa que han aparecido unos 50 términos mayores que él
antes de que se incorpore €l mismo. Para quienes no deseen
descargar la hoja y soélo estudiar el proceso, incluimos el cdodigo
utilizado. Mas adelante comprobaremos algunas otras propiedades de
esta sucesion.
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Public Function mcd(al, bl)
Dim a, b, r

'Halla el MCD de aly bl

r=1

a=al

b=>bl

Ifb=0Thenb=1
Ifa=0Thena=1
Whiler<>0
r=a-b*Int(a/b)
Ifr<>0Then a=b:b=r
Wend

mcd =Db

End Function

Function esta(m)

If ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(m;. 1).Value = 1 Then esta =
True Else esta = False
End Function

Sub sucesion()
Dim n, k, b,.c, m, i

Call borrado

n = ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(6, 9).Value
a=2:b=3: k=3
ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(1, 2).Value =1
ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(2, 2).Value = 2
ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(3, 2).Value = 3
ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(1, 1).Value =1
ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(2, 1).Value =1
ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(3, 1).Value = 1
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While k<10*5And b <>n
m=3
While esta(m): m=m + 1: Wend

While Not (mcd(m, a) >1 And mcd(m, b) =1) And m<10.5
m=m+1

While esta(m): m=m + 1: Wend

Wend

a=b:b=m:k=k+1
ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(k, 2).Value = m
ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(m, 1).Value = 1
Wend

End Sub

Curiosidades

Ya conocemos la definicion.de esta sucesion y como generarla con
hoja de célculo. Ahora-desarrollaremos algunas propiedades, la
mayoria tomadas.de la'pagina http://oeis.org/A098550

En primer lugar, bueno seré el estudio gréfico de la evolucion de esta
sucesion:
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Los datos estan tomados del ejemplo del apartado anterior, términos
hasta que aparezca el 540. Vemos una linea de tendencia lineal clara
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(en realidad, se ha visto que no es lineal), un poco por debajo de los
nameros de orden, con otra linea de mas pendiente algo difusa,
ademas de casos aislados situados superior e inferiormente. Si esta
sucesion recorre todos los valores, cada uno elegido en la escala del
eje Y se correspondera con un punto del gréfico. Parece ser que el
nombre de Yellowstone proviene de este grafico, en el que las
imagenes mas pequefias corresponden a los nameros primos, el
ndcleo central contiene bastantes alternancias entre pares e impares,
mientras que surgen picos semejantes a los chorros aleatorios de
materia de un geyser. Muchos de estos picos aparecen dos-unidades
mas tarde que los primos. Vemos un corte con mas detalle:

=
s

)

8 8
L

8 3
—

50 4 ﬁﬂ

10 4
O e B 0 A

Aqui los minimos se sittan en los valores primos 5, 7, 11 (junto al 13) y
19, mientras que | os fAchorroso o
referimos a valores, no a numeros de orden.

Infinitud. de la sucesioén

Para demostrar que la serie es infinita bastard mostrar que dados un
a(n-2) y a(n-1), el conjunto de candidatos a ser el siguiente nimero, no
estd vacio. En efecto, basta elegir el valor a(n-2)*p, siendo p un
namero primo mayor que a(n-1). Si ese conjunto no esta vacio,
siempre existird un término posterior a los dados, y la sucesion sera
infinita. Por una razon similar, en cada tres términos consecutivos ha
de haber al menos un numero compuesto, pues tres primos
consecutivos no cumplirian la definicion.

Dentro de esta sucesion infinita los primeros primos aparecen en su
orden natural, como podemos comprobar en esta lista
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1,2,3,4,9,8,15, 14,5, 6, 25, 12, 35, 16, 7, 10, 21, 20, 27, 22, 39, 11,
13, 33, 26, 45, 28, 51, 32, 17, 18, 85, 24, 55, 34, 65, 36, 91, 30, 49, 38,
63, 19, 42, 95, 44, 57, 40, 69, 50,23, 48, é

No se ha podido demostrar esta conjetura para todos los primos.
Puntos fijos

Una cuestién curiosa es averiguar qué numeros aparecen en un
namero de orden igual a ellos, es decir, que a(n)=n. Hasta ahora sélo
se han encontrado estos:

1, 2, 3, 4, 12, 50, 86 (http://oeis.org/A251411)

Se ha intentado hasta 1078 sin conseguir otro mas. Con nuestra hoja
de calculo podemos comprobar alguno. En la imagen tienes el
correspondiente al 86:

¢Hasta qué nimero creamos la sucesion? 86
Mayor que 3, para evitar obviedades.
Si imaginas un nimero grande se pueden demorar mucho los calculos

Ese nimero aparece en la posicion 86
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SIEMPRE APARECEN LOS PRIMOS

LOS INTERPRIMOS

Se |l aman Ainterprimoso a | os n¥Yamer
primos consecutivos. El conjunto de estos numeros es amplisimo, y se
puede descomponer en diversos subconjuntos interesantes, la mayoria

ya publicados. Los primeros interprimos son

4,6,9, 12, 15, 18, 21, 26, 30, 34, 39, 42, 45, 50, 56, 60, 64, 69, 72, 76,
81, 86, 93, 99, 102, 105, 108, 111,
publicados en https://oeis.org/A024675.

Basta estudiar la lista para darse cuenta de que hay entre ellos
cuadrados (A075190), como 81 y 144, pares (A072568) e impares
(A072569), triangulares (A130178), como el 6 y el 15, semiprimos
(A078443), como el 21, y muchos mas tipos. So6lo los que son
potencias ocupan muchas paginas de OEIS (A075190, A075191,
A075192, A075228, A075229, ¢é)
http://oeis.org/wiki/Interprimes y te abrumard la cantidad de variantes
gue presentan los interprimos.

Quedan pocas posibilidades para explorar, pero alguna habr& por ahi.
Evidentemente, un interprimo no puede ser primo, pues entonces los
dos primos no serian consecutivos.

Casi todos los interprimos son multiplos de 2 o de 3, pero no todos
(que es lo que afirma Wikipedia), ya que hemos encontrado este
contraejemplo: 803 es interprimo entre 797 y 809, y no es multiplo ni de
2 ni de 3, ya que 803=11*73. De hecho, estan publicados los
interprimos que no lo cumplen:

205, 217, 473, 515, 625, 667, 803, 1003, 1207, 1243, 1313, 1465,
1505, 1517,1537,16 81, 1715, htpd/Seis.ort/BOY257(3€
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Interprimos entre primos gemelos
Entre ellos son interesantes los que son media de dos primos gemelos:

4, 6, 12, 18, 30, 42, 60, 72, 102, 108, 138, 150, 180, 192, 198, 228,
240, 270, 2 8 https://BelsdDrg/ACR 4L HBL, é

Salvo el primero, todos son multiplos de 6, ya que los primos gemelos
han de tener la forma 6k-1 y 6k+1 (salvo 3 y 5), con lo que la media
sera 6k. Este mismo hecho demuestra también que el interprimo es la
raiz cuadrada del producto de los dos primos mas una unidad:

(6k-1)(6k+1)+1=36k"2=(6k)"2
Segun esto, (6k)"2-1 es un semiprimo, pues solo tiene como factores

6k-1 y 6k+1. Esta puede ser una definicion alternativa para estos
interprimos. Lo puedes comprobar con PARI

{for(i=1,10"3,m=i*i -1;if(lissquare(m)&&bigomega(m)==2,printd(i,",
M}

Te devuelve la misma sucesién, pero con la definicion de numeros
tales que n”2-1 es un semiprimo.

Interprimos entrepri mos fAcousino y Asexyo

Los primos ficousind son | os que
promedios son estos:

5,9, 15, 21, 39, 45, 69, 81, 99, 105, 111, 129, 165, 195, 225, 231, 279,
309, 315, 351, htp8/loeis.oR)AWB767H 41, é

Si los anteriores eran todos multiplos de 6, salvo los primeros, estos lo
serdn de 3y no de 6. La razon es que los primos que se diferencian en
4 unidades han de tener la forma 6k+1 y 6k+5, con lo que el promedio
serd (12k+6)/2=6k+3.

Si el par de primos es Asexyo,
unidades, sus interprimos son:

26, 34, 50, 56, 64, 76, 86, 134, 154, 160, 170, 176, 236, 254, 260, 266,

274, 334, 356, ht3p3/Meis.oR)/AB/25713 86, €
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En este caso, para que diferencien en 6, los primos han de ser 6k+1 y
6(k+1)+1 o bien 6k+5 y 6(k+1)+5. Y los promedios 6k+4 o 6(k+1)+2,
luego estos interprimos son todos pares, pero no multiplos de 3.

Algunos tipos curiosos de interprimos

Ya hemos destacado que existen interprimos cuadrados (A075190).
También los hay triangulares (A130178)

Interprimos cuadrados
Son los siguientes:

4,9, 64, 81, 144, 225, 324, 441, 625, 1089, 1681, 2601, 3600, 4096,
5184, 6084, 8464, 12544, 13689, 16641, 19044, 19600, 25281, 27225,
28224, 29584, 36864, 38025,
http://oeis.org/A069495)

Salvo el primero, asociado a los primos gemelos 3 y 5, ningan otro sera
media de este tipo de primos, pues estos tendrian la expresién n*1y
n’+1, y el primero no es primo para n>3, por ser igual a (n+1)(n-1). El
mismo razonamiento nos vale para afirmar que la diferencia entre el
cuadrado dado y sus primos préximos no puede ser un cuadrado k?,
pues el anterior seria n?-k?=(n+k)(n-k), no primo. De hecho, estas son
las primeras diferencias entre el interprimo cuadrado y el primo mas
préximo:

Cuadrado 4Diferencia Vemos que ninguna es un cuadrado. En ocasiones
9 similares nos hemos preguntado si se recorrerdn
Z‘I todas las diferencias posibles, en este caso no

e cuadradas. Vemos 2, 3, 5,
todas? Hemos creado una funcién para averiguarlo.

Si no te interesa la programacion, ignora el codigo

225
324
que se inserta a continuacion:

441

625
1089
1681
2601
3600
4096
5184

[
W NONNONSNNONWNE
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Public Function difcuad(d)

diferencia d

Dimi, n, d1, d2,

n0

Dim novale As Boolean

i=16Cont ador

n0O=006 En

novale =True 6 Var i
While i < 10 ~ 5 And novale
habra que aumentarlo

construye

n=i*i6Se

el

6Busca el pri mer
de b¥Wsqueda
nicio damos el valor 0 a
able para controlar el f

dl=n -primant(n) 6 Se

d2 = primprox(n)
If d1 =d And d2 = d Then nO = n: novale = False

nota y paramos
i=i+1

Wend

difcuad = n0
pedida.

End Function

-Nn

6L a

6 Bdbpe de 1075 es arbitrario. Si salen ceros

un cuadr ado
analizan sus diferenci
6Si e gima, setoma
funci-n devuelve el proi

Diferencia

Cuadrado minimo

[
O ©VW®E~NO U D WN

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37

9
64

144
625
324
2601

154449
260100
1681
898704
27225
114244

278784
223729
4410000
25281
12888100
4730625
1512900
4774225

8208225
6130576
1121481
12744900
34586161
2433600
45360225
9784384

1271279025

64064016

69956496

Con esta funcion hemos creado una tabla,
en la que a cada diferencia (no cuadrada)
se le asigna el primer cuadrado n” tal que
sea interprimo y su diferencia con los
primos proximos sea la dada:

Observamos que hasta el 37 todas las
diferencias se corresponden con un
cuadrado. A partir de ahi, el célculo se
ralentiza, aunque es de esperar que todas
las diferencias no cuadradas tengan una
imagen en esta funciébn. Si quieres
experimentar por tu cuenta, usa este
programa en PARI
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difcuad(n)= { local(i=2,m,v=0,p,q);

while(v==0&&i<10"6,m=i*i; p=m -precprime(m -1);g=nextprime(m+1) -
m;if(p==n&&q==n,v=m);i+=1)

;return(v) }

{x=difcua d(50);print(x);print(sqrt(x))}

Sustituye el 50 por otro numero cualquiera, y si el resultado es O,
cambia 1076 por una potencia mayor. Aunque PARI es rapido, puedes
tener que esperar un poco. Si nuestra conjetura es cierta, al final
obtendras un cuadrado.

Interprimos triangulares

Existen también numeros triangulares que son interprimos. Los
primeros son estos:

6, 15, 21, 45, 105, 120, 231, 300, 351, 465, 741, 780, 861, 1176, 1431,
1485, 3081, 3240, 3321, 3828, 4005, 4278, 5460, 6786, 6903, 7140,
7381, 7503, 7875, 8001, 10731, 11175, 11325, 11781, 12246,
1 2 5 6 1htt@/foeis.org/A130178)

Casi todos ellos son multiplos de 2, 3 o ambos, pero no todos. Una
excepcion es 7381=11*11*61, interprimo entre 7369 y 7393.

No hemos encontrado interprimos triangulares cuya diferencia con sus
primos préximos sea también triangular, salvo el caso trivial de 6 con 5

y7.

Otros interprimos

Oblongos

Un oblongo puede ser también interprimo. Los primeros son estos:

6, 12, 30, 42, 56, 72, 240, 342, 420, 462, 506, 552, 600, 650, 870,
1056, 1190, 1482, 1722, 1806, 2550, 2652, 2970, 3540, 4422, 6320,
7140, 8010, 10302, 12656, 13572, 14042, 17292, 18360, 19182,
19460, 20022, 22952, 23562, 24180, 27060, 29070, 29756, 31152,
33306, 35156, 35532, 39006, €
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Esta sucesion estaba inédita y la hemos publicado en
https://oeis.org/A263676

Por su propia definicion, todos son pares. Si estudiamos sus restos
respecto al 6, veremos que so6lo pueden ser 0 y 2, es decir, todos los
oblongos de esta sucesion han de tener la forma 6k o bien 6k+2. La
razon es que los primos son todos del tipo 6k+1 o 6k+5. Intenta
encontrar sus medias y veras que nunca pueden ser del tipo 6k+4.

Potencias de primo no triviales

Las potencias de un primo aparecen en muchas cuestiones sobre
nameros. Tampoco faltan entre los interprimos. Los primeros son
estos:

4, 9, 64, 81, 625, 1681, 4096, 822649, 1324801, 2411809, 2588881,
2778889, 3243601, 3636649, 3736489, 5527201, 6115729, 6405961,
8720209, 9006001, 12752041, 16056049, 16589329, 18088009,
21743569, 25230529, 29343889, 34586

Los mas abundantes son los cuadrados de primos, como puedes
comprobar en la lista.

Se pueden engendrar en PARI (nosotros los hemos comprobado con
hoja de célculo) mediante este cédigo:

PARI

{for(i=1,10"10,if(isprimepower(i)>1&&i==(precprime(i-
1)+nextprime(i+1))/2,write1("final.txt",i,", ");print(i)))}

Hemos publicado esta sucesion en https://oeis.org/A263675

La funcién isprimepower es muy Uutil, pues da el posible exponente de
la potencia de primo que buscamos. Como deseamos que dicha
potencia no sea trivial, exigimos que el valor de la funciébn sea mayor
que 1. Es muy curiosa la lista de potencias en base pequefa que son
interprimas. Las mas destacadas son:
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Potencias de 2

4, 64, 4096, 75557863725914323419136,
3064991081731777716716694054300618367237478244367204352,
é

Por ejemplo, 75557863725914323419136=2"76 es interprimo entre
75557863725914323419121 y 75557863725914323419151. Es una
simple curiosidad, pero impresiona gque hayamos podido llegar a
encontrar estos ejemplos.

Potencias de 3

9, 81, 387420489, 3486784401
7509466514979724803946715958257547,
147808829414345923316083210206383297601
114338112728368848266658740496853576136021270802373825711
53151471568389249023393608050222706416077770721,
448892491307036257313398359006707643432387469456810160991
926368303464199896097475113561830407152947942076292623881
529083368591747123618100530770752056321305926194706763551
153705251146130442138394723337920866081218864301061606664
140464321

Potencias de 5

5, 625,
323117426778526435496644020339829239674145355820655822753
90625,
161558713389263217748322010169914619837072677910327911376
953125,

Una buena cuestién, que dariamos por verdadera, es si existen
infinitas potencias de este tipo.

Dobles interprimos

A los interprimos, que son media entre dos primos consecutivos, les
podiamos exigir que también lo fueran respecto al anterior y al
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siguiente primo de ese par. Es decir, que dados cuatro primos
consecutivos p, g, r y s, exista un numero N tal que N=(p+s)/2 y
N=(g+r)/2. Esto se cumplird cuando g-p = s-r, lo cual no quiere decir
gue los cuatro estén en progresion aritmética.

Un ejemplo: 600 es doble interprimo, porque esta en el centro de los
cuatro primos consecutivos 593, 599, 601 y 607, cumpliéndose que
600 = (599+601)/2 = (593+607)/2.

No es dificil encontrarlos, y no son escasos. Los primeros que
aparecen son:

9, 12, 15, 18, 30, 42, 60, 81, 102, 105, 108, 120, 144, 165, 186, 195,
228, 260, 270, 312, 363, 381, 399, 420, 426, 441, 462, 489, 495, 552,
570, 582, 600, 696, 705, 714, 765,

(Los publicamos en https://oeis.org/A263674)

A primera vista todos parecen ser multiplos de 2 o 3, pero, como nos
ocurrié con una propiedad similar, esa afirmacion es falsa. El primer
contraejemplo es 2405, doble interprimo entre 2393, 2399, 2411 y
2417.

¢ QUE HAY ENTRE DOS PRIMOS CONSECUTIVOS?

Evidentemente, lo que hay entre ellos son niumeros compuestos, pero
puede haber también cuadrados, semiprimos u oblongos, y se pueden
contar o'sumar. De algunas clases so6lo habra uno o ninguno, como en
el caso de los cuadrados, y en otras apareceran muchos mas. Nos
entretendremos con esas busquedas, para ver qué conseguimos.

En primer lugar, un escenario

Para entender mejor lo que sigue, hemos construido una tabla con
todos los numeros del 2 al 997, que puedes extender tanto como
desees. Dicha tabla est4 organizada escribiendo los nimeros primos
en una misma columna, y los comprendidos entre cada dos de ellos
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consecutivos (I os I  amar emos Nfent
siguientes. Algo como esto:

Hemos alojado esta tabla en
http://www.hojamat.es/blog/entreprimos.xlsm

De esta formay cuando deseemos contar, sumar o0 destacar
entreprimos, trabajaremos por filas, lo que en una hoja de célculo
facilita mucho_el trabajo. Por ejemplo, con la funcion CONTAR
podemos afadir una columna que nos exprese el intervalo entre dos
primos consecutivos. Poreso comenzamos la tabla en la columna D,
para poder insertar columnas delante de ella. Observa coémo quedaria
la funcién CONTAR en la columna C:
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