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PRESENTACIÓN  
 

 

El octavo volumen de res¼menes del blog ñN¼meros y hoja de c§lculoò, 

correspondiente a la temporada 2015-16, contiene una cantidad de 

material superior a los anteriores. La causa es la inclusión de nuestros 

números arolmar, que no tienen gran interés teórico, pero que nos han 

servido para practicar el descubrimiento de propiedades, como la de 

los semiprimos enlazados. 

 

El resto de temas presenta una distribución similar a la de 

publicaciones anteriores: predominio de las cuestiones de divisibilidad 

y números primos junto a otras cuestiones de Combinatoria, números 

poligonales y comprobación de conjeturas. A lo largo de los años se 

han convertido en los fundamentos del blog. 

 

Una agradable novedad han sido las sucesiones curiosas, que si 

tampoco tiene gran interés teórico, amenizan cuestiones matemáticas 

y resultan entretenidas. Intentaremos incluir alguna más en sucesivas 

entradas del blog. 
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GRUPOS DE POTENCIAS EN ZN  
 

ÍNDICE O GAUSSIANO DE UN RESTO EN ZN 

Iniciamos hoy el desarrollo de toda una teoría perteneciente a la 

Aritmética Modular, la de las raíces primitivas y temas afines.  

Teoría previa  

Resumimos brevemente la teoría previa que es conveniente conocer 

antes de seguir esta serie de temas: 

Comenzamos con la estructura Zm formada por los restos posibles al 

dividir un número entre m. Ya sabes que este conjunto es la base de la 

Aritmética Modular (o del reloj) 

Puedes repasar las páginas 

http://es.wikipedia.org/wiki/Aritm%C3%A9tica_modular  

http://hojamat.es/sindecimales/congruencias/teoria/teorcong.htm  

http://mathworld.wolfram.com/ModularArithmetic.html  

Este conjunto Zm con la suma y la multiplicación forma un anillo 

cíclico de m elementos . Por esta estructura cíclica se pensó en 

llamarles anill os  por primera vez. Es un anillo con unidad, por lo que 

puede contener elementos inversibles. De ellos trataremos aquí. 

Un elemento A de Zm es inversible si existe otro elemento X de Zm tal 

que A*X¹1 (mod m). Esta ecuación se sabe que tiene solución única 

siempre que A sea primo con el modulo m. Luego los restos primos 

con m son inversibles .  

Por el contrario, si A y m tienen un divisor común, para que la ecuación 

tuviese solución debería ser divisor también de 1, lo que es imposible. 

http://es.wikipedia.org/wiki/Aritm%C3%A9tica_modular
http://hojamat.es/sindecimales/congruencias/teoria/teorcong.htm
http://mathworld.wolfram.com/ModularArithmetic.html
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Si el elemento A tiene  divisores comunes con m, entonces A no es 

inversible .  

Llamamos divisor de cero  en un anillo a aquel elemento A que 

multiplicado por cierto elemento no nulo C del anillo, da un producto 

nulo: A*C=0. Si que A tiene factores comunes con m, es un divisor de 

cero, porque si D=MCD(A,m), tendremos que A=Aô*D y m=mô*D. 

Multiplicando A por mô (que es no nulo) resulta Amô=AôD*m/D=Aôm, que 

es congruente con cero, luego A*mô¹0 (mod m) y por tanto divisor de 

cero. 

Los divisores de cero no son inversibles, porque si A fuera inversible y 

divisor de cero, se daría una igualdad del tipo A*C=0 con C distinto de 

cero, pero multiplicando por el inverso resultaría: A-1*A*C=C=A-1*0 lo 

que daría C=0 en contra de lo supuesto. 

Así que: 

¶ Si el elemento A es primo con el módulo m, en tonces es 

inversible , es decir, que existe algún otro elemento B tal que 

A*B=B*A=1. Anteriormente vimos cómo encontrarlo mediante el 

algoritmo extendido de Euclides 

(http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2012/06/la-herencia-de-

euclides-1-el-algoritmo.html). 

¶ Si el elemento A no es primo con m, es un divisor de cero, 

y por tanto no inversible . 

 

Grupo de inversibles  

El producto de dos inversibles A y B también lo es, y su inverso es B-

1*A-1, ya que 

 (B-1*A-1)*A*B=B-1*(A-1*A)*B=B-1*1*B=1 
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Como el 1 es inversible trivialmente y el inverso también, tenemos que 

los inversibles forman grupo abeliano para la multiplicación, 

llamado grupo de las unidades Z* m 

Como es conocido, la función indicatriz de Euler cuenta los números 

menores que m y primos con él, por tanto, el cardinal del grupo Z* m 

coincide con la indicatriz o funci·n ű(x) de Euler.  

Se cumple el llamado Teorema de Euler 

 aj(m) ¹1 (mod m)  

para todo a primo con m o unidad.  

Orden multiplicativo, índice o gaussiano de un elemento  

Dado un elemento inversible a, llamaremos orden  de ese elemento al 

mínimo número entero tal que ar
¹1. Según el teorema anterior, ese 

valor existe y puede ser ű(m) y todos sus m¼ltiplos. Si es menor, ha de 

ser un divisor suyo. En efecto, supongamos que ű(m) no fuera múltiplo 

del orden r. Entonces efectuando la división entera entre ambos 

quedar²a ű(m)=qr+s, con s<r. Aplicamos esa potencia al elemento a y 

obtendríamos 

1¹a ű(m) ¹aqr+s
¹aqr*as

¹ as , luego as
¹1 en contra del carácter mínimo de 

r. 

Así que el orden ha de ser un divisor de la función ű(m). Toda potencia 

que sea igual a 1 tendrá un exponente múltiplo de ese orden. Hay 

muchas formas de representar el orden o gaussiano. Aquí por 

comodidad tipográfica representaremos el gaussiano de N respecto al 

módulo M como G(N,M) 

Podíamos habernos ahorrado el razonamiento anterior recordando el 

Teorema de Lagrange para grupos, que afirma que el orden de un 

subgrupo H es divisor del orden del grupo G. En este caso este último 
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es ű(m) y como las potencias de a forman un grupo monógeno, su 

orden será divisor de ű(m). 

Vemos algunos ejemplos: 

Orden de 5 m·dulo 8: Como 5 es primo con 8 y ű(8)=4, el orden podr§ 

ser 2 o 4: 5^2=25¹1(8, luego el orden de 5 con módulo 8 es 2, o 

G(5,8)=2 

Orden del 3 respecto al 7: ű(7)=6, luego el orden podrá ser 2, 3 o 6. 

Probamos: 3^2=9¹2(7, 3^3=27¹6(7, 3^6=729¹1 (7luego el orden o 

gaussiano de 3 es 6, G(3,7)=6 

 

Estudio con hoja de cálculo  

Deseamos desarrollar este tema con calma. Así que nos pararemos un 

poco, con la ayuda de la hoja de cálculo alojada en 

http://www.hojamat.es/sindecimales/congruencias/herramientas/herrco

ng.htm#gaussiano 

Distinguiremos, en principio, tres niveles de complejidad en el 

descubrimiento del gaussiano de un número. 

NIVEL 1 

La hoja funciona sólo con las fórmulas de celdas, sin macros. Para ello 

basta escribir el número N y el módulo M, y calcular en columna las 

potencias de N en el grupo de las u nidades Z* m. En la hoja hemos 

incluido el cálculo del MCD(N,M), que ha de ser 1 y, en caso contrario, 

se avisa del error. 

En la imagen hemos escrito dos números no primos entre sí y la hoja 

nos avisa: 

http://www.hojamat.es/sindecimales/congruencias/herramientas/herrcong.htm#gaussian
http://www.hojamat.es/sindecimales/congruencias/herramientas/herrcong.htm#gaussian
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Simultáneamente, en las columnas del NIVEL 1, se construyen las 

potencias para ver cuál de ellas es igual a 1, con lo que obtendremos 

el gaussiano de N. A continuación reproducimos el cálculo 

correspondiente a 5 módulo 13: 

A simple vista se descubre que el gaussiano 

de 5 módulo 13 es 4, porque es el mínimo 

exponente al que hay que elevar 5 para 

obtener resto 1 módulo 13. 

Si te interesa cómo se construyen estas 

columnas, revisa la hoja, y estudia 

especialmente las fórmulas de las potencias, 

que son del tipo 

 

 =SI(C15<=$G$5;RESIDUO($B$13*D14;$G$5);" ").  

Podemos interpretarlas como ñsi el exponente no llega al m·dulo, 

multiplicamos la anterior potencia por N y calculamos el residuoò 

De esta forma puedes descubrir el gaussiano por simple recorrido 

columna abajo hasta encontrar el primer 1. Como verás en próximos 

apartados, las potencias resultantes son periódicas, y su periodo es el 

orden del número, en este caso, 4. 
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NIVEL 2 

Podemos simplificar las columnas si sólo probamos con los divisores 

de ű(m). Esto ya requiere un poco de programación, ya que la hoja no 

puede encontrar los datos sólo con celdas y fórmulas. Hemos creado 

una subrutina y un botón para descubrir el gaussiano con menos 

pasos. Si te interesa la programación puedes investigar en el código 

Visual Basic. Lo que hace es calcular la indicatriz ű(m) y recorrer sus 

divisores para encontrar el exponente que se convierte en gaussiano. 

En la imagen están contenidas las columnas correspondientes a 7 

módulo 29: 

 

La indicatriz de 29 es 28, porque es primo. En la hoja se recorren los 

divisores de 28, lo que simplifica el esquema. Vemos que el primer 1 

aparece en el exponente 7, luego ese será el gaussiano de 7. 

NIVEL 3 

Es muy útil para nuestros estudios posteriores disponer del gaussiano 

en forma de función que tenga como parámetros un número y un 

módulo y nos devuelva el orden de ese número (o cero si no es primo 

con el módulo) 
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En la parte derecha de la hoja hemos utilizado esa función para 

encontrar rápidamente el gaussiano de un número, en el caso de la 

imagen, de 7 módulo 29. 

 

Su sintaxis  es FGAUSSIANO(NÚMERO;MÓDULO), en el ejemplo, 

FGAUSSIANO(7;29) 

Está implementado para números pequeños. Para otros mayores sería 

preferible usar la descomposición factorial. La versión que insertamos 

a continuación no es demasiado eficiente, pero es sencilla de entender. 

Quizás no puedas reproducirla, por carecer de algunas funciones, pero 

lo importante es que entiendas su estructura. 

Public Function fgaussiano(n, m)  

Dim f, i, p, e  

f = 0 óse comienza declarando nula la funci·n, por si no son coprimos 

If mcd(n, m) = 1 Th en óson coprimos 

p = n óinicio de las potencias del n¼mero 

i = 1 ócontador 

e = euler(m)  óencontramos la phi de Euler 

While i <= e And f = 0 ónos detenemos cuando encontremos potencia 

1 

p = p Mod m óencontramos el residuo de la potencia 

If p = 1 Then f = i óse encontr· el orden f 

p = p * n ósiguiente potencia 

i = i + 1 

Wend 

End If  

fgaussiano = f óse recoge el valor de f 

End Function  
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Gaussiano de las potencias de un resto  

Supongamos que un resto a tiene como gaussiano t, es decir 

g(a)=t. Es fácil demostrar que el gaussiano de una potencia de a, 

sea por ejemplo ak, equivale a  

Ὣὥ
ὸ

ὓὅὈὯȟὸ
 

Por ejemplo, G(4,29)=14 y si elevamos el 4 a la sexta se tendrá 

G(4^6,29)=14/MCD(6,14)=14/2=7 

Se puede razonar así: t divide a MCM(k,t), luego se cumplirá que 

aMCM(k,t)
 ¹1, por ser t el menor exponente con esa propiedad. 

Efectuamos unos cambios en la expresión: 

aMCM(k,t)= (ak)MCM(k,t)/k=(ak)t/MCD(k,t)
 ¹1, luego t/MCD(k,t) puede ser el 

gaussiano de ak. Sólo falta demostrar que es el más pequeño 

con esa propiedad. En efecto, si (ak)m
¹1, será akm

¹1, con lo que km 

será múltiplo de t, pero como también es múltiplo de k, lo será del 

MCM(k,t), luego m>= MCM(k,t)/k=t/MCD(k,t), luego esta expresión 

t/MCD(k,t) es la menor con esta propiedad, lo que la convierte en el 

gaussiano de ak. 

En esta tabla tienes un ejemplo de lo demostrado. El resto 4 tiene un 

gaussiano igual a 14 respecto al módulo 29, luego el gaussiano de sus 

potencias será un divisor de 14, precisamente el MCD de 14 y el 

exponente. Estúdialo bien: 
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Observamos 6 potencias con el mismo gaussiano 14, que se 

corresponden con los exponentes primos con 14, que son 6, porque 

ű(14)=6 

Otras seis potencias tienen gaussiano igual a 7. Se trata de los 

números pares, en los que MCD(2N,14)=2, y por la fórmula anterior su 

gaussiano será 14/2=7 

Por último, la potencia de exponente 7 presenta un gaussiano igual a 

14/7=2. 

Hemos descubierto que en el grupo monógeno engendrado por las 

potencias de un elemento de Zm no tienen que poseer el mismo valor 

del gaussiano, pero eso era de esperar, porque ocurre lo mismo en 

todo el grupo Zm. 

 

SUBGRUPOS CÍCLICOS EN ZM* 

Según el tema anterior, todo elemento a perteneciente a Zm* (conjunto 

de inversibles del grupo multiplicativo Zm) posee  un orden g(a) , que es 

el mínimo número entero tal que ar
¹1. Ese orden siempre es divisor de  

la indicatriz de Euler de m, ű(m), o igual a ella.  

ὥ ḳρ άέὨ ά 

Exponente KPotencia Gaussiano MCD(K,14)

1 4 14 1

2 16 7 2

3 6 14 1

4 24 7 2

5 9 14 1

6 7 7 2

7 28 2 7

8 25 7 2

9 13 14 1

10 23 7 2

11 5 14 1

12 20 7 2

13 22 14 1
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Sabemos que las potencias de un mismo elemento a forman siempre 

un grupo cíclico < a >. En el caso de un elemento de Zm* estos grupos 

tendrán el mismo orden que el elemento que los genera, es decir g(a). 

En efecto, las potencias a0, a1, a2,éag(a)-1 son todas distintas (si dos 

fueran iguales, al dividirlas resultaría una potencia del elemento igual a 

la unidad con exponente menor que g(a), en contra de la definición de 

g(a)). Sus productos pertenecen al conjunto, ya que si sobrepasan ag(a), 

al ser este la unidad, se puede eliminar de dicho producto. 

Por ejemplo, con módulo 13, el orden o gaussiano de 5 es 4, luego 

50ſ1 (mod 13, 51ſ5 (mod 13, 52ſ12ſ-1 (mod 13 y 53ſ8ſ-5 (mod 13 

formarán un subgrupo de Z13. Lo podemos representar así: < 5 > = {1, 

5, -1, -5} 

Así que el concepto de orden de un elemento coincide aquí con el 

de orden del grupo cíclico que engendra . Este grupo es el más 

pequeño que contiene ese elemento. Según la teoría general de 

grupos cíclicos, será abeliano (conmutativo) y único , para un valor 

dado del orden.  

Según los párrafos anteriores, en un subgrupo de potencias de un 

elemento de gaussiano g, existen ű(g) elementos con el mismo 

gaussiano, pero como hemos señalado que este grupo es único para 

ese valor de g, podremos afirmar: 

El conjunto de elementos pertenecientes a Z m* con un gaussiano 

concreto g tiene un cardinal de ű(g).  

Si volvemos al ejemplo concreto del módulo 29 que vimos más arriba, 

esta sería la descomposición de los elementos de Z29 según su 

gaussiano. Cada uno de los elementos engendrará un subgrupo de 

orden idéntico a su gaussiano, y todos los que compartan el mismo 

valor g de ese gaussiano formarán un subconjunto de ű(g) elementos: 



 

15 

 

 

 

Esta tabla es muy útil para repasar lo que hemos explicado hasta 

ahora: 

29 es primo, luego Z*29 contendrá 28 elementos inversibles, y poseerán 

como gaussiano uno de los divisores de 28: 28, 14, 7, 4, 2 y 1. Según 

lo explicado, cada conjunto de elementos con el mismo gaussiano k 

tendr§ un cardinal de ű(k). En la tabla vemos que aparecen 12 

elementos con gaussiano 28, y ű(28)=12. Luego, tenemos 6 con 

gaussiano 14 y otros 6 con el valor 7. Finalmente, otros cuatro 

presentan los gaussianos 4, 2 y 1. Si los sumamos todos, obtenemos 

28= ű(29), que es el cardinal de Z*29. 

Con esta tabla hemos comprobado la expresión de 28 en suma de 

ű(28)+ű(14)+ű(7)+ű(4)+ ű(2)+ű(1), que es un caso de la f·rmula 

general: 

ὲ •Ὠ

ể

 

Un número entero coincide co n la suma de las indicatrices de sus 

divisores.  

Periodicidad de las potencias  

Si en lugar de considerar sólo las  potencias de exponente menor que 

g(a) las estudiamos todas, es evidente que son periódicas, pues 

ak+tg(a)=ak*atg(a)=ak*1=ak 

Gaussiano Conjunto con el mismo gaussiano Función de Euler

28 2, 3, 8, 10, 11, 14, 15, 18, 19,26, 27  ˒ όнуύҐмн

14 4, 5, 6, 9, 13,22  ˒ όмпύҐс

7 7, 16, 20, 23, 24, 25  ˒ όтύҐс

4 12, 17  ˒ όпύҐн

2 28  ˒ όнύҐм

1 1  ˒ όмύҐм

Suma 28
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De paso hemos demostrado que el periodo de las 

potencias de a es precisamente g(a). Lo puedes 

comprobar con la hoja de cálculo que presentamos 

en anteriores párrafos. 

En la tabla figuran las potencias de 5 respecto al 

módulo 28. El orden de Z28* es 12 (ű(28)), el orden 

del 5 respecto a 28 es 6 (divisor de 12), y se produce, 

como puedes comprobar, una periodicidad de 

periodo 6. 

Además, los integrantes de cada ciclo son los 

elementos del grupo engendrado por el elemento 5: 

{5, 25, 13, 9, 17, 1} En el anterior apartado descubrimos que cada 

elemento de este tipo de grupos tiene un gaussiano diferente, como 

puedes ver en la siguiente tabla: 

 

Todos los gaussianos son divisores de 12 (ű(28)). 

Subgrupos generados  

Ha quedado claro que las potencias de un elemento no tienen que 

compartir el mismo gaussiano, luego los subgrupos que vamos a 

recorrer ahora no tienen por qué coincidir con los conjuntos estudiados 

más arriba. Lo que sí queda claro es que, dentro del subgrupo 

engendrado por un elemento, pueden aparecer subgrupos formados a 

partir de una potencia con un gaussiano menor.  

Exponente KPotencia Gaussiano

1 5 6

2 25 3

3 13 2

4 9 3

5 17 6

6 1 1

Exponente Resto

1 5

2 25

3 13

4 9

5 17

6 1

7 5

8 25

9 13

10 9

11 17

12 1

13 5

14 25

15 13

16 9

17 17

18 1
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Hemos preparado nuestra hoja GAUSSIANO para que dado un resto 

en Z*n encuentre el subgrupo que engendra mediante sus potencias. 

Más adelante estudiaremos los elementos que engendran todo Z*n, 

pero ahora los repasaremos todos. Para entenderlo mejor, estudia esta 

primera tabla que hemos creado, con módulo 13 y resto 11: 

 

En la primera columna figuran las potencias de 11, que como su 

gaussiano es 12, posee ese número de elementos. Este es G0, el 

subgrupo creado por las potencias de 11 en Z*13. Tal como vimos 

anteriormente, los elementos de ese grupo no han de tener gaussiano 

12. De hecho aparecen todos los divisores de 12: 6, 4, 3, 2 y 1. 

También vimos que las potencias de cada uno de ellos forman 

subgrupos del principal. Según la teoría de grupos, estos son únicos 

para cada orden, aunque se engendren con elementos distintos. 

Compruébalo: 

¶ G6: Grupo de orden 6: {4, 3, 12, 9, 10, 1} Engendrado en la 

tabla por 4 y 10. 

¶ G4: Grupo de orden 4: {5, 12, 8, 1} con generadores 5 y 8 

¶ G3: Grupo de orden 3: {3, 9, 1} engendrado por 3 y 9. 

¶ G2: Grupo de orden 2: {12, 1} con generador 12. 

¶ GE: Grupo trivial: {1} 

Obsérvese que el número de generadores de cada subgrupo coincide 

con el valor de su indicatriz de Euler. As² tenemos ű(6)= ű(4)=ű(3)=2 y 

por eso los primeros subgrupos poseen dos generadores. Sin 

embargo, como ű(2)=1, el pen¼ltimo tiene un solo generador. 

Subgrupo de potencias 

Exponente G0 Gaussiano Subgrupos

1 11 12   

2 4 6 4 3 12 9 10 1

3 5 4 5 12 8 1   

4 3 3 3 9 1    

5 7 12       

6 12 2 12 1     

7 2 12       

8 9 3 9 3 1    

9 8 4 8 12 5 1   

10 10 6 10 9 12 3 4 1

11 6 12       

12 1 1 1      
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Como son grupos de potencias, se cumple que si el gaussiano de a es 

divisor del de b, el grupo engendrado por a es subgrupo del 

engendrado por b. 

Todas las potencias de 11 pertenecen a un grupo, y algunas a varios.  

Para construir estas tablas, busca en Gaussiano.xlsm la hoja 

ñSubgrupo engendradoò y rellena tan sólo el módulo y el elemento 

dado. El resto lo construye la hoja. Aquí tienes otro ejemplo, con 

módulo 15 y elemento 7: 

 

Indicador de un elemento  

Dado cualquiera de los subgrupos que estamos estudiando, cualquier 

elemento de Z*n posee una potencia perteneciente a cada uno de ellos. 

En efecto, dado un subgrupo S, si un elemento a pertenece a él, 

bastará elevarlo a 1. Si no pertenece, lo elevamos a n para engendrar 

la unidad, pero hay casos en los que existen otros enteros positivos 

k<n tales que ak pertenece a S. Al menor de ellos le llamaremos 

indicador de a con respecto a S. Hemos visto que puede valer 1 o n. 

Observa la tabla anterior: el indicador de 5 respecto al subgrupo {11, 9, 

1} es 2, porque 52=11 es la potencia positiva más pequeña que 

pertenece al subgrupo. Igualmente, el 3 es el indicador respecto a {13, 

1} 

  

Módulo 14 Su gaussiano es 6

Número 5 Número válido

(Menor que el módulo y primo con él)

Subgrupo de potencias 

Exponente G0 Gaussiano Subgrupos

1 5 6   

2 11 3 11 9 1     

3 13 2 13 1      

4 9 3 9 11 1     

5 3 6        

6 1 1 1       

          

Subgrupos engendrados con potencias
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RAÍCES PRIMITIVAS 

En los apartados anteriores estudiamos el grupo multiplicativo Z*n de 

las unidades en Zn (números coprimos con n). Su orden coincide con 

ű(n). Cualquier elemento a de ese grupo engendrará a su vez un 

subgrupo cíclico < a > mediante sus potencias. Por el Teorema de 

Lagrange, el orden de ese subgrupo ser§ un divisor de ű(n) y recibe el 

nombre de gaussiano g de ese elemento. Recordemos que esto 

implica que ag ſ 1 (mod n. También vimos que el número de 

generadores de < a > coincide con ű(g). 

En este apartado estudiaremos las raíces primitivas , que son 

aquellos elementos que engendran todo Z*n, o lo que es equivalente, 

aquellos cuyo gaussiano coincide con ű(n). Según lo que hemos 

recordado, el número de esas raíces primitivas puede coincidir con 

ű(ű(n)), y de hecho es as² si Z* n es cíclico . Usamos la palabra ñpuedeò 

pues, como ya veremos, no to dos los módulos poseen raíces 

primitivas . 

En la tercera hoja de nuestra herramienta  Gaussiano.xlsm  
 
http://www.hojamat.es/sindecimales/congruencias/herramientas/herrco
ng.htm#gaussiano 
 

podemos descubrir el valor del gaussiano de todos los elementos de 

Z*n e identificar las raíces primitivas como aquellas cuyo gaussiano sea 

igual a ű(n). Aqu² tienes la tabla correspondiente al m·dulo 14 

 

http://www.hojamat.es/sindecimales/congruencias/herramientas/herrcong.htm#gaussiano
http://www.hojamat.es/sindecimales/congruencias/herramientas/herrcong.htm#gaussiano
http://www.hojamat.es/sindecimales/congruencias/herramientas/herrcong.htm#gaussiano
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Explicamos la tabla: El módulo es 14, luego existirán tantos inversibles 

como indique ű(14)=6. En efecto, Z*14 = {1, 3, 5, 9, 11, 13}, conjunto de 

6 elementos, como puedes comprobar en la tabla. Ahora bien, las 

raíces primitivas son generadores de todo Z*14, y su número ha de ser 

ű(ű(14)) = ű(6) = 2. 

Esto es así porque si una raíz primitiva se eleva a un exponente primo 

con ű(m), resulta otra ra²z primitiva, en virtud de la f·rmula que 

estudiamos anteriormente 

Ὣὥ
ȟ

  

En efecto, aparecen las dos raíces primitivas 3 y 5. Recorre sus 

potencias y comprobarás que engendran todo el grupo: 30ſ1, 31ſ3, 

32ſ9, 33ſ13, 34ſ11 y 35ſ5. Igualmente, 50ſ1, 51ſ5, 52ſ11, 53ſ13, 54ſ9 

y 55ſ3. 

Es fácil comprender entonces que si Z*k admite raíces primitivas tendrá 

carácter de cíclico, ya que está generado por las potencias de un 

mismo elemento. Según  esto, en virtud de una propiedad general de 

estos grupos, Z*k estaría engendrado por cualquier potencia de una 

ra²z primitiva cuyo exponente fuera coprimo con ű(k), ya que, en caso 

contrario engendraría sólo un subgrupo propio de Z*k. Todas esas 

potencias serían también raíces primitivas, luego su número será 

ű(ű(k)), como ya comprobamos m§s arriba. Observa esta tabla y 

comprueba que todas las raíces primitivas tienen exponentes coprimos 

con la indicatriz: 
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El módulo es 19, su indicatriz 18, 2 es una raíz primitiva, con gaussiano 

18, y observa hacia abajo que las demás raíces primitivas son 

potencias del 2 con exponentes coprimos con 18: {1, 5, 7, 11, 13, 17}, 

seis en total. 

Otros módulos no tienen raíces primitivas, como el 30: 

 

Vemos en la tabla que ningún elemento presenta gaussiano máximo 8 

(ű(30)=8), luego con módulo 30 no existen raíces primitivas. Se puede 

demostrar (no es simple, es un conjunto de teoremas que puedes 

consultar en los textos especializados) que sólo poseen raíces 

primitivas los módulos 2, 4, p k y 2p k, siendo p primo impar y k >=1. 

El 30=2*3*5 no es de ninguno de estos cuatro tipos, y carece de raíces 

primitivas. El 14 es del tipo 2pk  y sí tiene raíces primitivas. 

Para ayudarte a entender y practicar con esta situación hemos añadido 

dos rutinas a nuestra hoja Gaussiano.xlsm. Una encuentra la menor 

raíz primitiva de un módulo m, y te avisa si no existe tal raíz. Se basa 

en una búsqueda sistemática desde 1 hasta m-1. Este es su código: 
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Public Function minraiz(m) As Variant  

Dim o, g, j, mr  

 

mr = 0: o = sacaprimos(m): g = euler(m) óencuentra la indicatriz y los 

factores primos 

If m = 2 Or m = 4 Or (o = 1 And primo(1) <> 2) Or (o = 2 And primo(1) = 2 

And expo(1) = 1 And primo(2) <> 2) Then  

j = 1 óesta parte act¼a si el m·dulo posee la factorizaci·n adecuada 

While j < m And mr = 0  

If fgaussiano(j, m) = g Then mr = j ób¼squeda de la primera ra²z primitiva 

j = j + 1  

Wend 

minraiz = mr  

Else  

minraiz = "No tiene raíces primitivas" ócaso en el que el m·dulo no tiene 

raíces primitivas 

End If  

End Function  

 

No tienes que usar ningún botón, porque el resultado aparece 

automáticamente. 

 

Por ejemplo, con módulo 40=2^3*5 nos devuelve el resultado 

 
40 no pertenece a ninguno de los cuatros tipos de números que 

poseen raíces primitivas. Sin embargo, con el 98 nos resulta: 

 

Este resultado coincide con el obtenido mediante el bot·n ñInicioò: 
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Este módulo de hoja de cálculo no te añade ningún aprendizaje nuevo, 

pero te lo facilita. El siguiente sí es más conceptual. 

Criterio de los factores de la indicatriz  

Si buscamos la indicatriz del módulo, ű(m), y la descomponemos en 

factores primos, sean estos p1, p2, p3,é(escritos sin exponentes), un 

resto a será raíz primitiva si se cumple 

ὥ Ⱦ ḳὶȟὧέὲ ὶ ρ ᶅὭ 

Si todas las potencias presentan restos distintos de 1, a será raíz 

primitiva, y si por el contrario, alguna de las potencias es congruente 

con 1, ese resto a no será raíz primitiva. La justificación no es muy 

complicada: 

 Si una de las potencias es congruente con 1, el gaussiano de a sería 

menor que ű(m), y no podría ser raíz primitiva. Por el contrario, si 

ninguna es congruente con 1, sí ha de serlo, ya que, en caso contrario, 

existiría un divisor propio de ű(m), sea g, que sería el gaussiano de a y 

agſ1. Adem§s, como los cocientes ű(m)/pi son los divisores maximales 

de ű(m), uno al menos de ellos ser²a m¼ltiplo o igual al gaussiano, con 

lo que la potencia aű(m)/piſ1 en contra de lo supuesto. 

El siguiente módulo es una simple curiosidad y comprobación de lo 

anterior. 
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La anterior imagen se corresponde con el módulo 242, cuya indicatriz, 

110, posee los factores primos 2, 5 y 11. Hemos aplicado el criterio al 

resto 25, y vemos que no es raíz primitiva, porque la primera potencia 

25110/2 es congruente con 1. Efectivamente, su gaussiano es 

casualmente ese: 110/2=55. 

El siguiente ejemplo es el criterio aplicado al resto 5 respecto al módulo 

37 

 

La indicatriz de 37 es 36, con factores 2 y 3. La aplicación del criterio 

nos da dos potencias congruentes con 36 y 10 respectivamente, luego 

5 es una raíz primitiva. 

 

ÍNDICES MODULARES 

 

En el apartado anterior estudiamos las raíces primitivas, elementos del 

grupo multiplicativo Z*n de las unidades en Zn (números coprimos con 

n), tales que su gaussiano es m§ximo y coincidente con ű(n). Estas 

raíces, mediante sus potencias, engendran todo  Z*n, luego un 

elemento inversible cualquiera coincidirá con una potencia de la raíz 

primitiva. El exponente comprendido entre 0 y ű(n)-1 que logra esta 

coincidencia recibe el nombre de índice del elemento respecto a la 

raíz primitiva . También es llamado logaritmo discreto . 



 

25 

 

Es decir; si a es una raíz primitiva y b un elemento inversible, existe un 

exponente k en el intervalo (0, ű(n)-1) tal que akſb, y a ese exponente 

le llamaremos índice de b respecto a a. 

Por ejemplo, el módulo 7 posee dos raíces primitivas. La raíz 3 

engendra mediante potencias todos los elementos desde 1 a 6 (por ser 

7 primo son todos inversibles), 30
ſ1, 3

1
ſ3, 3

2
ſ2, 33ſ6,34ſ4, 35ſ5. Cada 

uno de los exponents es el índice de ese elemento. 

La función índice que asigna a cada elemento inversible el exponente 

de la menor potencia de la raíz primitiva que lo engendra la podemos 

representar por inda(b) o simplemente ind(b) si se conoce la raíz. 

También podemos representarlo como un logaritmo, que en este caso 

recibe el nombre de logaritmo discreto. En el ejemplo anterior 

ind3(6)=3, ind3(4)=4,éSi existe una ra²z primitiva, todos los elementos 

inversibles de Zm tendrán definido el índice. 

Al ser un exponente, las propiedades del índice o logaritmo discreto 

son previsibles (supongamos módulo m): 

 

¶ Inda(1)=0 

¶ Inda(a)=1 

¶ Ind(a*b)=ind(a)+ind(b) 

¶ Ind(ak)=k*ind(a) 

¶ Inda(x)=inda(b)*indb(x) (fórmula del cambio de base) 

¶ Inda(x
-1)= ű(m)-Inda(x) 

El cálculo de los índices en grupos complejos no es fácil, aunque se 

han creado muchos algoritmos eficientes, y por eso los índices son 

usados en algunos sistemas criptográficos. 

Aquí nos limitaremos, como siempre, a casos sencillos con los que 
aprender los conceptos. Hemos creado en nuestra hoja 
Gaussiano.xlsm 
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http://www.hojamat.es/sindecimales/congruencias/herramientas/herrco
ng.htm#gaussiano 

un confeccionador automático de tablas de índices para un módulo 

dado. Sólo tienes que escribir dicho módulo, y pulsar un botón para 

que aparezca la tabla, si es que existen raíces primitivas. Aquí tienes la 

del módulo 54: 

 

En columna aparecen los elementos inversibles de Z54, que hay 18, 

porque ű(54)=18. En la fila superior tenemos las ra²ces primitivas, que 

por ser 54 de la forma 2pk (2*33), existen con seguridad, y son 6, ya 

que ű(ű(54))=6. Con ella podemos encontrar el ²ndice de cualquier 

inversible. Por ejemplo, el índice de 37 respecto a 23 es 12, lo que 

indica que 2312=37. 

 

Ecuaciones potenciales  

Las tablas de índices nos pueden servir para resolver la ecuación  

ὼ ḳὥ άέὨ ά 

http://www.hojamat.es/sindecimales/congruencias/herramientas/herrcong.htm#gaussiano
http://www.hojamat.es/sindecimales/congruencias/herramientas/herrcong.htm#gaussiano
http://www.hojamat.es/sindecimales/congruencias/herramientas/herrcong.htm#gaussiano
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El comportamiento de los índices como logaritmos nos permite 

transformar esta ecuación en otra lineal, eligiendo cualquier raíz 

primitiva b y aplicando índices en ambos miembros respecto a ella. 

ὲ ὭὲὨὼḳὭὲὨὥ άέὨ •ά  

Según la teoría de las ecuaciones lineales en Zm, si llamamos d al 

MCD(n, ű(m)), el ²ndice de a ha de ser múltiplo de d para que exista 

solución. En ese caso basta despejar el índice de x y buscar después 

el valor de x en las tablas. Podíamos haber automatizado todo el 

proceso, pero parece que se aprende más de esta forma. 

Ejemplo: Resolver x6ſ37 (mod 54 

En primer lugar encontramos que ű(54)=18 (ver tabla y p§rrafos 

anteriores), luego d=MCD(6,18)=6. En la tabla citada buscamos el 

índice de 37 respecto a la raíz primitiva 5 y encontramos que es 12. 

Por tanto, como 12 es múltiplo de 6, deberá existir una solución (en 

realidad, según las propiedades de las ecuaciones lineales, deberían 

aparecer 6). Tomamos índices respecto al 5: 

6*ind5(x)ſind5(37) (mod 54 ſ12 

ind5(x)ſ12/6=2. 

Buscamos en la tabla qué inversible tiene índice 5 respecto a la raíz 

primitiva 5, y nos resulta 25. Comprobamos: 

251ſ25; 252ſ25*25ſ31; 253ſ25*31ſ19; 254ſ25*19ſ43; 255ſ25*43ſ49; 

256ſ25*49ſ37 

Así comprobamos que 25 es una solución de la ecuación propuesta. 

Pero hemos asegurado que existen otras cinco soluciones, que se 

pueden leer en la tabla si hubiéramos usado otra raíz primitiva. Son 

estas: 13, 43, 31, 7 y 49. Esto completa el conjunto de seis soluciones 

de la ecuación propuesta. 
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Otras ecuaciones de ese tipo no tienen solución. Por ejemplo: 

X7ſ12 (mod 49 

Formamos la tabla de índices módulo 49 y vemos que ind3(12)=11, que 

ű(49)=42 y MCD(7,42)=7, pero 11 no es m¼ltiplo de 7, luego no existe 

solución. Hemos creado una tabla con las séptimas potencias de los 

inversibles de Z*49 y sólo nos resultan seis resultados posibles: {1, 30, 

31, 18, 19, 48}, y el 12 no está entre ellos.  

El ejemplo anterior nos da una pista para descubrir si un resto dado es 

cúbico, bicuadrado o de otro orden en un módulo dado. Por ejemplo, 

¿es resto bicuadrado 15 en módulo 22? Planteamos a4=15 (mod 22 y 

analizamos: 

Formamos la tabla de índices módulo 22 
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ű(22)=10 y MCD(4,10)=2, luego ind(15) ha de ser m¼ltiplo de 2. Seg¼n 

la tabla, se cumple para cualquier raíz primitiva, luego sí es un resto 

bicuadrado. Podemos encontrar su raíz cuarta: 

4ind(a)=2, luego ind(a)=2/4 (mod 22 = 6  

El 3 posee índice 6, y cumple 34=15 (mod 22, luego existe la raíz 

bicuadrada de 15, y este valor 15 es resto bicuadrado (sólo hemos 

investigado una posibilidad, pero con una basta) 
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SUCESIONES CURIOSAS  
 

 

SUCESIÓN DE RECAMÁN 

 

Estudiamos hoy una original sucesión que Bernardo Recamán Santos 

envió a N. J. A. Sloane en 1991 para su colección, y que desde 

entonces ha originado múltiples desarrollos, incluso musicales (ver 

https://www.youtube.com/watch?v=h3qEigSSuF0).  

Su definición es la siguiente (versión con a1=1): 

a1=1 

an = an-1 ï n, si este valor es positivo y no figura ya en la sucesión  

an = an-1 +n, en caso contrario.  

Sus primeros términos son: 1, 3, 6, 2, 7, 13, 20, 12, 21, 11, 22, 10, 23, 

9, 24, 8, 25, 43, 62, 42, 63, 41, 18, 42, 17, 43, 16, 44, 15, 45, 14, 46, 

79, 113, 78, 114, 77, 39, 78, 38, 79, 37, 80, 36, 81, 35, 82, 34, 83, 33, 

84, 32, 85, 31, 86, 30, 87, 29, 88, 28, 89, 27, 90, 26, 91, 157,é (existe 

otra versión que comienza en 0, idéntica a esta en todo lo demás 

http://oeis.org/A005132) 

El punto clave, y que nos permitirá estudiar su programación con hoja 

de cálculo es el de no figura ya en la sucesión , pues esto obliga a 

mantener en memoria un registro de los valores anteriores ¿Cómo 

solucionarlo en una hoja de cálculo? Intentaremos varias posibilidades. 

 

Desarrollo de la sucesión mediante c eldas  

Las celdas de una hoja sirven de memoria en cualquier proceso, por lo 

que comenzaremos el estudio por ahí. En la imagen verás la formación 

de la sucesión de Recaman en la columna E, junto a otra auxiliar D que 

hemos añadido por simple comodidad: 

https://www.youtube.com/watch?v=h3qEigSSuF0
http://oeis.org/A005132
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La columna D contiene, simplemente, la diferencia an-1 ï n, que se 

obtiene con las expresiones =E2-FILA(),=E3-FILA(),=E4-

FILA(),éaprovechando la funci·n FILA, que aqu² representar§ el valor 

de n en la definición. Por eso hemos creado la sucesión a partir de la 

primera fila. Si ese valor en la columna D es positivo y no ha salido ya, 

será el valor del siguiente término de la sucesión. Por eso no extrañará 

que algunos de estos valores figuren en la columna E que 

estudiaremos a continuación. 

En dicha columna E hemos construido una fórmula un poco compleja. 

Esta es la correspondiente a la celda E3: 

=SI(Y(D3>0;CONTAR.SI(E$1:E2;D3)=0);D3;FILA()+E2)  

Recuerda que D3 contiene an-1 ï n, que en este caso sería a2 ï 2. 

La fórmula comienza con un SI, puesto que la definición se basa en 

una alternativa. Después una Y, ya que existen dos condiciones: una 

que D3 sea positiva, y otra que no figure ya en la columna E. La 

primera se resuelve con D3>0 y la segunda con 

CONTAR.SI(E$1:E2;D3)=0 . Usamos CONTAR.SI para ver si D3 ha 
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salido ya. Si el CONTAR da cero, es que no ha salido, y se admite. 

Observa que se busca desde la primera celda E$1 (referencia 

absoluta) hasta la anterior E2. 

Si ambas condiciones se cumplen, la función SI devuelve D3, como era 

de esperar, y, en caso contrario, FILA()+E2 , es decir, an-1 +n. 

Rellenando esta fórmula hacia abajo obtendremos la sucesión hasta el 

término que deseemos. Lo hemos efectuado hasta 2000 términos, para 

crear un gráfico similar al que figura en las publicaciones que tratan 

esta sucesión, en este caso de tipo lineal: 

 

 

Llaman la atención en el mismo las fuertes oscilaciones que se 

producen en algunos intervalos, en los que los términos sufren 

incrementos alternativamente positivos y negativos, como en este: 
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En este tramo, las diferencias positivas decrecen de uno en uno y las 

negativas de tres en tres. 

Si hubiésemos usado un gráfico de dispersión entre n y an 

obtendríamos 

 

 

Pertenencia de todos los enteros positivos  

N. J. A. Sloane conjeturó que cualquier entero positivo terminará 

apareciendo en la sucesión, y de hecho, estas son las posiciones en 

las que figuran los primeros términos: 1, 4, 2, 131, 129, 3, 5, 16, 14, 12, 

10, 8, 6, 31, 29, 27, 25, 23, 99734, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 64, 62, 60, 58, 

56,é https://oeis.org/A057167 

Nosotros podemos construir esta sucesión con la función COINCIDIR. 

Observa la imagen: 

 

https://oeis.org/A057167
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Se han reproducido los valores de las posiciones de 1, 2, 3,é salvo la 

del 19, que al ser 99734 excedía nuestro ámbito de estudio. Como uno 

de los objetivos de este documento es el aprendizaje de las técnicas 

de la hoja de cálculo, reproducimos la fórmula usada. La columna F 

contiene los primeros números naturales, y recuerda que E contiene la 

sucesión. Bastará, pues, usar la función COINCIDIR, para ver si el 

número dado figura o no en la sucesión, y en qué posición, que es lo 

que nos devuelve esa función COINCIDIR. Por ejemplo, para el 5 

usamos esta fórmula: =COINCIDIR(F5;E$1:E$2000;0) . En ella F5 es el 

valor 5 y E$1:E$2000 el rango de búsqueda (hemos llegado a 2000 

elementos). El 0 final indica que buscamos valores exactos, y la 

función nos devuelve 129, que es la posición en la que aparece el 5, 

como puedes ver en este recorte de la tabla: 

 

En ella también aparece el 131, número de orden del 4. 

Si hubiéramos creado una tabla de muchos más términos 

terminaríamos por encontrar en ella todos los números naturales. Eso 

es lo que conjetura Sloane. 

Función RECAMAN(n)  

El desarrollo anterior puede ser más o menos interesante, pero, como 

hemos procedido en casos parecidos, sería muy útil obtener un valor 

de la sucesión por cálculo directo (en realidad, en su interior sería 

recursivo), de forma que dado un número de orden, existiera una 

función que nos devolviera el término correspondiente de la sucesión 

de Recaman. Esto choca con el mismo inconveniente que en el caso 

del cálculo progresivo, y es el almacenamiento de los valores 

anteriores. Esa función debería contener un vector o tabla que 

memorizara dichos valores. En el Basic de las hojas de cálculo no 

existe un dimensionamiento dinámico de un vector en función de n, por 

lo que no sería práctico. Por ello hemos pensado almacenar los valores 



 

35 

 

previos en un string o cadena de caracteres, que crece dinámicamente 

sin problemas. 

La función cuya codificación presentamos ahora almacena los valores 

previos de la sucesión en el string prev$ , pero para que no se den 

ambigüedades, rodea cada número de dos almohadillas #, es decir, 

almacenamos un 12 como #12#, para evitar que se confunda con 112, 

que sería #112# en nuestro sistema. Es un truco que nos evitará 

muchos problemas. También deberemos suprimir el espacio en blanco 

que las hojas añaden a los números, pues, si no, el 12 se podría 

codificar como # 12# y no ser detectado. Este cambio lo efectuará la 

función AJUSTA, que es la siguiente (quien no tenga interés en esto 

puede pasar a la función principal): 

Public Function ajusta(a$) As String  

If Mid(a$, 1, 1) = " " Then a$ = Right$(a$,  Len(a$) - 1) 

ajusta = "#" + a$ + "#"  

End Function  

 

Disponiendo de esta función auxiliar ya podemos describir la función 

RECAMAN(n). Es esta: 

Public Function recaman(n)  

Dim prev$, sd$  

Dim d, ant, reca, i  

 

prev$ = " #1# "  

ant = 1   óInicia los valores de la sucesión de Recaman 

If n = 1 Then  

reca = 1 óCaso en el que n=1 

Else 

For i = 2 To n  

d = ant ï i óCalculamos la diferencia an-1 - n 

If d > 0 Then  

sd$ = ajusta(Str$(d)) óSi la diferencia es positiva, vemos si ya figura en 

la sucesión 
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If InStr( prev$, sd$) = 0 Then óUsamos InStr para ver si la diferencia 

figura en el string 

reca = d óSi no est§, la admitimos como nuevo valor 

Else 

reca = ant + i óSi ya figura en la sucesi·n, usamos la definici·n 

alternativa 

End If  

Else 

reca = ant + i óSi es negativa, también usamos la definición alternativa 

End If  

sd$ = Str$(reca) óIncorporamos el nuevo t®rmino al string que los 

recuerda 

prev = prev + ajusta(sd$)  

ant = reca  

Next i  

End If  

recaman = reca  

End Function  

 

Copia, si así lo deseas, estas dos funciones en tu hoja de cálculo, y así 

podrás jugar un poco con esta sucesión. Por ejemplo, puedes 

descubrir estas curiosidades o ampliarlas: 

Elementos repetidos  

El primer caso de términos repetidos en la sucesión de Recaman es el 

42, que aparece en el índice 20 y en el 24: 

recaman(20)=recaman(24)=42. Dado un término, no es difícil encontrar 

el siguiente con el mismo valor. Hemos señalado que el primer repetido 

es el 42, en los lugares 20 y 24 Dado otro valor, ¿existirá otro con el 

mismo valor?¿cuál será la siguiente aparición?  

Esta cuestión y otras parecidas podemos resolverla con esta función: 
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Public Function sig_recaman(indi)  

Dim v, j, v1  

 

v = recaman(indi)  

j = indi  

v1 = 0 

While v <> v1  

j = j + 1 

v1 = recaman(j)  

Wend 

sig_recaman = j  

End Function  

 

En ella, dado un número de orden, se busca la siguiente aparición del 

término correspondiente a ese número de orden. Se le incluye un tope 

de 10^4  para evitar el bloqueo de la función. Como esta última 

situación es la más frecuente, sólo destacaremos los casos contenidos 

en http://oeis.org/A064284 

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 1, 1, 1, 1,é 

En ellos se descubre que repeticiones hay pocas, y casi siempre de 

sólo dos elementos. Con nuestra función sig_recaman  se pueden 

comprobar algunas: 

 

Recaman(20)=recaman(24)=42 

Otros casos tardan mucho en aparecer y no merece la pena seguir por 

este camino. 

 

http://oeis.org/A064284
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Términos iguales a su número de orden  

También existen muy pocos. Se puede plantear que recaman(n)=n  y 

ver qué pasa. Sólo encontraremos recaman(1)=1, 

recaman(1520)=1520, recaman(9317)=9317 y alguno más. Los demás, 

si existen, sobrepasan nuestra capacidad de cálculo, ya que 

pertenecerían a esta sucesión 

http://oeis.org/A064568 

3, 11, 21, 39, 76, 248, 844, 1520, 2752, 9317, 17223, 31221, 57071, 

99741, 589932, 58056875, en los que el término es múltiplo del 

número de orden. 

El mismo caso, pero  con una unidad de diferencia  

¿Pueden ser n y recaman(n) número consecutivos en cualquiera de los 

dos sentidos? 

Podemos plantear la condición ABS(RECAMAN(N)-N)=1 y hemos 

encontrado recaman(2)=3 y recaman(10)=11. Entre los números 

menores que 3000 no hay más. 

A continuación incluimos la tabla de los números N menores que 1000 

cuya diferencia con RECAMAN(N) es menor que 10 

 

Una vez que tienes a tu disposición la función RECAMAN puedes 

emprender tus propias búsquedas.  

http://oeis.org/A064568
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SUCESIÓN DE GOLOMB 

 

Ya estudiamos en 2010 conjuntos relacionados con este matemático  

http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2010/03/jugamos-con-sidon-y-

golomb.html 

Hoy lo hacemos con una de sus sucesiones. Se trata de esta: 

1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 4, 5, 5, 5, 6, 6, 6, 6, 7, 7, 7, 7, 8, 8, 8, 8, 9, 9, 9, 9, 9, 

10, 10, 10, 10, 10, 11, 11, 11, 11, 11, 12, 12, 12, 12, 12, 12,é 

http://oeis.org/A001462 

También se la conoce como sucesión de Silverman. Como ves, es no-

decreciente. 

Tiene una definición muy curiosa, y es que a(n) representa el número 

de veces que aparece n en la sucesión, si además definimos a(1)=1 e 

implícitamente aceptamos que cada valor  de n ocupa el mínimo 

número de orden posible. 

Lo verás mejor si acompañamos cada valor con su índice: 

 

La imagen de 1 es 1 por definición. La de 2 es 2 porque en la sucesión 

figura ese valor dos veces. También el 3 aparece repetido, por lo que 

a(3)=2. A(4)=3 debido a que aparecen tres cuatros, y así con todos. 

Este es un ejemplo muy elegante de autorreferencia, pues se define un 

objeto como si ya estuviera construido, pero sólo lo podemos formar si 

seguimos la definición. 

Si aceptamos la condición de que cada valor ocupe el primer número 

de orden que esté libre, y que cada nueva imagen es la menor que 

cumple a(n)>=a(n-1), esta sucesión es única. En efecto, nos ponemos 

a razonar: 

http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2010/03/jugamos-con-sidon-y-golomb.html
http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2010/03/jugamos-con-sidon-y-golomb.html
http://oeis.org/A001462
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A(1)=1 por definición, luego sólo existirá un 1 en la sucesión, por lo que 

la imagen de 2 no podrá ser 1. Según las condiciones, ha de ser 2, 

luego en la sucesión deberá haber un par de 2. Como hemos quedado 

en que se ocupan los menores números de orden, deberá quedar: 

 

Esto significa que a(3)=2, luego también repetiremos el 3 dos veces: 

 

Obligamos así a que el 4 y el 5 figuren tres veces: 

 

Ya podrás seguir tú el razonamiento y completar la sucesión, que con 

las condiciones impuestas será única. 

¿Lo podría conseguir una hoja de cálculo? La respuesta es afirmativa, 

y el algoritmo no es muy complejo. Necesitamos dos punteros, indi1, 

que recorrerá los valores de n, e indi2 que llevará la cuenta de los 

lugares que van quedando libres en la sucesión. Con indi1 se leen los 

valores, y con indi2 se escriben. Para evitar celdas vacías en los 

primeros valores, se rellenan el 1 y el 2. Quedará así con el Basic de 

las hojas: 

Sub golomb()  

Dim indi1, indi2, i, j, v  

 

indi1 = 2 óEl primer valor que se lee es el 2, en la celda (2,2) 

indi2 = 2 óEl primero que se escribe tambi®n es el 2 

Cells( 1, 2).Value = 1 óRellenamos los dos primeros valores en las 

celdas (1,2) y (2,2) 

Cells(2, 2).Value = 2  

For i = 1 To 12 óTomamos 12 valores, pero pod²an ser muchos m§s 

v = Cells(indi1, 2).Value óLeemos el valor indicado por indi1 (que 

también es fila en la hoja) 
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For j = 1 To v óEscribimos tantos valores nuevos como indique v 

Cells(indi2, 2).Value = indi1 óTodos los valores ser§n iguales a indi1 

indi2 = indi2 + 1 óAvanza la escritura 

Next j  

indi1 = indi1 + 1 óAvanza la lectura 

Next i  

End Sub  

 

 

Con esta subrutina se generará la sucesión de Golomb en la columna 

2 de una hoja de cálculo: 

 

 

 

 

Para mayor claridad hemos copiado los resultados en varias columnas, 

manualmente. Observarás que se reproducen fielmente los valores 

deseados. 
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La forma de generación de esta sucesión garantiza que a(n)<=n, ya 

que los valores de los n¼meros naturales aparecen ñcon retrasoò, y 

cuando aparece el valor, el índice ha crecido más que él. El retraso se 

puede medir con la diferencia n-a(n): 

 

Vemos que los retrasos a partir de 3 son todos positivos y crecientes. 

Una propiedad elemental, pero que hay que pensar en ella un poco, es 

que las sumas parciales de esta sucesión coinciden con el índice de la 

última aparición en la sucesión del número de sumandos. Más claro: si 

sumo tres términos, 1+2+2=5, obtengo que la última aparición del 3 
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ocurrirá en el término 5. Esto es por la propia definición: el 1 aparece 

una vez, el 2 dos y el 3 otras dos, luego el último 3 aparecerá en el 

lugar 5. 

La sucesión de sumas parciales es  

1, 3, 5, 8, 11, 15, 19, 23, 28, 33, 38, 44, 50, 56, 62, 69, 76, 83, 90, 98, 

106, 114, 122, 131, 140, 149, 158, 167, 177, 187,é 

(http://oeis.org/A001463) y coincide con el lugar de la última aparición 

de su número de orden. Así, si el quinto término es 11, ahí ocurrirá la 

última aparición del 5. 

Según esto, si llamamos F(n) a los términos de la sucesión de Golomb 

y G(n) a sus sumas parciales, se cumplirá (estúdialo bien) que 

F(G(n)) = n 

Fórmula recurrente  

Colin Mallows ha ideado una recurrencia muy atractiva para evaluar 

F(n): 

F(1) = 1; F(n+1) = 1 + F(n+1-F(F(n))).  

En hoja de cálculo las recurrencias son posibles, pero si se agota la 

pila de datos se puede bloquear el cálculo. Lo hemos intentado y 

funciona bien para los primeros términos, pero no va mucho más allá. 

En Basic sería 

Public Function a(n)  

If n = 1 Then  

a = 1 

Else 

a = 1 + a(n - a(a(n - 1))) 

End If  

End Function  

 

Con ella hemos formado esta tabla 

http://oeis.org/A001463
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En PARI también funciona la recurrencia, pero no merece la pena 

porque se va ralentizando para números grandes: 

a(n)=if(n==1,1,1+a(n -a(a(n-1)))) 

{for(i=1,30,print1(a(i),", "))}  

 

 

 

Aproximación asintótica  

Por lo que hemos leído, no ha sido muy fácil llegar a esta expresión: 

Ὂὲ ᶮ ᶮὲᶮ  

 

La comprobamos gráficamente 



 

45 

 

 

Se ve que son prácticamente indistinguibles. 

 

NÚMEROS BELGAS 

 

Estos números han sido introducidos por Eric Angelini y publicados en 

el año 2005 en http://oeis.org/A106039. Hay varios tipos, por lo que 

comenzaremos con los 0-Belgas. Estos números tienen la propiedad 

de que si a partir del número 0 vamos sumando reiteradamente las 

cifras (por orden) del número dado, se forma una sucesión que 

contiene a ese número. Por ejemplo, el 18 es 0-belga, porque a partir 

del 0 vamos a ir sumando sucesivamente 1, 8, 1, 8,éhasta llegar o 

sobrepasar el 18: 0, 1, 9, 10, 18, resultando que el mismo 18 es 

término de la sucesión. Sin embargo, el 19 no lo es, porque se forma la 

sucesi·n 0, 1, 10, 11, 20, 21, 30,éal ir sumando sucesivamente 1, 9, 

1, 9,é y el mismo 19 es sobrepasado sin pertenecer a la sucesi·n. Se 

llaman 0-belgas porque la sucesión la comenzamos en 0, y los 

primeros son estos: 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 17, 18, 20, 21, 22, 24, 26, 27, 

30, 31, 33, 35, 36, 39, é http://oeis.org/A106039 

Si un número posee 3, 4 o más cifras, estas se irán también sumando 

de forma sucesiva y ordenada. 

http://oeis.org/A106039
http://oeis.org/A106039
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Llamaremos n-belgas a aquellos números que pertenecen a la 

sucesión formada al sumar cifras, pero comenzando en el número n, 

siendo n menor que el número dado. Así, estos son los 1-belgas: 

1, 10, 11, 13, 16, 17, 21, 23, 41, 43, 56, 58, 74, 81, 91, 97, 100, 101, 

106, 110,é http://oeis.org/A106439 

Por ejemplo, el 23, comenzando en 1, genera con las cifras 2 y 3 la 

sucesi·n 1, 3, 6, 8, 11, 13, 16, 18, 21, 23,éa la que ®l mismo 

pertenece. 

Se han publicado también los 2-belgas (A106518), los 3-belgas 

(A106596) y otros. 

Función ESBELGA  

Dado un número cualquiera, es posible saber si es 0-belga, 1-belga o 

de rango superior. Podemos idear una función con dos parámetros, 

uno, el número dado, y otro, el tipo. Como el objetivo de este estudio 

es experimentar y descubrir curiosidades, daremos dos versiones de 

esta función, una un poco larga, antes de reflexionar sobre la cuestión, 

y otra simplificada. 

En primer lugar pensamos en lo obvio: 

¶ Deberemos extraer las cifras del número 

¶ Después las iremos sumando ordenadamente a partir del 

número tipo 

¶ Proseguimos hasta llegar o sobrepasar el presunto número 

belga 

¶ Si un término de la sucesión coincide con el número dado, es 

que sí es belga. 

Algo así, en el Basic VBA: 

Function esbelga(n, t) óLos par§metros son el n¼mero y el tipo 

Dim c(10) óSe reserva un vector para almacenar hasta diez cifras (se 

puede ampliar) 

Dim i, nu, a, b, m, p  

Dim es As Boolean  

http://oeis.org/A106439
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óEn primer lugar se extraen las cifras y se almacenan  

i = 0: m = n  

While m > 0  

p = m - 10 * Int(m / 10)  

i = i + 1 

c(i) = p ómemorias que guardan las cifras 

m = Int(m / 10)  

Wend 

nu = i  

 

óIniciamos la prueba para ver si es belga 

es = False  

i = 1: a = t óLa variable a se inicia en el tipo 

While a < n óCreamos una sucesi·n hasta n 

m = i Mod nu: If m = 0 Then m = nu  

a = a + c(nu - m + 1) óSe van sumando las cifras a la variable a 

i = i + 1 

If a = n Then es = True óSi la sucesi·n coincide con n, es belga 

Wend 

esbelga = es  

End Function  

 

Esta función resulta lenta para valores grandes de n, ya que contiene 

demasiados ciclos de suma de cifras. Sería más práctico eliminar todo 

esos ciclos dividiendo de forma entera n-t (siendo t el tipo de belga) 

entre la suma de sus cifras. Para números pequeños no se advierte 

diferencia en la rapidez del algoritmo, pero siempre debemos intentar 

simplificar. También se puede usar la función MOD para acelerar la 

extracción de cifras. Quedaría así: 

Function esbelga(n, t) As Boolean  

Dim c(10)  

Dim i, nu, a, m, p, s  

Dim es As Boolean  

 

i = 0: m = n: s = 0  
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While m > 0  

p = m Mod 10  

i = i + 1 

c(i) = p: s = s + p óExtracci·n de cifras en orden inverso 

m = Int(m / 10)  

Wend 

nu = i 

 

a = (n - t) Mod s óSe eliminan los ciclos de suma de cifras 

i = 1 

If a = 0 Then óSi el n¼mero es m¼ltiplo de la suma de cifras, es belga 

es = True  

Else 

es = False  

For i = 1 To un óSe eliminan cifras de la suma para ir probando 

If Abs(a - s) < 1 Then es = True óDeber²a escribirse a=s, pero as² 

eliminamos problemas de coma flotante 

If Not es Then s = s - c(i)  

 

Next i  

End If  

esbelga = es  

End Function  

 

Por si deseas experimentar, esta es la versión de la función para PARI: 

esbelga( n,p)={s=0;k=0;x=n;while(x>0,s+=x%10;x=(x -

x%10)/10;k++);  

r=(n-p)%s;t=s;x=n;e=0;for(j=0,k,if(r==t,e=1);t -=x%10;x=(x -

x%10)/10;);  

return(e);}  

 

En la imagen se han generado con esta función los belgas de tipo 0, 1 

y 2: 
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Algunas propiedades  

Esta idea de eliminar previamente todos los ciclos de suma de cifras 

permite afirmar algo más: 

Si un número es divisible entre la suma de sus cifras, será 0 -

belga.  

En efecto, al sumar n ciclos de suma de cifras llegamos a n sin tener 

que recorrer la sucesión. Estos números son los llamados Números 

Harshad o de Niven: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 18, 20, 21, 24, 27, 

30, 36, 40, 42, 45, 48, 50, 54, 60, 63, 70,é http://oeis.org/A005349 

Aplícale a cualquiera de ellos la función ESBELGA con parámetro 0 y 

deberá devolverte siempre VERDADERO. 

El número de k -belgas, para cualquier valor de k, es infinito  

Bastará sumar a k todos los múltiplos de la suma de cifras de cualquier 

otro número. 

Todo número es k -belga para algún valor de k  

Porque k puede ser el resto de dividir n entre la suma de sus cifras. 

Números autobelgas  

Puede darse la casualidad de que un número que comienza por la cifra 

k, sea también k_belga. Por ejemplo, el 25 tiene como primera cifra el 

2, y 2-belga. 

Esto no pasa de ser un divertimento, como todo el tema, pero nos 

permite crear una función: 

  

http://oeis.org/A005349
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Function autobelga(n)  

Dim c, l  

 

l = Len(Str$(n)) ï 1 óExtrae el n¼mero de cifras 

If l = 1 Then c = n Else c = Int(n / 10 ^ (l - 1)) ôExtrae la oprimera cifra 

If esbelga(n, c) Then autobelga = True Else autobelga = False 

óComprueba si es belga 

End Function  

 

Con ella es fácil crear listados de autobelgas. En la imagen se han 

listado los comprendidos entre 10 y 30: 

 
 

Están publicados en http://oeis.org/A107062 

Estos números se llaman autobelgas de primer tipo. Hay otros de 

segundo, en los que además de coincidir la primera cifra con el tipo, 

también lo hace la segunda con la primera cifra del segundo término. 

No merece el tema tanta complicación. Te dejamos que busques 

información y experimentes. 

 

 
SUCESIÓN DE MIAN-CHOWLA 

 

Esta sucesión se define por recurrencia de dos formas equivalentes: 

(a)  a(1) = 1,  a(n) es el menor número mayor que a(n-1) tal que todas 

las sumas a(i)+a(j) con i, j Òn son distintas. 

http://oeis.org/A107062
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(b) a(1) = 1,  a(n) es el menor número mayor que a(n-1) tal que todas 

las diferencias a(i)-a(j) con i,jÒn i>j son distintas. 

Aquí trabajaremos con la primera. 

Pertenece al rango de problemas y conjuntos de Sidon, matemático 

que estudió las cuestiones sobre sumas o diferencias todas distintas, 

Puedes leer nuestra entrada 

http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2010/03/jugamos-con-sidon-y-

golomb.html 

Los primeros elementos son 1, 2 , 4, 8, 13, 21, 31, 45, 66,... 

http://oeis.org/A005282 

Comprobemos la definición con el 8: Los términos anteriores (1, 2, 4) 

producen las siguientes sumas 2, 3, 4, 5, 6, 8. Deberíamos ahora 

probar con el siguiente número, el 5, pero este produce la suma 1+5=6, 

que ya está en la lista, luego no es válido. Probamos el 6, y la suma 

2+6=8 lo invalida. El 7 tampoco pertenece a la sucesión, ya que 1+7=8 

pertenece a la lista de sumas. Probamos el 8, que produce las sumas 

9, 10 y 12, no incluidas en la lista, luego el 8 es válido y se incorpora a 

la lista. 

 

Generación con hoja de cálculo  

Para generar esta sucesión necesitamos definir una matriz  en la que 

almacenar las distintas sumas que hay que considerar. Se puede 

aprovechar el hecho de que una vez calculadas las sumas para a(n-1), 

se pueden usar también para a(n), con lo que en cada iteración 

aparecerán n sumas nuevas. Esto nos puede llevar a usar una 

columna de hoja de cálculo como matriz que almacene las sumas 

previas a cada elemento. Así lo hemos implementado, como puedes 

ver en la imagen (más adelante explicaremos cómo conseguimos que 

aparezcan): 

http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2010/03/jugamos-con-sidon-y-golomb.html
http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2010/03/jugamos-con-sidon-y-golomb.html
http://oeis.org/A005282
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En la columna de la izquierda hemos ido acumulando sumas, y en la 

de la derecha, elementos de la sucesión. Así, la suma 2 pertenece al 

elemento 1. Al incorporar un nuevo elemento, en este caso el 2, se 

incorporan las sumas 3 y 4. Con el elemento 4, las sumas 5, 6 y 8, y 

por último, con el 8, las restantes 9, 10, 12 y 16. 

¿Cómo conseguimos la aparición automática de elementos y sumas 

nuevas? Hemos diseñado un botón que en cada pulsación incorpora 

un elemento nuevo en la columna (o matriz) de elementos y las 

correspondientes sumas en la columna de la izquierda. 

La idea es esta: 

Comenzamos con a(1)=1 s(1)=1 

Para cada posible elemento nuevo, ensayamos en primer lugar el valor 

a(n-1)+1. Si ese valor produce sumas distintas a las ya existentes, lo 

aceptamos e incorporamos a la lista. En caso contrario, probamos con 

a(n-1)+2, a(n-1)+3,éhasta que lleguemos a un n¼mero que produzca 

un conjunto de sumas todas distintas. 

Si deseas practicar con ese botón, puedes descargarte la hoja alojada 

en esta dirección 

http://www.hojamat.es/sindecimales/aritmetica/teoria/apunarit.htm#mia

n 

Si te gusta la programación, sigue esta rutina en VBA, contenida en la 

hoja enlazada: 

  

http://www.hojamat.es/sindecimales/aritmetica/teoria/apunarit.htm#mian
http://www.hojamat.es/sindecimales/aritmetica/teoria/apunarit.htm#mian
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Sub nu evo()  

Dim sumas, elem, x, x1, i, j, x0, s  

Dim vale, dasuma As Boolean  

 

sumas = ActiveWorkbook.Sheets(3).Cells(7, 4).Value óLee los 

primeros elementos 

elem = ActiveWorkbook.Sheets(3).Cells(7, 7).Value  

x1 = ActiveWorkbook.Sheets(3).Cells(8 + elem, 7).Value  

 

vale = False  

x = x1 + 1 

While Not vale óSe recorre un bucle mientras no aparezcan sumas 

distintas 

dasuma = False ôEsta variable controla si una suma se repite 

i = 1 

While i <= elem And Not dasuma óBucle de b¼squeda de sumas no 

repetidas 

x0 = ActiveWorkbook .Sheets(3).Cells(8 + i, 7).Value  

j = 1 

While j <= sumas And Not dasuma  

s = ActiveWorkbook.Sheets(3).Cells(8 + j, 4).Value  

If x1 + x0 = s Then dasuma = True óUna suma se ha repetido, y se 

rechaza el nuevo elemento 

j = j + 1 

Wend 

i = i + 1 

Wend 

If dasuma Then 

x1 = x1 + 1 

Else 

vale = True  

elem = elem + 1 óSe ha encontrado un elemento v§lido y se incorpora 

a la columna 

ActiveWorkbook.Sheets(3).Cells(8 + elem, 7).Value = x1  

For j = 1 To elem óSe incorporan las sumas nuevas 
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x0 = ActiveWorkbook.Sheets(3).Cells( 8 + j, 7).Value  

ActiveWorkbook.Sheets(3).Cells(8 + sumas + j, 4).Value = x1 + x0  

Next j  

End If  

 

Wend 

 

End Sub  

 

Hemos aprovechado la estructura de la hoja de cálculo para no tener 

que definir matrices o vectores de datos.  

Curiosidades sobre esta sucesión  

En la hoja arriba enlazada hemos copiado los primeros términos de la 

sucesi·n en la hoja ñPropiedadesò. Como en OEIS s·lo figuran 50 

elementos y algunas curiosidades implican muchos términos, hemos 

adaptado el algoritmo anterior para convertirlo en una función MIAN(N), 

tal que dado el número de términos, devuelva una cadena de 

caracteres (string) con los primeros términos de la sucesión de Mian-

Chowla. Despu®s, con la t®cnica de ñTexto en columnaò se pueden 

organizar en fila o columna. Hay que advertir que según el número de 

términos, la función puede ser lenta. Al ser este algoritmo muy 

parecido, remitimos al código VBA de la hoja enlazada. 

 

Con esta lista de la hoja ñPropiedadesò podemos comprobar algunas 

de las afirmaciones que se han hecho sobre esta sucesión. Por 

ejemplo: 

El límite de la suma de los inversos de esta sucesión está entre 

2.158435 y 2.158677 

Creamos una columna paralela a la lista que contenga los inversos, y 

al lado otra que recoja la sumas parciales. Con los términos que hemos 

identificado, la lista termina así: 
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Como vemos, se queda a una milésima aproximada de lo conjeturado, 

pero con hoja de cálculo no se puede afinar más sin un enorme gasto 

de tiempo. 

2).-La suma de los cuadrados de los inversos converge a 

1.33853369  

 

Con un par de columnas, una de cuadrados de inversos, y otra de 

sumas parciales, llegaremos a 

 

Es más aproximado que el anterior, porque los sumando son más 

pequeños. 

3).- Los valores de la sucesión, a partir de n=4, están 

comprendidos entre n 2/2 y n 3/3 

Aquí tienes el cálculo para los términos 401, 475 y 565: 

 

Ajuste  

Se han dado otros varios ajustes de esta sucesión, pero no ha sido 

posible comprobarlos con la hoja. Así que, como una práctica, 

ajustaremos mediante una función potencial: 
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No está mal, un R2=0,9975, que nos aproximaría a una potencial de 

exponente 2,5 aproximadamente, pero es un cálculo no muy exacto. 

 

 

LA PERMUTACIÓN YELLOWSTONE 

 

En los últimos meses nos hemos acostumbrado a estudiar sucesiones 

con definiciones muy originales, como las incluidas en el documento de 

N.J.A. Sloane ñMy Favorite Integer Sequencesò 

 http://arxiv.org/abs/math/0207175 

En esta de hoy se comienza con los valores a(1)=1, a(2)=2 y a(3)=3, y 

los siguientes a(n) son los números naturales más pequeños que aún 

no hayan aparecido en la sucesión y que tengan algún factor común 

con a(n-2) y ninguno con a(n-1). Para entenderlo bien podemos ir 

generando términos según la definición. A 1, 2 y 3 le debe seguir el 4, 

que es el más pequeño que comparte factores primos con el 2 pero no 

con el 3. Tenemos ya 1, 2, 3 y 4. 

El siguiente no puede ser 5, 6, 7 ni 8. Deberá ser el 9, que comparte el 

factor 3 con el 3 y ninguno con el 4. Así podemos seguir generando, 

hasta completar: 

1, 2, 3, 4, 9, 8, 15, 14, 5, 6, 25, 12, 35, 16, 7, 10, 21, 20, 27, 22, 39, 11, 

13, 33, 26, 45, 28, 51, 32, 17, 18, 85, 24, 55, 34, 65,é( 

http://oeis.org/A098550) 

http://arxiv.org/abs/math/0207175
http://oeis.org/A098550
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Esta sucesión no es creciente, y algunos números tardan en aparecer, 

como el 10. Se llama permutación porque se ha demostrado que todos 

los números naturales aparecen una vez (Ver 

https://cs.uwaterloo.ca/journals/JIS/VOL18/Sloane/sloane9.pdf) 

Más adelante comentaremos sus propiedades. Puedes consultar 

también el documento http://arxiv.org/pdf/1501.01669v2.pdf 

Ahora, como siempre intentamos en este blog, la intentaremos 

reproducir con hoja de cálculo.  

Generación con hoja de cálculo  

Aprovecharemos las columnas de una hoja de cálculo para simplificar 

el problema. La parte más pesada de la generación es averiguar si el 

siguiente número pertenece o no a la sucesión ya formada por k 

términos. Deberíamos recorrer los ya aparecidos y compararlos con el 

candidato nuevo. Se tarda bastante cuando ya existen muchos 

términos, y es conveniente simplificar. 

Para que las comparaciones sean más rápidas dedicaremos la primera 

columna A de una hoja a llevar cuenta de los términos que ya han 

salido. Escribiremos un 1 en la fila k si ya ha aparecido un término con 

valor k, y la dejamos en blanco si aún no ha 

aparecido. Así, si analizamos un nuevo 

candidato, no hay que recorrer un conjunto, 

sino ir a su fila directamente. En la imagen 

vemos en la columna B los términos que van 

saliendo, y en la columna A un 1 en las filas 

correspondientes a dichos elementos: 

Como el 14 y el 15 ya pertenecen a la 

sucesión, en las filas 14 y 15 figura un 1. La 

10 está vacía porque aún no ha aparecido el 

10 como término válido. Analiza bien los 

distintos valores de ambas columnas. 

El averiguar si ya ha salido un número o no se puede resolver con esta 

función: 

https://cs.uwaterloo.ca/journals/JIS/VOL18/Sloane/sloane9.pdf
http://arxiv.org/pdf/1501.01669v2.pdf


 

58 

 

Function esta(m)  

If ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(m, 1).Value = 1 Then esta = 

True Else esta = False  

End Function  

 

Si en la celda Cells(m, 1) hay escrito un 1, declaramos esta = True  y 

false  en caso contrario. Esto simplifica mucho el proceso y le da más 

rapidez. 

La segunda parte, el que posea factores comunes con a(n-2) y no los 

posea con a(n-1) se resuelve con el MCD. Si este es mayor que 1, 

existen factores comunes y si es 1, no, y los términos son primos entre 

sí. 

El Basic VBA lo resolvemos así: mcd(m, a) > 1 And mcd(m, b) = 1  

Teniendo en cuenta estas dos consideraciones, el resto del algoritmo 

se reduce a borrados de celdas, estructuras de control y demás. Lo 

puedes estudiar en nuestra hoja Yellowstone.xlsm, alojada en la 

dirección 

http://www.hojamat.es/blog/yellowstone.xlsm 

En ella, para comprobar que esta sucesión recorre todos los números 

naturales (por eso la llamamos permutación además de sucesión), 

permitimos que se escriba un entero (no debe ser muy grande por la 

limitada velocidad del algoritmo) y la sucesión se desarrolle hasta 

llegar a ese número. 

En la imagen hemos deseado llegar hasta el 12: 

 

 

http://www.hojamat.es/blog/yellowstone.xlsm


 

59 

 

Disponemos de un botón para borrar datos previos y otro para iniciar la 

sucesión. En efecto, al pulsar este, en la columna B aparece la 

sucesión Yellostone hasta el 12: 

 

 

 

Los términos aparecen en la columna B y los lugares ya ocupados, 

mediante un 1, en la A. 

Descarga la hoja si te apetece y busca valores algo mayores, para 

descubrir en qué número de orden aparecen en la sucesión y 

observarás que la columna A se va llenando de unos.  

Por ejemplo, el 540 no aparece hasta el término 590 

 

Esto significa que han aparecido unos 50 términos mayores que él 

antes de que se incorpore él mismo. Para quienes no deseen 

descargar la hoja y sólo estudiar el proceso, incluimos el código 

utilizado. Más adelante comprobaremos algunas otras propiedades de 

esta sucesión. 
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Public Function mcd(a1, b1)  

Dim a, b, r  

 

'Halla el MCD de a1 y b1  

 

r = 1 

a = a1 

b = b1 

If b = 0 Then b = 1  

If a = 0 Then a = 1  

While r <> 0  

r = a - b * Int(a / b)  

If r <> 0 Then  a = b: b = r  

Wend 

mcd = b  

End Function  

Function esta(m)  

If ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(m, 1).Value = 1 Then esta = 

True Else esta = False  

End Function  

 

Sub sucesion()  

Dim n, k, b, c, m, i  

 

 

Call borrado  

n = ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(6, 9).Value  

a = 2: b = 3:  k = 3  

ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(1, 2).Value = 1  

ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(2, 2).Value = 2  

ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(3, 2).Value = 3  

ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(1, 1).Value = 1  

ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(2, 1).Value = 1  

ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(3, 1).Value = 1  
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While k < 10 ^ 5 And b <> n  

m = 3 

While esta(m): m = m + 1: Wend  

 

While Not (mcd(m, a) > 1 And mcd(m, b) = 1) And m < 10 ^ 5  

m = m + 1 

While esta(m): m = m + 1: Wend  

Wend 

 

a = b: b = m: k = k + 1  

ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(k, 2).Value = m  

ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(m, 1).Value = 1  

Wend 

 

End Sub  

 

Curiosidades  

Ya conocemos la definición de esta sucesión y cómo generarla con 

hoja de cálculo. Ahora desarrollaremos algunas propiedades, la 

mayoría tomadas de la página http://oeis.org/A098550 

En primer lugar, bueno será el estudio gráfico de la evolución de esta 

sucesión: 

 

Los datos están tomados del ejemplo del apartado anterior, términos 

hasta que aparezca el 540. Vemos una línea de tendencia lineal clara 

http://oeis.org/A098550
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(en realidad, se ha visto que no es lineal), un poco por debajo de los 

números de orden, con otra línea de más pendiente algo difusa, 

además de casos aislados situados superior e inferiormente. Si esta 

sucesión recorre todos los valores, cada uno elegido en la escala del 

eje Y se corresponderá con un punto del gráfico. Parece ser que el 

nombre de Yellowstone proviene de este gráfico, en el que las 

imágenes más pequeñas corresponden a los números primos, el 

núcleo central contiene bastantes alternancias entre pares e impares, 

mientras que surgen picos semejantes a los chorros aleatorios de 

materia de un geyser . Muchos de estos picos aparecen dos unidades 

más tarde que los primos. Vemos un corte con más detalle: 

 

Aquí los mínimos se sitúan en los valores primos 5, 7, 11 (junto al 13) y 

19, mientras que los ñchorrosò o picos corresponden a 85, 91 y 95. Nos 

referimos a valores, no a números de orden. 

Infinitud de la sucesión  

Para demostrar que la serie es infinita bastará mostrar que dados un 

a(n-2) y a(n-1), el conjunto de candidatos a ser el siguiente número, no 

está vacío. En efecto, basta elegir el valor a(n-2)*p, siendo p un 

número primo mayor que a(n-1). Si ese conjunto no está vacío, 

siempre existirá un término posterior a los dados, y la sucesión será 

infinita. Por una razón similar, en cada tres términos consecutivos ha 

de haber al menos un número compuesto, pues tres primos 

consecutivos no cumplirían la definición. 

Dentro de esta sucesión infinita los primeros primos aparecen en su 

orden natural, como podemos comprobar en esta lista 
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1, 2, 3, 4, 9, 8, 15, 14, 5, 6, 25, 12, 35, 16, 7, 10, 21, 20, 27, 22, 39, 11, 

13, 33, 26, 45, 28, 51, 32, 17, 18, 85, 24, 55, 34, 65, 36, 91, 30, 49, 38, 

63, 19, 42, 95, 44, 57, 40, 69, 50, 23, 48,é 

No se ha podido demostrar esta conjetura para todos los primos. 

Puntos fijos  

Una cuestión curiosa es averiguar qué números aparecen en un 

número de orden igual a ellos, es decir, que a(n)=n. Hasta ahora sólo 

se han encontrado estos: 

1, 2, 3, 4, 12, 50, 86 (http://oeis.org/A251411) 

Se ha intentado hasta 10^8 sin conseguir otro más. Con nuestra hoja 

de cálculo podemos comprobar alguno. En la imagen tienes el 

correspondiente al 86: 

 

 

  

http://oeis.org/A251411
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S IEMPRE APARECEN LOS PRIMOS 

 

LOS INTERPRIMOS 

 

Se llaman ñinterprimosò a los n¼meros naturales que son media de dos 

primos consecutivos. El conjunto de estos números es amplísimo, y se 

puede descomponer en diversos subconjuntos interesantes, la mayoría 

ya publicados. Los primeros interprimos son  

4, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 26, 30, 34, 39, 42, 45, 50, 56, 60, 64, 69, 72, 76, 

81, 86, 93, 99, 102, 105, 108, 111, 120, 129, 134, 138, 144,éy est§n 

publicados en https://oeis.org/A024675. 

Basta estudiar la lista para darse cuenta de que hay entre ellos 

cuadrados (A075190), como 81 y 144, pares (A072568) e impares 

(A072569), triangulares (A130178), como el 6 y el 15, semiprimos 

(A078443), como el 21, y muchos más tipos. Sólo los que son 

potencias ocupan muchas páginas de OEIS (A075190, A075191, 

A075192, A075228, A075229,é) Visita la p§gina 

http://oeis.org/wiki/Interprimes y te abrumará la cantidad de variantes 

que presentan los interprimos. 

Quedan pocas posibilidades para explorar, pero alguna habrá por ahí. 

Evidentemente, un interprimo no puede ser primo, pues entonces los 

dos primos no serían consecutivos.  

Casi todos los interprimos son múltiplos de 2 o de 3, pero no todos 

(que es lo que afirma Wikipedia), ya que hemos encontrado este 

contraejemplo: 803 es interprimo entre 797 y 809, y no es múltiplo ni de 

2 ni de 3, ya que 803=11*73. De hecho, están publicados los 

interprimos que no lo cumplen: 

205, 217, 473, 515, 625, 667, 803, 1003, 1207, 1243, 1313, 1465, 

1505, 1517, 1537, 1681, 1715, 1795, 1817,é https://oeis.org/A072573 

https://oeis.org/A024675
http://oeis.org/wiki/Interprimes
https://oeis.org/A072573
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Interprimos entre primos gemelos  

Entre ellos son interesantes los que son media de dos primos gemelos: 

4, 6, 12, 18, 30, 42, 60, 72, 102, 108, 138, 150, 180, 192, 198, 228, 

240, 270, 282, 312, 348,é https://oeis.org/A014574 

Salvo el primero, todos son múltiplos de 6, ya que los primos gemelos 

han de tener la forma 6k-1 y 6k+1 (salvo 3 y 5), con lo que la media 

será 6k. Este mismo hecho demuestra también que el interprimo es la 

raíz cuadrada del producto de los dos primos más una unidad: 

(6k-1)(6k+1)+1=36k^2=(6k)^2 

Según esto, (6k)^2-1 es un semiprimo, pues sólo tiene como factores 

6k-1 y 6k+1. Esta puede ser una definición alternativa para estos 

interprimos. Lo puedes comprobar con PARI 

{for(i=1,10^3,m=i*i -1;if(!issquare(m)&&bigomega(m)==2,print1(i,", 

")))}  

Te devuelve la misma sucesión, pero con la definición de números 

tales que n^2-1 es un semiprimo. 

Interprimos entre pri mos ñcousinò y ñsexyò 

Los primos ñcousinò son los que se diferencian en 4 unidades. Sus 

promedios son estos: 

5, 9, 15, 21, 39, 45, 69, 81, 99, 105, 111, 129, 165, 195, 225, 231, 279, 

309, 315, 351, 381, 399, 441,é https://oeis.org/A087679 

Si los anteriores eran todos múltiplos de 6, salvo los primeros, estos lo 

serán de 3 y no de 6. La razón es que los primos que se diferencian en 

4 unidades han de tener la forma 6k+1 y 6k+5, con lo que el promedio 

será (12k+6)/2=6k+3. 

Si el par de primos es ñsexyò, es decir, que se diferencian en 6 

unidades, sus interprimos son: 

26, 34, 50, 56, 64, 76, 86, 134, 154, 160, 170, 176, 236, 254, 260, 266, 

274, 334, 356, 370, 376, 386,é https://oeis.org/A072571 

https://oeis.org/A014574
https://oeis.org/A087679
https://oeis.org/A072571
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En este caso, para que diferencien en 6, los primos han de ser 6k+1 y 

6(k+1)+1 o bien 6k+5 y 6(k+1)+5. Y los promedios 6k+4 o 6(k+1)+2, 

luego estos interprimos son todos pares, pero no múltiplos de 3. 

Algunos tipos curiosos de interprimos  

Ya hemos destacado que existen interprimos cuadrados (A075190). 

También los hay triangulares (A130178) 

Interprimos cuadrados  

Son los siguientes: 

4, 9, 64, 81, 144, 225, 324, 441, 625, 1089, 1681, 2601, 3600, 4096, 

5184, 6084, 8464, 12544, 13689, 16641, 19044, 19600, 25281, 27225, 

28224, 29584, 36864, 38025, 39204, 45369,é( 

http://oeis.org/A069495) 

 

Salvo el primero, asociado a los primos gemelos 3 y 5, ningún otro será 

media de este tipo de primos, pues estos tendrían la expresión n2-1 y 

n2+1, y el primero no es primo para n>3, por ser igual a (n+1)(n-1). El 

mismo razonamiento nos vale para afirmar que la diferencia entre el 

cuadrado dado y sus primos próximos no puede ser un cuadrado k2, 

pues el anterior sería n2-k2=(n+k)(n-k), no primo. De hecho, estas son 

las primeras diferencias entre el interprimo cuadrado y el primo más 

próximo: 

Vemos que ninguna es un cuadrado. En ocasiones 

similares nos hemos preguntado si se recorrerán 

todas las diferencias posibles, en este caso no 

cuadradas. Vemos 2, 3, 5, 6, 7, 8, 12,éàEstar§n 

todas? Hemos creado una función para averiguarlo. 

Si no te interesa la programación, ignora el código 

que se inserta a continuación: 

 

 

 

 

Cuadrado Diferencia

4 1

9 2

64 3

81 2

144 5

225 2

324 7

441 2

625 6

1089 2

1681 12

2601 8

3600 7

4096 3

5184 5

http://oeis.org/A069495
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Public Function difcuad(d) óBusca el primer cuadrado interprimo con 

diferencia d 

Dim i, n, d1, d2, n0  

Dim novale As Boolean  

 

i = 1 óContador de b¼squeda 

n0 = 0 óEn el inicio damos el valor 0 a la funci·n por si fracasa la b¼squeda 

novale = True óVariable para controlar el fin de la b¼squeda 

While i < 10 ^ 5 And novale óEl tope de 10^5 es arbitrario. Si salen ceros 

habrá que aumentarlo 

n = i * i óSe construye un cuadrado 

d1 = n - primant(n) óSe analizan sus diferencias con los primos pr·ximos 

d2 = primprox(n) - n 

If d1 = d And d2 = d Then n0 = n: novale = False óSi es interprimo, se toma 

nota y paramos 

i = i + 1  

Wend 

difcuad = n0 óLa funci·n devuelve el primer cuadrado con la diferencia 

pedida. 

End Function  

 

Con esta función hemos creado una tabla, 

en la que a cada diferencia (no cuadrada) 

se le asigna el primer cuadrado n2 tal que 

sea interprimo y su diferencia con los 

primos próximos sea la dada: 

 

Observamos que hasta el 37 todas las 

diferencias se corresponden con un 

cuadrado. A partir de ahí, el cálculo se 

ralentiza, aunque es de esperar que todas 

las diferencias no cuadradas tengan una 

imagen en esta función. Si quieres 

experimentar por tu cuenta, usa este 

programa en PARI 

Diferencia Cuadrado mínimo

2 9

3 64

4  

5 144

6 625

7 324

8 2601

9  

10 154449

11 260100

12 1681

13 898704

14 27225

15 114244

16  

17 278784

18 223729

19 4410000

20 25281

21 12888100

22 4730625

23 1512900

24 4774225

25  

26 8208225

27 6130576

28 1121481

29 12744900

30 34586161

31 2433600

32 45360225

33 9784384

34 1271279025

35 64064016

36  

37 69956496
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difcuad(n)= { local(i=2,m,v=0,p,q);  

while(v==0&&i<10^6,m=i*i; p=m -precprime(m -1);q=nextprime(m+1) -

m;if(p==n&&q==n,v=m);i+=1)  

;return(v) }  

{x=difcua d(50);print(x);print(sqrt(x))}  

 

Sustituye el 50 por otro número cualquiera, y si el resultado es 0, 

cambia 10^6 por una potencia mayor. Aunque PARI es rápido, puedes 

tener que esperar un poco. Si nuestra conjetura es cierta, al final 

obtendrás un cuadrado. 

 

Interprimos triangulares  

Existen también números triangulares que son interprimos. Los 

primeros son estos: 

6, 15, 21, 45, 105, 120, 231, 300, 351, 465, 741, 780, 861, 1176, 1431, 

1485, 3081, 3240, 3321, 3828, 4005, 4278, 5460, 6786, 6903, 7140, 

7381, 7503, 7875, 8001, 10731, 11175, 11325, 11781, 12246, 

12561,é( http://oeis.org/A130178) 

Casi todos ellos son múltiplos de 2, 3 o ambos, pero no todos. Una 

excepción es 7381=11*11*61, interprimo entre 7369 y 7393. 

No hemos encontrado interprimos triangulares cuya diferencia con sus 

primos próximos sea también triangular, salvo el caso trivial de 6 con 5 

y 7. 

Otros interprimos  

Oblongos  

Un oblongo puede ser también interprimo. Los primeros son estos: 

6, 12, 30, 42, 56, 72, 240, 342, 420, 462, 506, 552, 600, 650, 870, 

1056, 1190, 1482, 1722, 1806, 2550, 2652, 2970, 3540, 4422, 6320, 

7140, 8010, 10302, 12656, 13572, 14042, 17292, 18360, 19182, 

19460, 20022, 22952, 23562, 24180, 27060, 29070, 29756, 31152, 

33306, 35156, 35532, 39006,é 

http://oeis.org/A130178
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Esta sucesión estaba inédita y la hemos publicado en 

https://oeis.org/A263676 

Por su propia definición, todos son pares. Si estudiamos sus restos 

respecto al 6, veremos que sólo pueden ser 0 y 2, es decir, todos los 

oblongos de esta sucesión han de tener la forma 6k o bien 6k+2. La 

razón es que los primos son todos del tipo 6k+1 o 6k+5. Intenta 

encontrar sus medias y verás que nunca pueden ser del tipo 6k+4. 

Potencias de primo no triviales 

Las potencias de un primo aparecen en muchas cuestiones sobre 

números. Tampoco faltan entre los interprimos. Los primeros son 

estos: 

4, 9, 64, 81, 625, 1681, 4096, 822649, 1324801, 2411809, 2588881, 

2778889, 3243601, 3636649, 3736489, 5527201, 6115729, 6405961, 

8720209, 9006001, 12752041, 16056049, 16589329, 18088009, 

21743569, 25230529, 29343889, 34586161, 37736449, é 

Los más abundantes son los cuadrados de primos, como puedes 

comprobar en la lista. 

Se pueden engendrar en PARI (nosotros los hemos comprobado con 

hoja de cálculo) mediante este código: 

PARI 

{for(i=1,10^10,if(isprimepower(i)>1&&i==(precprime(i-

1)+nextprime(i+1))/2,write1("final.txt",i,", ");print(i)))}  

Hemos publicado esta sucesión en https://oeis.org/A263675 

La función isprimepower es muy útil, pues da el posible exponente de 

la potencia de primo que buscamos. Como deseamos que dicha 

potencia no sea trivial, exigimos que el valor de la función sea mayor 

que 1. Es muy curiosa la lista de potencias en base pequeña que son 

interprimas. Las más destacadas son: 

  

https://oeis.org/A263676
https://oeis.org/A263675
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Potencias de 2  

4, 64, 4096, 75557863725914323419136, 

3064991081731777716716694054300618367237478244367204352,

é 

Por ejemplo, 75557863725914323419136=2^76 es interprimo entre 

75557863725914323419121 y 75557863725914323419151. Es una 

simple curiosidad, pero impresiona que hayamos podido llegar a 

encontrar estos ejemplos. 

Potencias de 3  

9, 81, 387420489, 3486784401, 

7509466514979724803946715958257547, 

147808829414345923316083210206383297601, 

114338112728368848266658740496853576136021270802373825711

53151471568389249023393608050222706416077770721, 

448892491307036257313398359006707643432387469456810160991

926368303464199896097475113561830407152947942076292623881

529083368591747123618100530770752056321305926194706763551

153705251146130442138394723337920866081218864301061606664

140464321, 

Potencias de 5  

5, 625, 

323117426778526435496644020339829239674145355820655822753

90625, 

161558713389263217748322010169914619837072677910327911376

953125, 

Una buena cuestión, que daríamos por verdadera, es si existen 

infinitas potencias de este tipo.  

Dobles interprimos  

A los interprimos, que son media entre dos primos consecutivos, les 

podíamos exigir que también lo fueran respecto al anterior y al 
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siguiente primo de ese par. Es decir, que dados cuatro primos 

consecutivos p, q, r y s, exista un número N tal que N=(p+s)/2 y 

N=(q+r)/2. Esto se cumplirá cuando q-p = s-r, lo cual no quiere decir 

que los cuatro estén en progresión aritmética. 

Un ejemplo: 600 es doble interprimo, porque está en el centro de los 

cuatro primos consecutivos 593, 599, 601 y 607, cumpliéndose que 

600 = (599+601)/2 = (593+607)/2. 

No es difícil encontrarlos, y no son escasos. Los primeros que 

aparecen son: 

9, 12, 15, 18, 30, 42, 60, 81, 102, 105, 108, 120, 144, 165, 186, 195, 

228, 260, 270, 312, 363, 381, 399, 420, 426, 441, 462, 489, 495, 552, 

570, 582, 600, 696, 705, 714, 765, 816, 825, 858,é 

(Los publicamos en https://oeis.org/A263674) 

A primera vista todos parecen ser múltiplos de 2 o 3, pero, como nos 

ocurrió con una propiedad similar, esa afirmación es falsa. El primer 

contraejemplo es 2405, doble interprimo entre 2393, 2399, 2411 y 

2417.  

 

¿QUÉ HAY ENTRE DOS PRIMOS CONSECUTIVOS? 

  
Evidentemente, lo que hay entre ellos son números compuestos, pero 

puede haber también cuadrados, semiprimos u oblongos, y se pueden 

contar o sumar. De algunas clases sólo habrá uno o ninguno, como en 

el caso de los cuadrados, y en otras aparecerán muchos más. Nos 

entretendremos con esas búsquedas, para ver qué conseguimos. 

 

En primer lugar, un escenario  

Para entender mejor lo que sigue, hemos construido una tabla con 

todos los números del 2 al 997, que puedes extender tanto como 

desees. Dicha tabla está organizada escribiendo los números primos 

en una misma columna, y los comprendidos entre cada dos de ellos 

https://oeis.org/A263674
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consecutivos (los llamaremos ñentreprimosò), en las columnas 

siguientes. Algo como esto: 

 

 

 

Hemos alojado esta tabla en 

http://www.hojamat.es/blog/entreprimos.xlsm 

 

De esta forma, cuando deseemos contar, sumar o destacar 

entreprimos, trabajaremos por filas, lo que en una hoja de cálculo 

facilita mucho el trabajo. Por ejemplo, con la función CONTAR 

podemos añadir una columna que nos exprese el intervalo entre dos 

primos consecutivos. Por eso comenzamos la tabla en la columna D, 

para poder insertar columnas delante de ella. Observa cómo quedaría 

la función CONTAR en la columna C: 

 

 

 

 

 

http://www.hojamat.es/blog/entreprimos.xlsm

































































































































































































































































