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PRESENTACION

Llegamos al séptimo volumen de los resumenes
anual es del bl og f N%me rEns
temporada hemos publicado mas entradas relacionadas
con ciertos temas concretos, que los que-surgen de
forma ocasional. Debemos destacar < el conjunto
dedicado a Restos cuadraticos, que practicamente
recorre toda la teoria sobre ellos, y la parte dedicada a
la comprobacion de conjeturas o la que presenta
sucesiones recurrentes, que .en esta temporada se ha
dedicado a las de tercer orden.

Intentaremos Siempre’ que en cada tomo figuren
algunos temas desarrollados en varias entradas del
blog junto a los que aparecen sugeridos por la
actualidad.. Asi no se pierde frescura, pero se van
recorriendo de forma mas sisteméatica algunos temas
importantes.

En el resumen actual, casualmente, soélo figura una
entrada dedicada a las hojas de calculo, pero no
abandonaremos su estudio, desarrolando temas que
surjan, pero sin planificacion previa.
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RESTOS CUADRATICOS

INTRODUCCION

En esta entrada y otras posteriores trataremos el tema
de las congruencias de segundo grado. Usaremos
como siempre las hojas de calculo, y, en especial una
herramienta que hemos creado para este fin. Todo el
tema gira alrededor de la ecuacion

x?1 a (mod p)

Imagina una_clase de restos, por ejemplo la
correspondiente a modulo 7, {0, 1,2, 3, 4, 5, 6} Elige un
resto, sea el 5. ¢ Existira otro resto que multiplicado por
si mismo dé como resultado 5, médulo 7? Probemos:
1*111, 2*214,3*312,4*412, 5*51 4, 6*611. Asi que no
es posible, los Gnicos resultados son 1, 4 y 2. Nunca
resulta un 5, ni tampoco 3 ni 6.

Podemos resumir esta situacion calificando 1, 2 y 4
como ArestoxL oquaddr 88 igxob6 <co
cuadr 8ti coso. Tambi ®n poden
cuadradao de f=b 8=2pyr2f=m&s facd :
ver que si k es raiz de n, también lo es m-k. Eleva esta
ultima al cuadrado y lo comprobaras.

Restos Raiz No restos
1 1 3
2 3 5

4 2 6


http://www.hojamat.es/sindecimales/congruencias/teoria/teorcong.pdf

Esta situacion la tendras siempre. Unos elementos
podran ser restos cuadraticos y otros no. El primer
intento que hemos hecho para averiguarlo ha sido el
probar los elementos uno a uno hasta conseguir que el
cuadrado de uno de ellos coincida con el resto dado, o
bien comprobar que esto es imposible y que se trata de
un ANo restbo cuadr 8ti co

Para estudiar el tema con profundidad puedes acudir a

http://hojamat.es/parra/restocuad.pdf

http://mate.dm.uba.ar/~pdenapo/teoria analitica de nu
meros/clasell.pdf

http://en.wikipedia.org/wiki/Quadratic residue

Diremos que a es.resto cuadratico mo dulo p,
coprimo con él, cuando exista una solucién a la
ecuacion

x?1 a (mod.p)

Con hoja de calculo (o con ligeras variaciones, en
cualquier lenguaje de programacion) podemos
automatizar este procedimiento. Definiremos una
funcién, que dependa de un resto dado y del médulo
correspondiente, que nos devuelva la raiz cuadrada,
con lo que sabremos que es resto cuadratico, o bien un
cero sino lo es.

Public Function restocuad(n,modu) 0l os par 8r
son el resto y el modulo


http://hojamat.es/parra/restocuad.pdf
http://mate.dm.uba.ar/~pdenapo/teoria_analitica_de_numeros/clase11.pdf
http://mate.dm.uba.ar/~pdenapo/teoria_analitica_de_numeros/clase11.pdf
http://en.wikipedia.org/wiki/Quadratic_residue

DimKk, r,s
Dim es As Boolean

es=False 6 nos indica que aYn I
una raiz
k =codtaddr que busca la raiz

r=00raz2z encontrada

While k <= modu /2 And Notes 6va buscan:i
posibles raices

s=(n-k*k)/modu

If s=int(s) Thenes =True:r=k O0se ha encon
raiz

k=k+10segui mos buscando

Wend

If es Then restocuad =r Else restocuad =0 6 devuel

un cero Si no se ha encontrado

End Function

Con esta funcion/implementada, puedes analizar qué
restos son cuadraticos, formar tablas de restos y no
restos y resolver la ecuacion x** a, o, con los cambios
adecuados, la ecuacion general de segundo grado. Lo
vemos con un ejemplo:

Resolver x*-26x+10 7 (mod 11)

Damos estos pasos:

X%-26x+10 1 (x-13)*-159 1 7 (mod 11)
(x-13)*t 166 (mod 11)

(x-13)*t 1 (mod 11)



Buscamos la raiz cuadrada de 1y resulta ser 1 0 -1 (0
10) es decir:
Xx-131 1 0 10 (mod 11) Despejando: x=3 y x=1

Comprobamos: 3%-26*3+10=-59 1 -4 1 7 (mod 11) y 1%
26*1+10=-151 -4 1 7 (mod 11)

Hemos elegido un ejemplo que tenia solucién, pero si
llega a aparecer un no resto en lugar de 1, no
podriamos seguir. Por eso es tan importante saber
previamente si un resto es cuadratico o no.

Caso de mddulo primo e impar

En este caso, si consultas la teoria descubrirds que si p
es el modulo primo e impar. resulta que el nimero de
restos cuadraticos es (p-1)/2, que son congruentes con
12, 2%, 3% ( (-1p/2)* y por.tanto, este también es el
namero de no-restos.

Previamente estudia esta propiedad:

La ecuacion x 21 a (mod p) para un a dado, o no
tiene solucion, o tiene dos.

En efecto, si tiene una solucion x; con x;°* a (mod p)
también serd solucibn ix; y sOlo tenemos que
demostrar que ambas son distintas. Es facil: si fueran
iguales tendriamos que 2x;=0, pero ni 2 ni X; son
divisores del cero, por ser p primo impar. La segunda
solucion la puedes expresar como p-X;

Por tanto, el numero de restos cuadraticos no
sobrepasara (p-1)/2. Es mas, es igual que ese numero,
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porque los restos de 17, 2%, 3% ( (-1¥2)? no se repiten ,
ya que una igualdad entre ellos harfa que la ecuacién x?
1 a (mod p) tuviera cuatro soluciones en lugar de dos.

Esta propiedad te ofrece un procedimiento para
encontrar todos los restos cuadraticos en este caso, y
es calcular los valores de 17, 2%, 3% ((p-1)/2)* y los
resultados seran los restos cuadraticos, y los.demas
sera no restos.

Hemos preparado una herramienta en hoja de calculo
alojada en esta direccion:

http://www.hojamat.es/sindecimales/conqgruencias/herra
mientas/herrcong.htm#restoscuad

1
Restos y no restos

T Su primera prestacion es la de encontrar
e e wewe €1 CONjUNto de restos y no restos para un

: 4 smobdulo primo e impar.
2 ¢ H"En  ella esta implementado el

=+ =2 procedimiento de ir calculando los valores

18 7 24

5 ¢ Zhde 1% 2% 3% ( (1)2)° La novedad de

25 5 23

= 1+ # este esquema es que va situando los
restos en una columna y los no restos en

@~ R

otra.

En la imagen figuran los 15 restos médulo 31, sus
raices, y los 15 no restos. Para ver como lo logra
tendrias que acceder al Basic, pero no lo analizaremos
en este momento.


http://www.hojamat.es/sindecimales/congruencias/herramientas/herrcong.htm%23restoscuad
http://www.hojamat.es/sindecimales/congruencias/herramientas/herrcong.htm%23restoscuad

Su funcionamiento en esta parte es muy simple:
escribes el nuevo médulo y después pulsas el boton de
Restos y no restos para que aparezcan. Puedes
alternar tus célculos manuales con los de la hoja para
entenderlo todo mejor y comprobar resultados.

En el siguiente apartado simplificaremos los célculos
necesarios para saber si un resto es cuadratico o no
mediante un criterio debido a Euler.

CRITERIO DE EULER

En la una entrada anterior iniciamos. el estudio de los
restos cuadraticos respecto a un modulo. Descubrimos
un procedimiento algo lento para encontrar los restos y
los no restos. En esta ‘otra entrada simplificaremos algo
el proceso y aprenderemos nuevos conceptos. Se
aconseja leer previamente la primera entrada dedicada
a este tema.

El recorrer'todos los restos desde 1 hasta (p-1)/2 puede
hacerse. muy ‘pesado en el caso de valores muy
grandes. Euler descubrié un criterio que nos ayuda a
distinguir los restos de los no restos con un solo calculo.
Es este:

Si a es un resto cuadratico respecto a p (primo e
impar) se cumple

w kpaeQ
Y sinolo es

10



W k patcq

Es una consecuencia del Teorema de Fermat; a”t 1
(mod p), luego, como p-1 es par, podemos escribir

p—1 p_t
ap_1—1=(a 2 +1)(a 2 —1)50(modp)

De esta congruencia deducimos que-uno de los
paréntesis es congruente con cero, pero ambos no
pueden serlo, porque entonces .su diferencia, 2,
cumpliria 210 y eso es imposible‘para p:primo impar.
De hecho, si a es resto cuadratico, el que se cumple es
el segundo, ya que si existe un x-tal que x** a (mod p)
entonces a®Y?1x"11 (mod. p)~ de nuevo por el
Teorema de Fermat.

Como solo se puede cumplir una congruencia, si a es
no resto cuadratico, cumplira la otra, con el -1.

Este criterio es bastante directo, para saber si un valor
es resto cuadratico. Por ejemplo, ¢Es el 14 resto
cuadratico respecto al 23?

14@3D2-14' Calculamos el resto de este dltimo por
potencias sucesivas: 14 14 (mod 23), 14?1 12 (mod 23)
14*112*1216 (mod 23) 14°16*6113 (mod 23), luego
14M113*12*141-1 (mod 23), luego no es resto
cuadratico.

11



La herramienta de hoja de célculo que proponemos, en
su tercera hoja, te realiza los célculos la aplicacion de
este criterio:

Criterio de Euler

(p-1)/2 8

-1)/2
a{p ) 1 Es resto cuadrético

Es conveniente que lo intentes sin hoja de calculopara
practicar. Puedes usar la exponenciacion modular
(http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2012/03/de-la-
multiplicacion-rusa-la.html).

La usaremos en el siguiente ejemplo:

¢ Es resto cuadratico el-nimero. 70 respecto al modulo
1017

El mddulo 101 es ‘primo e impar, luego podemos usar el
criterio de Euler. Bastara elevar 70 a (101-1)/2=50.

Sabemos que 50=32+16+2, luego vamos calculando:
70'1-31 (mod” 101), : 70*31*311-49 (mod 101),
70"149*491-23 (mod 101), 70°%123*23124 (mod 101),
70%°124*241 -30 (mod 101), 70%1 30*30* -9 (mod 101), y
ahora construimos el 50:

70°°1 70%270%70% -9*30*491 1 (mod 101), luego segin
el criterio, 70 si es resto cuadratico. Si lo compruebas
con la herramienta que proponemos descubrirds que su
raiz cuadrada es 26.

12


http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2012/03/de-la-multiplicacion-rusa-la.html
http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2012/03/de-la-multiplicacion-rusa-la.html

La aplicacion de este criterio nos lleva a propiedades
muy interesantes.

La primera es tan elemental que no tenemos que
justificarla:

El producto de dos restos o de dos no -restos
siempre da un resto, y el de resto con no resto
produce un no-resto.

Es decir, poseen estructura alternada, por. lo que es
facil representar los restos mediante el signo +y los no
restos con el -, y asi poder usar la regla de los signos.
Se razona facilmente a partir del criterio de Euler.

Consecuencia inmediata:

El conjunto de restos cuadraticos forma un grupo
multiplicativoen Z ,

Por ejemplo, si m=11; los restos son 1, 3, 4,5y 9y los
no restos 2, 6,7, 8 y 10 (o bien -1, -3, -4, -5y -9). Los
restos forman. un. grupo, como se puede verificar
facilmente.

En la.segunda hoja de la herramienta que ofrecemos
dispones de una calculadora para comprobar las
afirmaciones anteriores.

Con esta calculadora puedes comprobar
los productos entre Restos y No restos
Escribe los valoresde Ay B

A
B Mo resto
A*B 30|Resto

[y
w

Mo resto

)

13



En particular puedes estudiar que si llamamos C al
grupo de los restos cuadraticos, las clases laterales tipo
a*C tienen cardinal (p-1)/2 y que por tanto el indice de
C respecto a Z, es 2. Vemos una de esas clases.
Multiplica el elemento 6 de Z;,, por todos los elementos
de C,enestecaso 1, 3, 4,5, 9: 6*1'6 (mod 11), 6*317
(mod 11), 6*4'2 (mod 11), 6*5'8 (mod 11), 6*9*10
(mod 11). Han resultado valores distintos, luego el
cardinal de 6*C es (11-1)/2=5

Simbolo de Legendre

Esta estructura como grupo multiplicativo se expresa
muy bien mediante el simbolo. de legendre (por
comodidad tipografica lo escribiremos como (m/p), con
los dos numeros en linea, como hace Apostol).

Llamamos Simbolo de Legendre a una funcién que
asigna a cada par devalores m y p, este ultimo primo e
impar, los siguientes valores:

(m/p)=1 si mes resto cuadratico respecto a p

(m/p)=-1 si m es no-resto cuadratico respecto a p
(m/p)=0.en el-caso particular en el que m sea mdultiplo
de p.

En realidad, si recordamos el criterio de Euler, podemos
usar una formula directa para encontrar el valor de un
simbolo de Legendre:

ﬁkw aeq
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Segun lo explicado anteriormente, es facil ver que esta
funcién es multiplicativa

(m/p)(n/p)=(mn/p)

Esto tiene una consecuencia practica, y es que se
pueden eliminar cuadrados al calcular el simbolo de un
ndmero compuesto.

Notese que el valor del simbolo de Legendre es una
propiedad de las clases de restos y no de loes.ndmeros
concretos, por lo que es facil entender que si.a' b (mod
p). entonces (a/p)=(b(p)

PROPIEDADES DE LOS RESTOS
CUADRATICOS

El criterio de Eulerda lugar a propiedades interesantes
de los restos cuadraticos respecto a ciertos tipos de
primos. Los vemos:

-1 es un resto para todos los primos del tipo 4N+1y
no resto para los del tipo 4n+3

Es una consecuencia del criterio de Euler, pues (p-1)/2
seria par en el primer caso, e impar en el segundo,
luego al elevar -1 a esa cantidad producira un 1 (ser
resto) para p=4N+1y -1 (no resto) en el otro caso.

Esto quiere decir que la ecuacién x*> + 1* 0 (mod p)
tiene solucién para p=4N+1 y no la tiene en el segundo

15



caso. Podemos expresarlo también como que 1 posee
una raiz cuadrada entre las clases de restos modulo p

Podemos disefiar un pequeio esquema con la hoja de
calculo que usamos en esta serie:

Maodulo 61
Raiz de -1 11

En la celda del 11 hemos escrito =RESTOCUAD(-1;61).
Como este modulo es del tipo 4N+1, obtenemos la
solucion 11, ya que 11*11 mddulo 61 es igual a 60, es
decir, la clase de restos -1

Si hubiéramos usado modulo 11, que-es del tipo 4N+3.
Obtendriamos un cero, que es la sefal de que -1 no es
resto cuadratico:

Maodulo 11
Raiz de -1 0

Esta propiedad se puede expresar asi:

pAn P

16



2 es resto cuadratico para todos los primos del tipo
8N+1y 8N+7, y no resto para los demas

También podemos, en nuestra hoja de célculo, crear un
esquema para comprobar esta propiedad siguiendo la
estructura que usamos en la anterior.

_ Vemos que 11 no pertenece al tipo
Mo6dulo 11 .
Raiz de 2 ol 8N+1 ni aI,8N+7, y para el 2 no
devuelve raiz cuadrada (el cero es

una sefial)
. Sin embargo, al usar el médulo 31,
Maodulo 31 .
Raiz do 2 5| que es del tipo 8N+7, el 2 presenta
raiz cuadrada 8, .y es resto
cuadratico.

No es sencilla la demostracion. Tienes una en
Fundamentos de la «-Teoria de los numeros de
Vinogradov.

Encontraras propiedades similares para el -3 y el 5 en

el document o de Raf ael Parr
Ley de reci procidad
http://www.hojamat.es/parra/restocuad.pdf. Las puedes
comprobar con el esquema propuesto, sustituyendo el 2

por otros valores.

Ley de reciprocidad cuadratica

La propiedad mas importante de estos restos es la ley
de reciprocidad cuadratica, enunciada y demostrada por

17


http://www.hojamat.es/parra/restocuad.pdf

Gauss en 1801 en su libro Disquisitones Arithmeticae.
Con palabras la podemos expresar asi:

Dados dos primos impares p y (, Si ambos
pertenecen al tipo 4k+3, entonces p es resto
cuadratico modulo q si y solo si g no lo es de p. Si
alguno de los primos pertenece al tipo 4k+1
entonces o bien ambos son restos uno del otro, o
bien ninguno lo es.

Expresada asi o de forma similar la propiedad resulta
oscura. Sin embargo su significado queda claro con el
uso de los simbolos de Legendre. En ese caso la
propiedad se reduce a esta identidad:

Y

= -
2 e |

Asi se explica mejor: Si uno de los dos, p o0 g, es del
tipo 4k+1, el.exponente del -1 serd par y el segundo
miembro valdr4 1, con.los que los simbolos del primero
serdan ambos iguales a 1 (restos reciprocos) o bien -1
(ninguno es resto).

Si'ambos son del tipo 4k+3 el exponente sera impar, el
segundo miembro -1 y los simbolos tendran signo
opuesto: Si uno de los primos es resto del otro, no se
dara la reciprocidad.

En textos y documentos varios dispones de ejercicios

sencillos que muestran la utilidad de esta propiedad.
Nosotros la hemos incluido en nuestra hoja de calculo.

18



Al escribir los dos

Escribe dos nimeros primos e impares primos Ia_ hoja a_na_liza Si
Valores | Tipo son del tipo 4N+3 o
P 43 4AN+3 z
}—Q a1 an+1 4N+1, calcula despueés
Simbolos de Legendre (P/IQ) -1 IOS I’eStOS y Comprueba
— * la propiedad.

No son restos uno del otro

Como se trabaja con
valores 1 y -1, algunos manuales expresan.esta
propiedad mediante esta otra identidad
equivalente:

0 S~

l P
)

Asi se ve mejor como calcular un valor de (p/q) si se
conoce el de (g/p).

19



NO DEJAREMOS LA HOJA

UNION E INTERSECCION DE CONJUNTOS

Nos vamos a proponer la obtencion de la union y la
interseccion de dos conjuntos escritos en la hoja como
dos columnas paralelas. Lo desarrollaremos en Excel
s6lo, para no duplicar las explicaciones, pero el
contenido se puede adaptar a OpenOffice o LibreOffice.
No se busca aqui la utilidad, sino la posibilidad de
superar un reto. Lo que construyamos puede que
aparentemente no sirva para nada.

Hemos preparado un esquema en el que a partir de la
fila 7 se van escribiendo los conjuntos Ay B con lo que
deseamos operar.-Después, con una simple pulsacion
de un botdn, realizaremos las operaciones deseadas.

o]
b
w

| Conjunto A | Conjunto B | A

Operacién a u
Borrar

m I A = =
< — £ Tm @)

—n
m

W ow
t < — 2 Tm =~ 0o ao|C

T e = T m o O

.
© oo

Intentamos en primer lugar resolver la cuestion sin el
uso de macros, pero resulté un proceso tan complejo y
artificioso que renunciamos a ello. Asi, todo lo que

20



sigue se basara en el lenguaje VBA de Excel. Como se
observa en la imagen, se pueden usar ndmeros y
también letras y palabras. Sé6lo hay que tener en cuenta
gue un espacio en blanco cuenta como un elemento,
por lo que el borrado se debe realizar con el boton
correspondiente o con la tecla Supr, sin escribir nada.

Otro detalle interesante es que en las operaciones se
eliminan los elementos repetidos, logrando_con ello una
gran limpieza en la presentacion. En un segundo paso
puedes ordenar los resultados sin son Mas extensos.

| Conjunto AI Conjunto BI AC B | A
2 2

B |

A
3
5
4
7
9

=
orENOowr
B, ©oO~NO NG W

© NN UA W
[’
[EN

Procedimientos necesarios
Recorrido por un conjunto

Para obtener la union e interseccion de dos conjuntos
se requiere, en primer lugar, el poder recorrer un
conjunto del que no se sabe en principio cuantos
elementos contiene. Para ello usaremos la idea de
celda vac?a. El recorrido

mi entras | a cel da no est ®

puede verificar en VBA con la funcion ISEmpty, que nos
21
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devuelve True si la celda no contiene ningun dato. Con
ella es facil programar un recorrido:

fila=7

Whi | e Not | sEmpty(Cel |l s(fil
(cualquier otra condicién)

0 AgQqu? | as operaciones que
elemento.

fila=fila + 1

Wend

Este sencillo esquema se repetira cada vez que
realicemos una operacion elemento a elemento: ver si
un dato pertenece o no al.conjunto, buscar repetidos,
incorporar elementos nuevos y otros. Comenzamos por
la fila 7, que es donde comienzan nuestros conjuntos y
después se va bajando de fila hasta que no queden
elementos.

Por ejemplo, la siguiente funcion ESTA nos devuelve
True si.un valor n pertenece al conjunto situado en la
cierta columna

Public Function esta(n, columna) As Boolean
Dim fila
Dim est As Boolean

est = False
fila=7

22



While Not IsEmpty(Cells(fila, columna)) And Not est
If n = Cells(fila, columna).Value Then est = True
fila=fila + 1

Wend

esta = est

End Function

Es facil identificar la estructura del recorrido<por el
conjunto. Esta funcion ESTA nos servira para saber si
podemos agregar un elemento nuevo a un conjunto
mediante el procedimiento AGREGA, que servira para
ir incorporando términos a la unién 'y ala interseccion.

Sub agrega(n, columna)
Dim i

i=7

While Not IsEmpty(Cells(i, columna))

i=i+1

Wend

If Not esta(n, columna) Then Cells(i, columna).Value
=n

End Sub

Recorre el conjunto, y si no encuentra el elemento
dado, baja una fila'y lo incorpora.

23



Con los procedimientos de recorrido y agregacion y la
funcién ESTA podemos ya planificar nuestra tarea:

Se elige el primer conjunto

Se recorre, y para cada elemento:

(A) Si no esta en la union, se agrega (asi evitamos
repetidos)

(B) Se compara con todos los elementos del segundo
(mediante un recorrido por el mismo) y si‘esta repetido,
se incorpora a la interseccion si todavia no esta.

Se repite la tarea con el segundo conjunto, pero esta
vez no se busca la interseccion, que ya estara resuelta.

Para entender el listado que sigue recuerda que los
conjuntos estan escritos en las columnas tercera y
cuarta, que da union se escribe en la quinta y la
interseccion en la sexta.

Asi quedaria:

Option. Explicit OEvita e uso de
dimensionadas

Public Function esta(n, columna) As Boolean 0 Ya
explicada. Determina si un elemento pertenece a un
conjunto

Dim fila
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Dim est As Boolean

est = False
fila=7

While Not IsEmpty(Cells(fila, columna)) And Not est
If n = Cells(fila, columna).Value Then est = True
fila=fila + 1

Wend

esta = est

End Function

Sub agrega(n, columna) 6 Tambi ®n expl i c
un elemento si aun no esta
Dim i

i=7

While Not IsEmpty(Cells(i, columna))

i=i+1

Wend

If Not esta(n, columna) Then Cells(i, columna).Value
=n

End Sub

Subunion) 6Esquema gener al cida t
pul sar el bot - n AOperaci - -no
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Dim i, j, nl, n2
Dim esinter As Boolean

i=7

Callborrar 6 Macr o grabada aparte
While Not IsEmpty(Cells(i, 3)) O Recorr e el
conjunto

'Se recorre la primera columna
nl = Cells(i, 3).Value
Call agrega(nl, 5) 6 A g a ed gjemento.a la union

'se busca la interseccion

j=7

esinter = False

While Not IsEmpty(Cells(j, 4)) And Not esinter 0 Se
recorre el segundo conjunto

n2 = Cells(j, 4).Value

If n1 = n2 Then esinter = True

j=itd

Wend

If esinter Then Call agrega( nl1, 6) 6 S'i est8 re|]
agrega a la interseccion

I=i+1

Wend

i=7

While Not IsEmpty(Cells(i, 4))

26



'Se recorre la segunda columna y se repite el agregar a
la union.

nl = Cells(i, 4).Value

Call agrega(nl, 5)

i=i+1

Wend

End Sub

Si lo has entendido, intenta programar la diferencia
entre dos conjuntos, los elementos que pertenecen a
uno pero no al otro. Puedes repasar la hoja alojada en
(http://www.hojamat.es/blog/union de conjuntos.xlsm) y
modificarla libremente.
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COMPROBACION DE CONJE TURAS

GOLDBACH.

La formulacion mas simple de la Conjetura de Goldbach
es:

Todo numero par mayor que 2 es suma de dos primos

Fue propuesta por Goldbach el 7 de Junio de 1742, en
una carta dirigida a Euler. En realidad, su propuesta se
referia a la conjetura ternaria: " Todo namero impar es
la suma de tres primos" y Euler le respondié con la
propuesta binaria que todos conocemos.

Ha sido comprobada hasta numeres muy grandes, pero
no se ha podido demostrar. No obstante, se han
logrado resultados provisionales:

Cualquier niumero par es-suma de 6 0 menos numeros
primos.(Ramare 1995)

Todo numero par suficientemente grande es suma de
un primo y del'producto de dos primos.(Chen 1966)

Todo numero impar N mayor que 5 es suma de tres
primos. (Demostracion de la conjetura ternaria a cargo
de Vinogradov en 1937).

En esta entrada s6lo nos plantearemos, como en toda
la serie que vamos desarrollando sobre conjeturas, la
comprobacién de algunos aspectos de la misma
mediante el uso de la hoja de célculo.
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PRIMER NIVEL

Comprobaremos la conjetura en tres niveles distintos,
segun el uso que se haga del lenguaje de macros. En
primer lugar lo efectuaremos con las técnicas usuales
de las hojas de célculo. Usaremos la hoja Conjeturas,
alojada en la pagina

http://www.hojamat.es/sindecimales/divisibilidad/herrami
entas/herrdiv.htm#global

(Buscala en la relacion de herramientas)

Organizaremos la comprobacion: segun un esquema
similar a este:

Conjetura de Goldbach

NUmero par mayor que 2 612 |

L w N

607

~l

11 601
13 599
17
19 593
23

Escribimos un nidmero par mayor que 2 en una celda.
En la imagen es el 612. Después ordenamos los
nameros primos en columna, hasta el limite que
queramos. Para ello escribimos el 2, debajo
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primprox(2) (funcién implementada en esta hoja, y que
encuentra el primo siguiente a uno dado). Rellenamos
hacia abajo y nos resultara la lista de primos.

En una segunda columna escribiremos una férmula
similar a a siguiente, que copiaremos de arriba a abajo:

=SI(Y(F15<=H$11/2;esprimo(H$11-F15));H$11-F15;")

En ella H11 es la celda donde hemos escrito el'612. En
tu caso podra ser otra. La F15 en nuestro esquema
apunta al nUmero primo que tiene a su izquierda. De
esa for ma, | a podemos i nt
llega a la mitad del nimero par probado (aqui el 612) y
su diferencia con €l es_otro primo, escribo esa
diferencia, pero en caso contrario dejo la celda en
bl ancoo.

Es sencillo de entendery funciona escribiendo los pares
de primos en los que se descompone el 612. En la
Il magen 5+607, 11+601, 19+
pares. Si no logras ese numero, deberas rellenar hacia
abajo las dos columnas hasta llegar a la mitad de 612

Este esquema puede aclarar, probando con varios
pares, el sentido de la conjetura. También te da
confianza en ella, pues no sélo existe un par de primos
para cada numero par, sino muchos. jPero no se ha
probado aun!

NIVEL 2

30
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Ya que con el esquema anterior nos
han resultado varias
descomposiciones en primos para
cada numero par, podiamos simplificar
mucho si lo plasmaramos en una
funcién. En la hoja de célculo que
estamos usando hemos implementado
NUMGOLDBACH(N), que devuelve un
cero si N no es par y el nimero de
descomposiciones si es par. En el
caso del 612 devuelve correctamente 26.

10
12
14
16
18
20
22
24
26
28
30

WoR W W W NN NN R e

Aqui tienes los primeros resultados. Si la conjetura es
cierta, deberdn ser todos. mayores que 0. Estan
recogidos en

http://oeis.orq/A045917

Merece la pena recarrer la codificacion de esta funcion
y asi entenderas mejor las cuestiones.

Public Function numgoldbach(n)

Dim ng;i

fn<>2*Int(n/2) Then 6si es i mpar dev
(valor de ng)

ng =0

Else

I1=2:ng=0

Whilei<=n/2 06si es par recorre

sumas de primos
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If esprimo(n - i) Then ng =ng +1 O0sSi el s e
sumando es primo, incrementa el contador ng

I = primprox() O0est a | 2 nea aseqgur e
sumando sea primo

Wend

End If

numgoldbach = ng
End Function

Nivel 3

Podemos dejar que sea la hoja de calculo la que
recorra automaticamente los. primeros nameros hasta
un tope o hasta que numgoldbach dé un cero. Como lo
segundo es imposible para nimeros pequefos (ya esta
comprobada _la conjetura), el resultado final sera
siempre un cero.

Podiamos usar un esquema similar al siguiente:

Goldbach |
Tope 7800
NUMGOLD 80

Escribimos un tope, pulsamos el boton e iran
apareciendo valores de Numgoldbach, ninguno nulo,
hasta finalizar la busqueda. Si uno fuera cero, se
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interrumpiria el proceso con un solemne mensaje. La
programacion del botén podria ser similar a esta:

Sub buscagoldbach()
Dimi, g, p

p = ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(5, 3).Value o611 e e
el tope

i=4061i nicio b¥squeda

g=1l6i nicio valor de/ numgol bact
Whileg<>0Andi<=p

i=i+20busca de 2 ‘en 2

g = numgoldbach(i)

ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(6, - 3).Value = ¢
oOescribe el -valor de g

If g = 0 Then MsgBox ("jContraejemplo!) O Est o no
a ocurrir

Wend

End Sub

Variantes
Variante ternaria

ATodo n¥asmer o | mp&res lansumade g u
tres primos "
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No vamos a repetir con ella los tres niveles anteriores.
El primer nivel necesitaria un estructura de datos
tridimensional, poco intuitiva en una hoja de dos
dimensiones. El tercero seria semejante al del primer
caso. Asi que so6lo desarrollaremos un esquema con
todas las posibles descomposiciones en tres sumandos
primos:

Escribe el numero 29 Golbach para impares ‘

13 1

17
19
19
23

Ll = N =~ —=
LW amom

Como en el caso anterior, no vamos a analizar si el
namero es< impar 0. no. Simplemente hemos
programado un botén que lo descompone en esos
sumandos ‘de todas las formas posibles (lo haremos
con sumandos decrecientes)

Para quien le guste la programacion, ahi tiene explicado
el algoritmo que hemos usado:

Sub goldbach3()
Dimfila, a, b, ¢, n

fila=7
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n = ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(fila, 3).Value
0 | & eimero, que se encuentra en C7
a=20primer sumando pri mo

Whilea<n 6 el pri mer sumando |
posible
b=2
Whileb<a 6 el segundo es inferi

c=n-ai b tetcer sumando

| f esprimo(c) A rsicel tercer<samanulo
también es primo, se presenta el resultado

fila =fila + 1

ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(fila, 3).Value = a
ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(fila, 4).Value = b
ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(fila, 5).Value = ¢

End If

b = pr i meennoren{eta el ségundo primo
Wend

a = primprox(a) se inecrementa el primero

Wend

End Sub

Como era de esperar, siempre aparecen los tres
sumandos primos. Se deja a los lectores el definir una
funcidn que cuente las soluciones. Siempre existira al
menos una.

Expresion mediante equidistancia
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Un comentario a la entrada
http://culturacientifica.com/2013/06/26/la-conjetura-de-
goldbach/ me ha dado la idea de organizar una
comprobacién distinta.

Si la conjetura es cierta, para todo namero par 2N, si es
la suma de dos primos p y g, con p>q, cumpliran que
p+q=2N, o bien que p-N=N-Q:

Todo numero entero positivo mayor que ‘4 es
equidistante de dos primos

Es facil ver que es otra formulacion distinta de la
conjetura de Goldbach. ‘En  los péarrafos anteriores
hemos visto la consecuencia directa. A la inversa, si es
cierto que todo N equidista de dos primos, dado un par
2N aplicamos'p-N=N-q para cierto par de primos, con lo
que 2N=p+g. El' exigir‘que sea mayor que 4 es porque
no habria primos inferiores para nUmeros menores.

Es muy facil organizar la comprobacion con esta
variante. Lo efectuaremos en el Nivel 1, de calculo
manual:

T Escribimos la lista de
- ' ndmeros consecutivos 1,
2, 3, ey | os

restamos con el ndmero

36


http://culturacientifica.com/2013/06/26/la-conjetura-de-goldbach/
http://culturacientifica.com/2013/06/26/la-conjetura-de-goldbach/

dado. Después, en la tercera columna, escribimos una
férmula similar a
=SI(Y(ESPRIMO(D9);ESPRIMO(E9));"SI";"") que nos
devuel ve un ASI 0 si | os equi

En laimagen, 17=29-12 y 41=29+12.

CONJETURA N?+1

Es uno de los problemas de Landau, y en el momento
de redactar este texto sigue sin. conocerse Si es
verdadera o no la siguiente conjetura:

Existen infinitos primos.de laforman  %+1

Hardy y Littlewood supusieron que la conjetura era
verdadera, y aproximaron el numero de tales primos
menores que n; P(n), asintéticamente a
s, VE
VE Oy—=—
It
Con C una constante adecuada.

El listado de los primeros primos de este tipo lo puedes
consultar en http://oeis.org/A002496

2,5, 17, 37, 101, 197, 257, 401, 577, 677, 1297, 1601,
2917, 3137, 4357, 5477, 7057, 8101, 8837, 12101,
13457, 14401, é
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Si la conjetura es cierta, esta sucesion debera poseer
infinitos términos.

¢, Qué estudios podriamos abordar sobre este tema
con una hoja de calculo?

El primer objetivo razonable es el de comprobar que,
dado un nimero cualquiera, existe un numero primo del
tipo n*+1 que es mayor que él.

Usaremos la herramienta de hoja de_. calculo
conjeturas , alojada en

http://www.hojamat.es/sindecimales/divisibilidad/herrami
entas/herrdiv.htm#global

Para encontrar ese primo mayor que el dado,
reiteraremos el uso de.la funcion PRIMPROX hasta que
encontremos un numero primo p tal que p-1 sea un
cuadrado.

(A) Planteamiento manual

Escribe un nimero entero positivo 1500 BaSta eStUd | ar eSte
Pr6ximo primo ¢Es del o 12 esquema brevemente para
1511 .
1N descubrir su
1540 funcionamiento:
1553
1559 . e .
1567 El primer nimero primo de
571
1663 la lista es el PRIMPROX(N),

1597

1601 1601 en la imagen 1511. Los
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siguientes se obtienen como los proximos primos del de
la fila superior. Esta lista se puede extender hacia abajo
todo lo que se desee.

En la segunda columna hemos usado una formula del
tipo

=SI(ESCUAD(C9-1);C9;"), es decir, si C9 u otro primo
de la lista cumple que al restarle la unidad se convierte
en un cuadrado, lo escribimos, y , si no, dejamos la
celda en blanco. Asi descubrimos que el primer primo
de este tipo es 1601. Si la conjetura es cierta, siempre
llegaremos a un nimero de ese tipo.

Este método puede necesitar muchas filas hasta dar
con el primo esperado.. Por eso, se puede plantear
como una funcion:

(B) Estudio mediante una funcion

Si suponemos cierta la conjetura, para cada namero
existira un primo mayor que él con la forma n*+1.
Entonces lo. podemos plantear como una funcion. Su
listado lo entenderas facilmente:

Public Function proxn2mas1(n)
Dim p

p = primprox(n)

While Not escuad(p - 1)

p = primprox(p)

Wend
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proxn2masl = p
End Function

De esta forma, la busqueda manual que emprendimos
en el caso anterior la podemos reducir al planteamiento
de esta funcion:
Numero N Préximo primo n 2+1
1500 1601
Se comprende que para numeros grandes-esta funcion
tardara algo en calcularse. Lo hemos intentado con
1077
NUmero N Proximo primo n 2+1
10000000 10074277

3174
Tarda unos segundos, aunque no es un retraso
desesperante. Hemos afadido la raiz cuadrada del
primo menos uno, 3174.

Lista de’ primos de este tipo

Con esa funciéon proxn2masl podemos reproducir toda
la lista de OEIS. Basta escribir un 2, debajo de él
proxn2masl1(2) y nos resultara un 5. Le aplicamos de
nuevo proxn2masl y obtendremos el 17, y asi
seguimos hasta donde deseemos.
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17
37
101
197
257
401
577
677
1297
1601
2917
3137
4357
5477
7057

Si en lugar de comenzar con el 2/inicias con un nimero
cualquiera, se escribira la continuacion de la lista, salvo
quizas el primero, que no tiene que ser primo de ese
tipo. Aqui tienes los:siguientes a 10000:

10000
12101
13457
14401
15377
15877
16901
17957
21317
22501
24337
25601
28901
30977
32401
33857
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Aproximacioén asintotica

Para comprobar la aproximacion de Hardy y Littlewood
necesitamos contar los primos de este tipo anteriores a
N. Algo parecido a la funcion PRIME(N), pero
quedandonos sélo con los primos de forma n?+1

Entenderas a la primera esta definicion:

Public Function ppn2masi(n)
Dim pp, |
' para valores de n superiores s 2

I=2:pp=0
While i<=n
pp=pp+1

I = proxn2mas1(i)
Wend

ppn2masl = pp
End Function

Esta funcion cuenta los primos del tipo n®+1 inferiores o
iguales a N..Como ‘nos interesan valores grandes por
cuestiones asintoticas, suponemos, para simplificar la
programacion, que N es mayor que 2. Observa esta
tabla en la que se percibe que tratamos con una funcion
escalonada, y que los cambios ocurren en 5 y 17,
primos del tipo estudiado.
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PPN2MASI(N)

© 00 N o O b~ w2

e R s =
N o 0N W N PR O

=
[oe)

W W N DNDNDNDNDDNDNDDNDNDDNDDNDDNDPRPPRP

Para comprobar la aproximacién-asintética y evaluar la
constante C crearemos una tabla a partir del 10 en

progresion geométrica hasta llegar-a 10000000:

N PPN2MAS1(N) RAIZ(N)ILN(N) CONSTANTE C
10 2 1,373359738 1,45628268
100 4 217147241 1,842068074
1000 10 4,577865794 2,18442402
10000 19 10,85736205 1,749964671
100000 51 27,46719476 1,856760417
1000000 112 72,38241365 1,547337182
10000000 316 196,1942483 1,610648644

Hemos evaluado la constante C como cociente entre la
funcién de distribucion de los primos de tipo n*+1
inferiores a N y la aproximacion RAIZ(N)/LN(N). No
usamos una herramienta adecuada, pero se ve que los

valores de C presentan una cierta convergencia.
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Variante de la conjetura

La mas sencilla es la que busca primos de la forma
n’+a. Podemos crear una funcién similar a la que
hemos usado, pero afiadiendo un parametro A

Public Function proxn2masa(n,a)
Dim p

p = primprox(n)

While Not escuad(p - a)
p = primprox(p)

Wend

proxn2masa = p

End Function

Con esta funcién-se puede comprobar que, dado
cualquier valor. de<N (primo o no) y elegida una
constante A,.existe 'Un nimero primo del tipo N?+A
superior a N

Observa un posible esquema de busqueda:

Numero N Valor de A
300000 7

Primo superior del tipo n2+a
302507

|Primo menos A|

302500

Raiz |
550
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En él elegimos N y A y se nos devuelve el primo
adecuado y la raiz cuadrada de N-A

CONJETURA DE POLIGNAC

Se llama Conjetura de Polignac a la enunciada por
Alphonse de Polignac in 1849 y que se puede expresar
asi:

Hay un ndmero infinito de  numeros primos ( p, Q)
tales que p - q =k, siendo k un nimero par.

Ultimamente se ha hablado méas de ella por algunos
avances que se han producido y que pudieran llevar a
su demostracion

(Ver http://gaussianos.com/de-70000000-700-en-seis-
meses/ y

http://en.wikipedia.org/wiki/Polignac%27s conjecture)

Dentro de esta conjetura, y para k=2 se incluye la de los
primos gemelos:

Existen infinitos pares de primos gemelos (p, p+2)

(http://es.wikipedia.org/wiki/Conjetura de los n%C3%B
Ameros primos gemelos)
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Pero también podriamos expresar lo mismo para pares
del ti pocbpsip+pdiméso y | o:
Asexy primeso.

Nosotros trabajaremos con el enunciado general, sobre
los pares (p, p+k), con k numero par. Para ello,
usaremos el valor de k como entrada a algoritmos de
basqueda.

Esguema sin macros

Para buscar estos pares (p, p+k) ambos primos
podemos crear en la hoja Conjeturas

(http://www.hojamat.es/sindecimales/divisibilidad/herra
mientas/herrdiv.htm#qglobal)

una lista de nameros primos p en forma de columna.
Para ello la iniciamos con el nimero que deseemos,
generalmente grande, y después, en cada fila usamos
la funcibn PRIMPROX(N), siendo N el numero
contenido en la celda de arriba, con lo que para
aumentar la lista bastara extender la formula hacia
abajo. Después creamos una columna paralela formada
por p+k. Por dltimo, en una tercera columna usamos la
funcion ESPRIMO. De esta forma, la aparicion del

E”“I'” primer par con ambos primos se
— detectara por el valor
S —— _ _ VERDADERO de esa funcion.
52 = 25 En la imagen hemos detectado
man wee wo €| primer par de ndmeros
wo wew wo  gemelos después del numero

1000000, el (1000037,1000039),
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Se comprende que si la conjetura es verdadera,
prolongando las columnas lo que sea necesario,
encontraremos un par de primos con la diferencia que
hayamos fijado.

Por ejemplo, aqui tienes los primeros primos
diferenciados en 1000 que siguen a 10000000:

10000261 10001261 VERDADERO

La columna puede hacerse muy alta, y nos convendria
también poder encontrar los pares buscados con una
sola funcion.

Funcion Polignac

Para abreviar el proceso usaremos la funcién
POLIGNAC(P;K), que hemos afadido a nuestra hoja
calculo conjeturas , enlazada mas arriba.

Esta funcidn actia sobre un inicio n y una diferencia par
k, y encuentra el primer nimero primo p posterior al
inicio que forma par de primos con p+k. Basta leer los
comentarios para entender su funcionamiento.

Function polignac(n, k)
Dim novale As Boolean
Dim p, g

p=nol niciamos | a b¥Wsqueda en
novale=True 6 Vari abl e para ter min
If k /2 <> k\ 2 Then polignac = 0: Exit Function &6 Si k
es impar, damos valor 0 a la funcion

While novale
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p=primprox(p) 6 Buscamos el siguien
If esprimo(p + k) Then g = p: novale = False 6 Si
encontramos (p,p+k) paramos

Wend

polignac =q 6 Damos a I|ehvaldr dah grimern
primo del par

End Function

Por ejemplo, deseamos comprobar la conjetura
encontrando el primer par de numeros primos
diferenciados en 2000 que sigue al inicio 1076. En la
imagen, capturada de la hoja conjeturas.xsIm tienes la
respuesta: 1000121 es el primer primo tal que al
sumarle 2000 se obtiene otro primo 1002121. El resto
del esquema lo hemos organizado para que se
obtengan varios pares en lugar de uno solo. A la
derecha hemos incluido la prueba de que ambos son
primos. Te invitamos a que construyas un esquema
similar en la hoja conjeturas .

Espacio de trabajo

QOrganiza aqui tus calculos y esquemas

Nimero inicial 1000000
Valor de k 2000

p ptk Son primos
1000121 1002121 VERDADERO VERDADERO
1000151 1002151 VERDADERO VERDADERO
1000289 1002289 VERDADERO VERDADERO
1000403 1002403 VERDADERO VERDADERO
1000427 1002427 VERDADERO VERDADERO
1000457 1002457 VERDADERO VERDADERO

Como en todas las cuestiones, la hoja de célculo puede
fallar para ndmeros muy grandes, por lo que debemos
acudir a programas mas potentes. Elegimos PARI por
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ser gratuito. Podemos usar la siguiente funcion, a la que
hemos afadido un Aprintodo par

polignac(n,k)={local(p);p=nextprime(n);while(lisprim
e(p+k),p=nextprime(p+1)); return(p)}
{print(polignac(10”6,2000))}

Si lo ejecutas obtendras el mismo namero primo que
con la hoja, 1000121

parisize = 4000000, primelimit = SO0000
? \r ini.txt
%1 = (n,k)->local(p);p=nextprime(n);while(tisprime(p+k),p=nextprime(p+1));return

(p)
1000121
?

También aqui puede fallar la funcion para nimeros muy
grandes, pero el margen es mayor que en Excel.

La idea es que si la conjetura es cierta (y la herramienta
de célculo lo admite), podemos elegir un namero de
inicio arbitrariamente grande y siempre tendremos un
resultado.

Li sta de n¥amer os pri mos (e me
y otros

Con esta funcion puedes crearte facilmente una lista de
primos gemelos. Basta usarla de forma recurrente en
columna a partir del 1, y con una diferencia dada. En el
esquema que adjuntamos mas arriba usamos esta
técnica:
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Inicio 1

Valor de k 2
| p [p+k
3 5
5 7
11 13
17 19
29 31
41 43
59 61
71 73
101 103
107 109

El primer par de primos gemelos (3,5) se ha construido
a partir del 1. Los siguientes, a partir del anterior, con la
funcion polignac(p,k). Las columna de la derecha la
programamos para que sume el valor de k a la de la
izquierda.

Si la conjetura de Polignac es cierta, esta tabla tendria
una altura infinita. No terminarian de aparecer pares.

Podemos construir de esta forma los pares de primos

Afcousi no, gue se diferenci
Inicio 1
Valor de k 4
| p [p+k
3 7
7 11
13 17
19 23
37 41
43 47
67 71
79 83
97 101
103 107
De i gual $exwa; | os
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Inicio 1

Valor de k 6
| P [p+k
5 11
7 13
11 17
13 19
17 23
23 29
31 37
37 43
41 47
47 53

Nada nos impide crear una lista personalizada. Por
ejemplo, si has nacido en el afio 1962, como es patr,
puedes crear pares de primos con esa diferencia:

Inicio 1
Valor de k 1962
| p [p+k |
11 1973
17 1979
31 1993
37 1999
41 2003
67 2029
101 2063
107 2069
127 2089
137 2099

Llama la atencion que el primer elemento del par no
tiene que ser muy grande aunque k lo sea. Observa la
lista de pares con una diferencia de 1000000:
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Inicio 1
Valor de k 1000000

| P [p+k |

3 1000003
37 1000037
151 1000151
193 1000193
199 1000199
211 1000211
313 1000313
367 1000367
397 1000397
409 1000409

Otras posibilidades

No podemos construir trios de primos de este tipo,
porque siempre uno de ellos seria multiplo de 3, pero si
trios de la forma (p, p+2, p+6), o, en general (p, p+k,
p+3Kk). Para explorar un poco por este camino, bastaria
sustituir la linea de Basic

If esprimo(p + k) Then q = p: novale = False

Por esta otra

If esprimo(p + k) And esprimo(p + 3 * k) Then g = p:
novale = False

Si la conjetrura de Polignac es cierta, estas busquedas
terminaran por dar un resultado. Observa el caso de
n=1000000 y k=1000
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Inicio 1000000

Valor de k 2000
| p [p+k [p+3k |
1000151 1002151 1006151
1000721 1002721 1006721
1001381 1003381 1007381
1001549 1003549 100754¢
1003049 1005049 100904¢
1005359 1007359 101135¢
1005827 1007827 1011827
1006433 1008433 101243<
1006547 1008547 1012547
1007609 1009609 101360¢<

Casi todos estos casos estan publicados y no pasan de
ser curiosidades derivadas de la conjetura que
estudiamos. Si eliges un ejemplo inadecuado, como (p,
p+2, p+4), puede ocurrirte que se bloquee la hoja de
calculo y tengas que recurrir al Administrador de tareas
para cerrarla.

Por el contrario, si consigues trios no publicados,
podrias intentar incluirlos en OEIS.
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SUCESIONES RECURRENTES

En la pasada temporada dedicamos varias entradas a
las sucesiones definidas mediante una recurrencia de
segundo orden. Ahora comenzaremos una serie sobre
las de tercer orden. Entre ellas son muy populares las
de Perrin y Padovan. Como en las anteriores, nuestro
planteamiento no sera tedrico, pues ya existe mucho
publicado sobre ellas. El objetivo sera crear esquemas
y calculos que faciliten la comprension de sus
propiedades.

SUCESION DE PERRIN

La teoria fundamental sobre esta serie la puedes
consultar en

http://mathworld.wolfram.com/PerrinSeqguence.html
http://en.wikipedia.org/wiki/Perrin number

Aqui la describiremos con la ayuda de la herramienta
que hemos ofrecido en entradas anteriores, alojada en

http://hojamat.es/sindecimales/aritmetica/herramientas/
herrarit.htm#recurre?

Definicion
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Esta sucesion es recursiva de tercer orden homogénea,
por lo que necesita tres valores iniciales y que X(n)
dependa de los tres valores anteriores X(n-1), X(n-2) y
X(n-3) mediante la relacion

Xn= A*X n-1"'B*X n-2+C*Xn-3

En este caso particular sélo depende de los dos
ultimos, y no de X(n-1). Concretando:

Condiciones iniciales: x,=3 x;=0 x,=2 Ecuacion de
recurrencia: Xp,=Xp-2+Xn-3

Es como wuna sucesi~n del
retrasoo, pues l.os gue S
anteriores, sino los que estan.un paso mas atras.
En nuestra hoja de célculo se define asi (segunda hoja
del libro):

Recurrencias lineales de tercer orden
e R | . s
El' primer coeficiente es nulo, que es lo que produce el
Aretrasoo, y debajo tienes

La sucesion resultante la vemos pulsando el botén
correspondiente:
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=
o

12

17
22
29
39
51
68
90

Esta popular sucesion la tienes disponible en
http://oeis.org/A001608, donde les. llaman numeros
skiponacci, quizas por los saltos o retardos que
presentan: 3, 0O, 2, 3, 2, 5, 5, 7,10, 12, 17, 22, 29, 39,
51, 68, 90, 119, 158, 209,277, 367, 486,

Ecuacion caracteristica

La ecuacion ‘caracteristica correspondiente serd X°-x-
1=0. Con el botén Resolver de esa hoja obtienes las
tres soluciones de la ecuacion, una real y dos
complejas

Ecuacién caracteristica Resolver

12 Raiz real 1,324718

Discriminante -1,26463
Dos raices complejas
Z1= -0,6624 0,56228 22= -0,6624 -0,5623

Coinciden con las soluciones que da WxMaxima

‘F (2i5) algsys ([x"3-x-1=01, [x]);

6 4

(305) [[x=-0.5622795120623 $1-0.662358978622371, [x=0.5622795120623 %1 -0.662358978622371, [x=1.32471804511278211
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La solwuci - -n real 1,32471¢é( ac
namero plastico y, cuyo nombre se eligio como afin al
namero de oro o el de plata. En estas paginas puedes
estudiarlo mas a fondo:

http://es.wikipedia.org/wiki/N%oC3%BAmero pl%C3%A1
stico

http://revistasuma.es/IMG/pdf/57/055-064.pdf
http://cscmates.blogspot.com.es/2010/11/el-numero-de-
plastico.html

Recordemos que, como en sucesiones anteriores, todo
namero de Perrin es combinacion lineal de las
owen | x| y" | potencias. de las tres soluciones de la

3 1,000000

12a718| €CUACION caracteristica, pero las dos
P complejas: tienen modulo menor que

2,324718

2| la unidad, por lo que sus potencias
sais2 | ‘tenderan a cero en valor absoluto.
7,159189

0 |emmos| POr  tanto, X(n) se acercara

12 12,563499

" P n
1w lieemes aSintoticamente a  y

22 22,047401

20 | 202007 Se puede construir una tabla doble
13 39 38,690488
14 | = =2 €N la que se observe este
15 68 67,897066 .
16 % |7 gcercamiento:
17 119 119,151031
18 158 157,841502
19 209 209,095461

N OO N W N O

[EEN
}_\'Snooo\nmcn#wl\)l—\o

=
N

A partir de un cierto orden basta redondear la potencia
para obtener el nimero de Perrin correspondiente. Lo
puedes comprobar en las ultimas filas de la tabla.
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Funcién generatriz

Usando procedimientos similares a los que explicamos
para las recurrentes de segundo orden, se puede
demostrar que la funcion generatriz es

-~ o
Ow —

P W W

Puedes comprobar que esta es la F.G. ‘adecuada
efectuando este desarrollo en PARI

write("sucesion.txt" taylor((3  -x*2)/(1 -x"2-x~3),x,20))

Te escribira en un archivo sucesién.txt su desarrollo, y
apareceran como coeficientes <los. términos de la
sucesion de Perrin:

3 + 26XM2 + A3 + 2804 F5XAS + BRXAG + THXAT +
10*X"8 + 12*xMQ + 1710 + 22*xM1 + 29*xM12 +
309%xA13 + 51¥XA14 + 68*X 15 + 9 0*X 16 + 119*xA17 +
158*x718 + 209*xA19 + O(x*20)

Sucesion de Perrin 'y numeros
XX Primos

n

0 3

; 2 2 La propiedad mas conocida de estos
3 3 1 nUmeros es que si p es primo, p
4 2 0,5 .. .

5 5 1| divide a X(p). Por ejemplo, X(11)=22,
6 5/ 0,833393 _—

7 ; 1 que es multiplo de 11. Podemos
8 10 1,25 H

. 12 133554 CONstruir una tabla en la que
o t7) dividamos  X(n) entre n y los
12 29| 2,41667

13 39 3

14 51| 3,6428€

15 68| 4,53333 58

16 90 5,625

17 119 7

18 158 8,77774
19 209 11




cocientes enteros se corresponderan con los nameros
primos:

A pesar de su caracter algo extrafno, la propiedad ha
sido demostrada para todos los numeros primos. La
contraria no es cierta. X(n) puede ser multiplo de n sin
que este sea primo. A estos términos se les suele
llamar pseudoprimos de Perrin
(http://oeis.org/A013998):

271441, 904631, 16532714, 24658561, 27422714,
27664033, 46672291, é

Otras propiedades

La paridad de X(n) recorre el ciclo {1, 0,0, 1,0, 1, 1} Es
facil de ver: las tres primeras vienen determinadas por
la definicion (en color rojo en la imagen). Las siguientes
dependen de des anteriores. Por tanto, existira ciclo si
se vuelve arepetir el par 1 0, y esto ocurre siete lugares
mas adelante (color verde):

Para ampliar el tema puedes visitar

http://www.mathpages.com/home/kmath345/kmath345.
htm
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en el que se incluye la espiral triangular creada con
estos numeros.

Propiedades matriciales

Estas entradas sobre sucesiones recurrentes también
se plantean el objetivo de un mayor conocimiento de las
hojas de calculo. Por eso vamos a aprovechar las
propiedades matriciales de la sucesion de Perrin para
repasar este tipo de funciones.

La primera propiedad matricial se resume en la
siguiente formula para n>2;

T p T
Yi oo p

p p T
Recuerda que la traza es la suma de los elementos de
la diagonal principal de una matriz cuadrada.

C
M-

Para comprobarlo con una hoja de calculo
organizaremos este esquema:

Potencia de n-1 de M M Potencia n de M Traza
0 1 0 0 1 0 0 0 1 2
0 o 1 0 0 1 1 1 0
1 1 0 1 1 0 o 1 1
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Comenzamos escribiendo a la izquierda la matriz M dos
veces, y a la derecha las multiplicamos. Para ello
usaremos la funcién matricial MMULT, pero como es de
tipo matricial deberas seleccionar la matriz de la
derecha (debajo del r-tul o
escribir una férmula similar a esta:
=MMULT(C3:E5;G3:15), tomando como rangos.los de
las matrices de la izquierda. Cuando escribasla formula
no termines con Intro, sino con la’ combinacion
Ctrl+Mayusc+Intro , para indicar que la férmula es de
tipo matricial. Notaras que lo has escrito bien porque la
formula se vera entre corchetes.

A la derecha de las matrices puedes incluir la traza de
la tercera, que en la imagen te da 2. Después copia la
tercera sobre la primera matriz con copia solo de
valores, y te resultara el siguiente niumero de Perrin, en
este caso 3, porque esta propiedad genera la sucesion
a partdwr del tercer t®r mino.

Variante de la anterior expresion

Si endugar de usar la traza empleamos un producto por
la matriz (en vertical) (3, 0, 2), obtenemos tres términos
en lugar de uno. La expresion seria ahora:
€

P

C

C2

o
T
C

m- -

© 50
© 34
4 43
Ca C2
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Bastaria borrar la traza en el anterior esquema vy
sustituirla por otro nuevo producto matricial con la (3, O,
2). Lo dejamos como ejercicio. Aqui tienes la
generacion de los términos 5, 7y 10

Potencia de n-1de M M Potencia n de M Términos
1 1 1 0 1 0 1 2 1 3 n 5
1 2 1 0 0 1 1 2 2 0 n+l 7
1 2 2 1 1 0 2 3 2 2 n+2 10

SUCESION DE LAS VACAS DE NARAYANA

Proseguimos nuestro estudio de sucesiones recurrentes
de tercer orden con la ideada por el hindd Narayana
(siglo XIV), con la que intentaba calcular generaciones
de vacas, al igual que:Fibonacci lo hacia con conejos.
Planted lo siguiente:

Una vaca tiene‘anualmente una cria. Cada una de ellas,
cuando ya es novilla a los cuatro afios, también tiene
una crfa.anual ¢ Cuantas vacas habra a los 20 afios?

En libros y webs de Historia de las Mateméaticas puedes
encontrar como lo resolvio a partir de sumas de
nameros consecutivos, pero a nosotros nos interesa en
este momento su caracter de sucesion recurrente.

En efecto, supongamos que nace la vaca en el afo 1.
Se pasara tres afios sin parir, por lo que la sucesion
deber 8 comenzar con 1, 1,
cria, luego ya seran 2 vacas, y, como pare cada afo,
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los siguientes numeros seran 3y 4. Cuando la cria tiene
4 afos, tendrd otra a su vez, y seran 6. En general, en
cada generacion habra tantas vacas como las que haya
actuales, mas todas aquellas que ya tengan cuatro
afos, lo que nos lleva a que Xp=Xp.1+Xn3

Segun esto, la sucesion de Narayana es recurrente de
tercer orden, y entra dentro del ciclo que estamos
desarrollando.

Para entender mejor como organizaremos el estudio,
puedes leer la entrada

http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2014/11/sucesion-
de-perrin.html

La definicion de la sucesion, como todas las de su
clase, se basa en dar la formula de recurrencia y las
condiciones iniciales. Segun lo explicado mas arriba,
son estas:

Condiciones iniciales: x,=1 x;=1 Xx,=1 Ecuacién de
recurrencia: Xp=Xn-1+Xn-3

Acudiendo a la herramienta que usamos en esta serie

(http://hojamat.es/sindecimales/aritmetica/herramientas/
herrarit.htm#recurre?)

tendremos:

Planteamiento:
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Coeficientes

A

Valores iniciales

X0

x1 x2
1
1
1
2
Resultado:

L= = ) = w

13
19

28
41
60
88

129
189

Coincide con la sucesién publicada en
http://oeis.org/A000930

1, 1,1, 2, 3, 4,6, 9, 13, 19, 28, 41, 60, 88,
129, 189, 277, 406, 595, 872, 1278, 1873,
2745, ¢é
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Ecuacion caracteristica

La ecuacién caracteristica correspondiente sera X3-x*
1=0. Con el botén Resolver de esa hoja obtienes las
tres soluciones de la ecuacién, una real y dos
complejas

Ecuacion caracteristica Resolver

12 Raiz real Z1= 1,465570
Discriminante -2,51255

Dos raices complejas
22= -0,2328 0,79255 Z3=-0,2328 -0,7926

Con wxMaxima:

(%01) [[x=1.465571205007825], [x=-0.79255199251545 %i -0.23278561593838 ], [x=0.79255199251545 %i —
0.23278561593838] ]
L

{ (%il) algsys([x"3-x~2-1],[x])}!

Esta situacion-la hemos visto en sucesiones anteriores,
y es que X(n) debe coincidir con la suma de las tres
raices elevadas a n, pero como el moédulo de las
complejas es menor que 1, X(n) se acercara para
valores grandes a 1,46557"n (ver en
http://oeis.org/A000930 una aproximacion mas precisa),
y que también X(n+1)/X(n) se acercard a ese valor
1,46557. Esto segundo lo puedes ver con la hoja
creando una columna de cocientes:
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13| 1,44444444

1

7}

1,46153846

28| 1,47368421
41| 1,46428571
60| 1,46341463
88| 1,46666667
129| 1,46590909
189| 1,46511628
277| 1,46560847
406| 1,46570397
595| 1,46551724)
872| 1,46554622

Funcién generatriz

Al igual que en las sucesiones recurrentes. que ya
hemos estudiado, podemos considerar una funcion
generatriz para esta. Es la siguiente:

p

ow — Pl
P W

La comprobamos con PARILY vemos que su desarrollo
contiene la sucesion-en los coeficientes.

write ("sucesion.txt" taylor(1/(1 -x-x"3),x,20))

1+ X + X"2+ 2*¥X"3 + 3*XM + 4*XN5 + 6*XN6 + 9FXNT +
13*x"8 + 19*x"9 +.28*x"10 + 41*x"11 + 60*xM12 +
88*x"13 + 129*xM4 + 189*xM15 + 277*x"16 + 406*xMN17
+ 595*x"18 + 872*x"19 + O(x"20)

En cada sucesion que estudiamos nos gusta destacar
algun tipo de propiedades. En la de Narayana llaman la
atencion las de tipo combinatorio.

Relacion con los nUmeros combinatorios
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Se X(n) equivale al numero de composiciones
(particiones con orden) del numero n en sumandos

1 y 3. Por ejemplo, si X(7)=9, es porque existen 9
particiones ordenadas de este tipo del niamero 7: {1, 3,
3}14{3,1,3}4{3,3,1}{1,1,1,1, 3}{1, 1, 1, 3, 1} {1, 1, 3,
1,13{1,3,1,1,1}{3,1,2,12,1}{2,12,12,1,1,1, 1}

Con nuestra hoj aublitada dothensos u s
reproducido  facilmente, con las instrucciones
siguientes, que no explicaremos ahora:

XRANGO=7
XT=1,3
SUMA=7
REPITE

Aqui tenemos el resultado:

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7

FES T N S S PR PR Y

3
1
3
1
1
1
3
1
1

[ G P A B P T

Ao oo
alalalalalw

1 1

Es otra forma de ver la recurrencia: estas nueve
composiciones han resultado de anadir un 3 a las
correspondientes a n=4, que son : {1, 3} {3, 1}y {1, 1, 1,
1} y afiadir un 1 a las correspondientes a n=6: {3, 3} {1,
1,1,3}{1,1,3,1}{1,3,1,1}{3,1,1,1}{1,1,1,1, 1, 1},
con lo que se cumple que C(7)=C(6)+C(4). Esto ocurre
para todo valor N, porque siempre podemos repartir sus
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composiciones entre las que terminan en 1 y las que lo
hacen en 3, resultando asi C(n-1) y C(n-3).

Desarrollo con binomiales

Si observas la tabla del desarrollo de X(7), entenderas
que esta formada por permutaciones de dos elementos
(1 y 3) tomados 3, 5 0 7 veces. Las permutaciones con
repeticion de dos elementos equivalen a’ numeros
combinatorios, por lo que podemos plantear:

X U ©
T p g

En general se cumplira:

W X p. L 0w

e CQ
!IQ
Esto nos da (un procedimiento para calcular
directamente cualquier elemento de la sucesion de

Narayana. La funcién en Basic de hoja de célculo te lo
resuelve:

Public Function narayana(n)
Dimp,qg,t,s,i

p=0:g=n:t=1

Whilep<qg -1
g=qg-2:p=p+1 0 Viacrementando el indice inferior
y restando 2 al superior
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s=1Fori=0Top -1l:s=s*(q -0)/(p -1): Nexti

6Cal cul a el nYsmer o combi nat o
t=t+so6Suma | os n¥meros combin
Wend

narayana =t
End Function

Con ella podemos responder a la cuestion de
Narayana, y es que a los 20 afios habria 1278 vacas.

N Narayana(N)
20 1278

NPMEROS ATRIBONACCI 0

Los nYamer o0s Atri bonacci O S
Fibonacci, pero. generados mediante recurrencias de
tercer'orden homogéneas. Existen muchas sucesiones

con este nombre, segun sean sus condiciones iniciales.
Aqui.  comenzaremos con la contenida en
http://mathworld.wolfram.com/TribonacciNumber.html,

pero podemos cambiar mas tarde si surgen
propiedades interesantes para su estudio con hoja de
calculo.

En estos numeros la férmula de recurrencia posee
todos sus coeficientes iguales a la unidad
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Xn= A*Xp1+B*X,0+C*X3 S€ convertiria en X,= Xn.1+Xn-
2tXn-3

Al igual que en el caso de Fibonacci, los dos valores
iniciales también valen 1, y el tercero, 2, pero ya hemos
explicado que existen otras variantes. Dejamos los
enlaces de algunas de ellas:

http://oeis.org/A000073 comienza con a(0)=a(1)=0,
a(2)=1

http://oeis.org/A000213 con a(0)=a(1l)=a(2)=1

http://oeis.org/A001590 con a(0)=0, a(1)=1, a(2)=0

http://oeis.orqg/A081172 comienza con1,1,0.

Y hay mas.
Como ya hemos indicado, nosotros comenzaremos con:

Condiciones iniciales: x;=1 x;=1 x,=2 Ecuaciéon de
recurrencia; Xpg= Xp:1+Xn-2+Xn-3

Los primeraos términas son:

1,1, 2, 4,7, 13, 24, 44, 81, 149, 274, 504, 927/, 1705,
3136, 5768, 10609, 19513, 35890, 66012, 121415,
223317, 4N1ite/lodisdora/@A000073

Como en otras entradas sobre el mismo tema, podemos
acudir a nuestra herramienta de hoja de calculo para
sucesiones recurrentes

http://hojamat.es/sindecimales/aritmetica/herramientas/
herrarit.htm#recurre?

70


http://oeis.org/A000073
http://oeis.org/A000213
http://oeis.org/A001590
http://oeis.org/A081172
http://oeis.org/A000073
http://hojamat.es/sindecimales/aritmetica/herramientas/herrarit.htm#recurre2
http://hojamat.es/sindecimales/aritmetica/herramientas/herrarit.htm#recurre2

En la imagen puedes identificar los coeficientes y
valores iniciales

Recurrencias lineales de tercer orden

Coeficientes

valnxr:smiciales - - - - .

1
Con e | bot - n AVer sucLsSi
obtener el listado de estos niumeros: 4

7

13
24
44
81

Ecuacion caracteristica

149

Al igual que en otras sucesiones recurrentes,

274

Su ecuacion caracteristica se formara a partir e
de sus coeficientes,” en este caso todos 1705
; , 3136
iguales a 1, luego sera x>-x*x-1=0 768

10609
19513

Con nuestra herramienta podemos encontrar 35890
Sus raices:

Ecuacion caracteristica Resolver

12 Raiz real Z1= 1,839290

Discriminante  -1,47038
Dos raices complejas

Z2=-0,41965 0,606297 Z3=-0,41965 -0,6063

La misma solucidén obtenemos con WxMaxima

(%01) [[x=1.839286758257819], [x=-0.6062907292072 %$1-0.41964337760708] , [x=0.6062907292072 %i -

(%il) algsys([x"3-x"2-x-1],[x])~
0.41964337760708] ]
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Recordemos que los elementos de las sucesiones
recurrentes se pueden expresar como suma de
potencias de las tres soluciones, pero con estos
nameros ocurre como con algunos similares (los de
Fibonacci, Perrin o Narayana), y es que las raices
complejas, al tener médulo inferior a la unidad, tienden
a cero si prolongamos la sucesion. Por ello, las
potenci as de | a raz2z real ,
bastante aproximacion los numeros Tribonacci,y, lo
que es Ilo mismo, esta constante coincidira
aproximadamente con el cociente entre dos de estos
ndumeros consecutivos. Lo vemos con hoja de céalculo:

7 1,75
13 1,8571428¢
24 1,8461538¢
44 1,8333333:
81 1,8409090¢
149 1,8395061;
274 1,83892611
504 1,8394160¢
927 1,8392857:
1705 1,8392664:

3136 1,8392961¢
5768 1,8392857:
10609 1,8392857:
19513 1,839287¢
35890 1,8392866:
66012 1,8392867:

Por el | o, al nY¥amer o 1, 83928
Tribonacci.

Funcion generatriz

Todas las variantes de las sucesiones Tribonacci

comparten los mismos coeficientes de recurrencia, y
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por tanto también el denominador de su funcion
generatriz. La que estamos estudiando en esta entrada,
de inicio 1, 1, 2, se genera con la siguiente:

W

"Ow
P W W W

Al igual que con otras sucesiones, la comprobaremos
con PARI:

write("sucesion.txt" taylor((xX)/(1  -x-x"2 -x"3),x,20))

Te escribira en un archivo sucesion.txt su.desarrollo
(este archivo lo deberas tener wvacio en la misma
carpeta que PARI), y apareceran como coeficientes los
términos de la sucesiéon Tribonacci:

X + X"2 + 2°X"3 + 4N+ 7TFXNS + 13*XN6 + 24*XNT +
44*x"8 + 81*x"9 + 149*x"10 + 274*x 11 + 504*x"12 +
927*x"13 + 1705*x"14 + 3136*x"15 + 5768*x"16 +
10609*x"17 + 19513*x~18 + 35890*x"*19 + O(x"20)

Una excursion por la. hoja de calculo

Podemos usar la version matricial de la generacion de
estos numeros para recordar algunos detalles sobre
hojas de célculo.

Es elemental comprobar que las ternas de numeros
consecutivos de Tribonacci. T(n), T(n+l1l), T(n+2)
pueden engendrar matricialmente la terna siguiente
T(n+1), T(n+2), T(n+3), mediante la siguiente féormula
matricial:
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mp 7 “Ye “Ye P
T TP Ye p Ye ¢
P P P YE Y¢ O

Esta formula es adecuada para repasar las formulas
matriciales de las hojas de célculo. Comenzamos
construyendo un esquema como el de la imagen:

Matriz Tres elementos Tres elementos
a(n), a(n+1), a(n+2) a(n+1), a(n+2), a(n+3)
0 1 0 1 1

0 0 1 X 1 = 3
1 1 1 3 5

Para efectuar el producto matrical deberemos usar la
funcion MMULTI, con parametros.la primera matriz y la
columna de la primera terna:

{=MMULT(D4:F6;H4:H6)}

Observa que como multiplicamos rangos de celdas,
usamos el separador :

Para que la hoja entienda que se trata de una
multiplicacion matricial, cuando termines de escribir la
formula, en lugar de terminar con INTRO, usaremos
Ctri+Mayuscula+INTRO . La aparicion de las llaves es
la sefial de que la férmula ha sido introducida
correctamente.

Una vez efectuado el calculo sobre una terna, basta
que copies el resultado como dato, usando Copiar y
Pegado especial como valores, y proseguiran
apareciendo ternas nuevas.
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Uno de los autovalores de la matriz que hemos usado

es | a constante de Tribonac
gue el polinomio caracteristico de la matriz es el mismo

que el de la ecuacion caracteristica de la recurrencia,
x3-x2-x-1=0.

Curiosidades

En esta serie sobre sucesiones recurrentes_solemos
presentar en cada una de ellas propiedades curiosas,
no todas las conocidas, que llenarian libros, sino las
gue mas nos llamen la atencién o se adapten mejor a
las herramientas que usamos. Para la de Tribonacci
presentaremos una propiedad combinatoria.

Particiones de un numero en sumandos no mayores
que 3

Los numeros de Tribonacci (salvo los iniciales) cumplen
que T(N) ‘coincide con las particiones de N-1 en
sumandos que. se pueden repetir, en cualquier orden y
con los sumandos menores o iguales a 3. Por ejemplo,
T(5)=7, que coincide con las particiones del numero 4
en partes no superiores a 3:

Lo comprobamos con el listado obtenido con nuestra
hoja no publicada nCartesius
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X1 X2 X3 X4

© 0O ~NOUAWNER
P NP R WON PR
PR NR RPN
=)

Observamos que resultan 7 particiones distintas.

Para T(4)=4 obtenemos el mismo resultado con
particiones del niumero 3:

X1 X2 X3 X4

abhwN R
BN P W
=

La razén de que esto funcione asi es que cualquier
particion de este tipo con N elementos ha resultado a
adjuntar un 1 a.las particiones de N-1, un 2 a las de N-2
y un 3 a las.de N-3, con los que se cumple X,= Xp.1+X,.
»*+Xn3. Para que lo entiendas mejor hemos coloreado
estos tres sumandos para el caso de T(6)=13:

|X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9

2 T(n-3)
4 T(n-2)
7 T(n1)
Total 13 T(n)

FNRPRRPONNRRE®N
FRNRREPRENPR®ONEN®
FPRPNRREPRNREN®

PR P RN

1

SUCESION DE PADOVAN
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En una entrada anterior estudiamos la sucesion de
Perrin
(http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2014/11/sucesion
-de-perrin.html). La de hoy, de Padovan, es muy
parecida, por lo que se recomienda leer antes la
entrada enlazada. Recordamos:

La sucesion de Perrin es recursiva de-tercer.orden
homogénea, por lo que necesita tres valores iniciales y
gue X(n) dependa de los tres valores anteriores X(n-1),
X(n-2) y X(n-3) mediante la relacion

Xn= A*X n-1+B*X n-2+C*Xn-3

En este caso particular sélo depende de los dos
ultimos, y no de X(n-1):
Condiciones fniciales: x,=3 x;=0 Xx,=2 Ecuacién de
recurrencia: Xp,=Xp.2+Xn-3

Pues hien, la sucesion de Padovan es similar, pero con
distintos valores iniciales:
X():l X]_:l X2:1

Como con la anterior, podemos construirla con nuestra
herramienta de hoja de calculo adaptada a las
sucesiones recurrentes de tercer orden.

(http://hojamat.es/sindecimales/aritmetica/herramientas/
herrarit.htm#recurre?)
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Escribimos los coeficientes 0, 1,1 y los valores iniciales
1,1, 1:

Recurrencias lineales de tercer orden

Coeficientes
A [ 4 8 c
Valores iniciales

x0 x x2

Y obtenemos:

contenidos en http://oeis.org/A134816. Existen
» otras variantes de esta sucesion, pero nos
x dedicaremos en esta entrada a la que comienza
« con~1, .1, 1. Por el caracter de este blog,
s omitiremos propiedades graficas, como la
s _@espiral de triangulos, que puedes consultar en
otras paginas.

2

2

s -

¢ Son los nameros espirales de Padovan
7

9
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Relacio nes recurrentes

Para abreviar a los términos de esta sucesion los
identificaremos como P(n).

En muchas paginas web podras encontrar otras
relaciones recurrentes ademas de la de la definicion,
P(n)=P(n-2)+P(n-3). Aqui sb6lo comentaremos alguna
dejando como ejercicio el andlisis de las demas.

(1) P(n)=P(n-1)+P(n-5)

Se puede verificar por induccion: Se.cumple en los
primeros términos, como puedes comprobar con la
misma hoja de calculo:

1
1
1
2
2
3
4
5
7
9

[ERRENERET VS

12 12
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Extension a P(n+1)

P(n+1)=P(n-1)+P(n-2)=P(n-2)+P(n-6)+P(n-3)+P(n-
7)=P(n)+P(n-4), luego se cumple la induccidon completa.

(2) P(n)=P(n-2)+P(n-4)+P(n-8)

Solo veremos los primeros términos con hoja de calculo
y dejaremos la demostracion por induccién® como
ejercicio.

12 12
16 16
21 21
28 28

Hay mas relaciones de este tipo. Las tienes en
http://es.wikipedia.org/wiki/Sucesi%C3%B3n_de Padov
an

Una interesante es la que relaciona la sucesion de
Perrin con la de Padovan:

Perrin(n)=P(n+1)+P(n -10)

Con nuestra hoja hemos construido este esquema para
que compruebes que se cumple para los primeros
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términos. El justificarlo por induccion es facil por
compartir ambas sucesiones la misma formula de
recurrencia.

[Padovan  [Perrin [PAV(n+1)+PAV(n-10]

~N OO NWNO W

N D WNNPR PP

37 51
49 €538 68
65 90 90
86 119 119
114 158 158
151 209 209

Ecuacion caracteristica

La ecuacion caracteristica correspondiente sera x°-x-
1=0, es.decir, la misma que para la sucesion de Perrin.
Con el boton Resolver de esa hoja obtienes las tres
soluciones de la ecuacion, una real y dos complejas

Ecuacion caracteristica Resolver

12 Raizreal 1,324718
Discriminante  -1,26463

Dos raices compleji
Z1= -0,6624 0,56228 72=-0,6624 -0,5623
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La solwuci - n r ealniméro Bl&tty 1ye
qgue ya presentamos en el estudio de la sucesion de
Perrin. También la sucesion de Padovan se acerca
progresivamente a las potencias de este nimero, como
puedes ver en este calculo realizado con nuestra hoja:

2 1,7549
2,3247

3,0796
4,0796
5,4043

7,1592
9,4839

12 12,563¢
16 16,6431
21 22,0474
28 29,206€

37 38,690&
49 51,254C
65 67,8972
86 89,944¢
114 119,151%

Funcion generatriz

Usando procedimientos similares a los que explicamos
para las recurrentes de segundo orden, se puede
demostrar que la funcion generatriz es

ocw ————
P W W
Puedes comprobar que esta es la F.G. adecuada

efectuando este desarrollo en PARI
82
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write("sucesion.txt",taylor((3  -x"2)/(1-x"2 -x"3),x,20))

Crea un archivo detexto nsucesi -n.txto

carpeta de PARI y veras como te reproduce la
sucesion:

X + XA2 + XN3 + 25XN4 + 25XN5 + NG + AXNT + 5¥XNG +
TXA9 + 9AL0 + 129011 + 16"XM12 + 21%M3 +
28*x"14 + 37*x"15 + 49*x"16 + 65*X"17 + 86*xA18 +
114*x19 + O(x"20)

Los coeficientes del polinomio reproducen la sucesion
de Padovan, con el indice desfasado en 1 porque
hemos comenzado con el valor.0.

Relacion con cuestiones combinatorias

Todas las sucesiones recurrentes suelen tener relacion
con particiones y-.composiciones (particiones con
orden), porque su generacion a partir de elementos
anteriores puede coincidir. En el caso de la sucesion de
Padovan también existen esas relaciones. Veamos:

P(n) coincide con las composiciones de n+2 en
sumandos 2y 3

En efecto, P(0)=P(1)=P(2) valen 1, que son las formas
de descomponer 2, 3 y 4 en sumandos ordenados 2 y
2. P(3)=2 porque 5=2+3=3+2. P(4)=2, ya que
6=3+3=2+2+2.
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Con nuestra hoja Cartesius (alun no publicada) se
pueden comprobar estos desarrollos. Por ejemplo, para
el caso de 8, planteariamos:

XRANGO=8
XT=2,3
SUMA=8
REPITE

Aungue no conozcas su sintaxis, basta explicarte que
hemos pedido que desde 1 hasta 8, usando el conjunto
{2,3} busque todas las sumas iguales a 8 con
repeticion.

Efectivamente, resultan 4=P(6)

[x1 X2 X3 X4 X5

N W wN
N W N W
NN W W

En. general, cualquier suma correspondiente a N
resultara de afadir un 2 a las composiciones de N-2 y
un 3 a las de N-3, por lo que su generacion es idéntica
a la de la sucesion de Padovan. Tal como nos ocurrié
con la sucesion de Narayana,

(http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2015/01/sucesion
-de-las-vacas-de-narayana.html)
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esta descomposicion da lugar a la expresion de los
nimeros de Padovan como suma de nUdmeros
combinatorios.

En http://en.wikipedia.org/wiki/Padovan sequence
tienes uno de ellos:

z,,;:k (?:) = P(k-2).

Asi, por ejemplo, en el desarrollo para k=11 con
Cartesius vemos clara la descompasicion en numeros
combinatorios (recuerda que las permutaciones con
repeticion y dos elementos equivalen a esos numeros)

X1 X2 X3 X4 X5

WNDNDNNWWWN
N WNNDNWWN W
NN WNDNWNWW
NNNWDNNWW®W

NN NN W
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Para quienes apreciais las técnicas de programacion,
insertamos esta funcion por si queréis implementarla en
vuestra hoja de calculo:

Public Function padovan(n)
Dimp,q,t, s, i, NN

nn=n+2:p=Int(hn/2):g=nn -2*p:t=0

While p >=q

s=1Fori=0Toq.-1l:s=s*(p -1)/(q -1i): Nexti
‘Calcula el numero combinatorio

t =t + s 'Suma los humeros combinatorios
p=p-lgq=qg+2

Wend

padovan =t

End Function
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LOS DIVISORES SON LOS PROTAGONISTAS

FACTORES PRIMOS DE LA PARTE LIBRE

Ya vimos en otra entrada

http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2011/05/parte-
cuadrada-y-parte-libre.html

que todos los numeros naturales poseen una parte
cuadrada PC(N) y otra libre de ‘cuadrados PL(N). La
primera contiene como divisores todos los de N que son
cuadrados. Si un factor primo estd elevado a un
exponente par pertenecera a la parte cuadrada, pero si
es impar, el par mayor contenido en él pasara a la parte
cuadrada, y quedara en la parte libre el mismo factor
elevado a la unidad

Todos los factores primos de la parte libre de
cuadrados estan elevados a la unidad.

Puedes seguir la teoria en la citada entrada y también
en nuestra publicacion sobre funciones multiplicativas.

http://www.hojamat.es/publicaciones/multifun.pdf

También puede ser interesante contar los factores
primos de la parte cuadrada, sin repeticion. Llamaremos
funcién Q(N) al resultado de contar esos primos. Asi,
por ejemplo, en el nimero 2520=2%x3?x5x7 tendriamos:
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Parte cuadrada 2°x3°=36, Parte libre de cuadrados:
2x5x7=70, Q(2520)= 2, porque la parte cuadrada
contiene dos primos distintos.

Los valores de esta funcion Q(N) los tienes en
http://oeis.org/A056170

00601,00011001600010,10,21,0,
0, e

Puedes leer ahi algunos comentarios y desarrollos. El
valor O aparece en los numeros, libres de cuadrados.
Verificalo en la sucesion. Es sencillo de entender.

Presentaran valor 1 aquellos ndmeros cuya parte
cuadrada posee un solo factor primo, como 4, 8, 9, 12,
16, 18, 20, 24, 25, 27, 28é ( http://oeis.org/A190641). EI
primer valor Q(n)=2 ocurre en el 36, y, en general, esta
funcidn cuenta losfactores no unitarios de N.

Aprenderas bastante si ejecutas y analizas este cédigo
PARI gue fengendra esos valores. Ahi te lo dejamos.
Recuerda que. OMEGA cuenta los factores primos sin
repetirlos y gue CORE es la parte libre.

{for(i=2,36,printl(omega(i/core(i)),", )}

Podiamos efectuar idéntica operacion con la parte libre,
contar sus factores primos. Llamaremos al resultado
P(N). Sus valores son:

0,1,10,1,2,1,1,0,2,1,1,1,2,2,0,1,1,1,1, 2,
2, ey e st ttmdos ceo nla sucesion OEIS
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http://oeis.org/A162642. En ella los valores 0 se
corresponden con los cuadrados, porque en ellos la
parte libre es 1 y no tiene factores primos.

Como en la anterior recomendamos la lectura del
desarrollo de este enlace de OEIS y el que generes la
sucesion mediante el cédigo PARI

{for(i=1,36,printl(omega(core(i)),", "))}
Recuerda que core es la parte libre de cuadrados

Las funciones P(N) y Q(N) no actuan sobre conjuntos
disjuntos de factores y pueden contar ambas el mismo
factor, como ocurria con el 2 en el ejemplo de mas
arriba, el del 2520, que pertenecia a la parte cuadrada y
también a la libre. Por tanto, la suma P(N)+Q(N) es
igual o mayor que OMEGA(N). En la tabla siguiente
podemos observar que en los numeros que contienen
cubos, como 8, 24 y 27, presentan esa desigualdad
P(N)+Q(N) > OMEGA(N).
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o
8
2
Q
2

OMEGA(N)

o

O~NO O WN R |2

=
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Puedes reflexionar sobre gué numeros presentan esa
desigualdad ademas deos cubos.

P y Q como funciones aditivas

En Teoria de Nameros una funcion f(n) se llama aditiva
cuando se cumple

F(ab) =f(a) + f(b) siempre que ay b sean coprimos

En efecto, si a y b son coprimos, tanto su parte
cuadrada como su parte libre poseeran factores primos
diferentes en ambos numeros. Por tanto, P y Q
aportaran al producto factores que no perteneceran a la
otra funcion. En ese producto figuraran los que aporta
cada uno sin coincidencias, por lo que sus cuentas se
sumaran. Lo puedes verificar en la tabla de mas arriba,
por ejemplo:
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P(2)=1, P(9)=0 y P(2*9)=P(18)=1=P(2)+P(9)

Prueba también con otros pares (coprimos) y con Q(n),
y comprobaras la aditividad.

Al igual que las funciones multiplicativas, las aditivas se
definen solo para potencias de primos. En este caso la
definicion adecuada de Q(p™) seria

Q(P™=0 si m=1, y Q(p™=1 en los demas casos. Lo
puedes expresar también como p**™?, donde.sg es la
funcioén signo, que vale 1 en los paositivos y 0 en el cero.

Para la funcion P tendriamos la situacion opuesta:

P(p™)=1 si m es impar, y P(p™)=0 si m es par. También
se puede resumir como P(p™)=(m mod 2)

La falta de simetria en‘las definiciones viene dada por el
hecho de que si un primo esta elevado a exponente 2 0
mayor, se cuenta en Q y no en P, tanto si es par o
impar.

La funcion g(n), lo s cuadrados y los primoriales.

Hace unas semanas, navegando por Twitter encontré
unos comentarios de Republic of Math
(@republicofmath) sobre resultados relativos a esta
funcion. Me interesaron bastante y decidi estudiarla
mediante hojas de célculo, que es donde nos movemos
en este blog. En la anterior entrada se incluyd un
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estudio sobre los factores primos de las partes
cuadrada y libre como introduccién al que se inicia hoy.

En dichos textos de Twiter se define g(n) como el
minimo namero que multiplicado  por el factorial de
n lo convierte en un cuadrado . Ahora bien, segun
razonamos en la entrada

http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2011/12/empared
ado-de-cuadrados-2.html

esa funcion g(n) es, simplemente la parte libre de
cuadrados del factorial de n . Si la parte libre la
representamos como PL, la férmula adecuada seria

g(n)=PL(n!) .

En lenguaje PARI esta funcion se representaria por
core(n!), y asi es como se ha engendrado la sucesion
de valores de g(n)'en http://oeis.org/A055204:

1, 2,6, 6, 30, 5, 35,70, 70, 7, 77, 231, 3003, 858, 1430,
1430, 24310, 12155, 230945, 46189, 969969, 176358,
4056234, 676039, 676039, 104

Desafortunadamente, en hoja de calculo, si usamos la
expresion equivalente con funciones nuestras:
PARTELIBRE(FACT(N)), el célculo se ralentiza hasta
llegar a hacerse inuatil. Para conseguir la tabla que
sigue, hemos tenido que esperar varios minutos.
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30

35
70
70
10 7
11 77
12 231
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Para resolver esto, y entrando ya en un/tema de
algoritmos, podemos contar con una ayuda:

Foérmula de Polignac
Esta util formula la estudiamos en la entrada

http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2009/02/formula-
de-polighac.html,

a la que remitimos para su definicién y estudio.

La formula recorre todas las potencias de los factores
primos menores que n'y para cada una de ellas evalua
la parte entera del cociente de n entre cada una de las
potencias.

El resultado equivale al exponente del factor primo
dentro del factorial. Esto nos da una oportunidad para
encontrar la parte libre de dicho factorial:
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1 Recorremos todos los nimeros primos menores
que n

1 A cada uno le aplicamos la formula de Polignac

1 Si su exponente es par, pertenece a la parte
cuadrada del factorial, y no nos interesa.

1 Siesimpar, pertenecera la parte libre, es decir, a
g(n), tomandolo con exponente la unidad.

No es dificil programar como funcion estos calculos.
Este listado lo entenderas bien. Devuelve un cero si el
ndmero no es primo y su exponente dentro.del factorial
silo es:

Public Function polignac(n, p) nes el numeroy p el
primo
Dim pol, pote

pol = 0 El valor se inicia en cero. Si no es primo p, se
gueda asi

If esprimo(p) Then

pote = p. Recorrera las potencias de p menores que n
While pote <=n

pol = pol + Int(n / pote) Sumando de la férmula de
Polignac

pote = pote * p Se pasa a otra potencia del primo.
Wend

End If

polignac = pol

End Function
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Puedes comprobar con esta formula la descomposicion
de 22! que publicamos en la entrada sobre Polignac:

221=2%.3°5%73,11%.13.17.19

Con esta funcion podemos encontrar los valores de la
parte libre de cuadrados del factorial. En el ejemplo
obtendriamos g(22)=2*3*7*13*17*19=176358.

Seguimos las operaciones sugeridas mas arriba:
recorrer los primos y tomar tan solo aquellos que
presenten un valor impar en la formula de Polignac:

Este segundo listado es mas simple, y nos da el valor
de g(n):

Public Function g(n)
Dimi, s
s=1
Fori=1 To n Recorre los menores que n, sean 0 no
primos
If Not esnumpar(polignac(n, i)) Then s = s * |
Multiplica solo los de exponente impar (si no es primo
suma cero)
Next i
g=s
End Function
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Ahora el proceso es mucho mas rapido. Este listado se
ha conseguido en segundos:

©oO~NO A WNR|IZ

23 4056234
24 676039
25 676039

A primera vista hay algo que llama la atencion, y es que
la funcion _no. es creciente, aunque sSi tenga esa
tendencia a la larga, y que el valor para un cuadrado es
idéntico- al de'su numero anterior . Esto ultimo se
comprende porque un cuadrado no aporta nada a la
parte libore de cuadrados del factorial. El que no sea
creciente se explica porque la aportaciéon del nuevo
namero puede ser de exponente impar que se acumule
a otro impar ya existente y que entre ambos formen uno
par, que por ser cuadrado se elimina. Pensemos en
esto con mas detenimiento.
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Proceso recursivo

Si disponemos de la descomposicion en factores primos
de g(n) y la de n+1 entenderemos mejor por qué la
funcién g(n) a veces crece otras decrece y en algunos
casos queda igual. Usaremos el siguiente esquema:

Valor de N 15
Valor de g(n) 1430 [2,1][5,1][11,1][13,1]
Valor de n+1 16 [2,4]

Numeros primos  Exponentes g(n)  Exponentes n+1 Exponentes g(n+1)
2 1 4 1

3

5 1 1

7

11 1 1

13 1 1

17

19

En él hemos representado los exponentes (todos
iguales a 1) de g(15).que es el producto 2*5*11*13. En
la siguiente columna se han situado los exponentes de
16, que en este caso solo figura el 4 correspondiente a
2% Al pasar de 15! a 16!, el factor nuevo tiene
exponente par, luego el exponente del 2 no cambia,
con lo que g(15)=g(16)=1430. Esto ocurriria en todos
los cuadrados.

El valor de g(n) es igual al de g(n+1) cuando n+1 sea
un cuadrado.
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Si n+1 es un numero primo, la situacion es la opuesta,
Observa el paso de 18 a 19:

g(18)=5*11*13*17. Como 19 es primo, no se combinara
con los anteriores, y aparecera como factor nuevo en
g(19)= 5*11*13*17*19. Asi ocurrirdé con todos los
ndmeros primos:

Si n+1 es primo, se-cumplira g(n+1)=(n+1)*g(n)

Recorre la tabla, detente en un namero primo N vy
observaras que g(N)=g(N-1)*N

En los demas casos, crece cuando el producto de los
nuevos factores es superior al de los que se eliminan.

Vemos dos ejemplos:

Paso del 19 al 20
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