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10. RAICES PRIMITIVAS, INDICES MODULARES Y SISTEMAS

10.1 Raices primitivas

1.1 Raiz primitiva: definicidn.

Dados m, n tales que mcd(m,n) = 1, el menor g tal que n9 = 1(méd.m) se denomina gaus-
siano de n respecto de m. Si m es un primo y n es un numero cualquiera tal que m+tn, y el
gaussiano de n es m—1, entonces se dice que n es una raiz primitiva de m.

El nimero de raices primitivas de m viene determinada por la funcién ¢(m—1), siendo
(M-1)=m* O 0.0, Si en @ se cumple que a®™'™ £1(m6d. P, con p primo, y

(p—1)/pr

también en « #1(mdd.p) entonces, @ es la raiz primitiva de p. En efecto. Notemos que

si ptn, entonces n" ' =1(mdd.p), con lo que, si el gaussiano de n no esp—1, debera ser un
divisor de p—1. Pero en este caso, si el gaussiano se descompone en factores primos como

pf’...pf’ donde alguno de los 3, puede ser cero, y suponiendo que 3, <«;, tenemos que
"o = 1(mdd.p) luego, el numero de raices primitivas de p viene determinado por (p—1).
Dada n una raiz primitiva de p, se tiene que los valores n°,n*,...,n"? dan restos distintos dos a
dos (mdd.p). Dado g, si existe 3€{0,...,p—2} tal que n” =a(mdd.p), entonces se dice que 3
es indice modular de a en base n, y se denota como 3=/, (a)=Ind,a.

No todos los médulos poseen raices primitivas. Los casos en que existen raices primitivas res-
pecto de un mdédulo m, con m>1 son, m:{2,4,p“,2p“}, en donde p esprimoy a>1.

1.2 Calcular la raiz primitiva de 11.

Para calcular la raiz primitiva de 11, empezaremos por descomponer en factores primos
#(p-1)=10= 2[5, 10/2= 5y 10/5= 2. Por consiguiente, para que un nimero @ no sea divi-
sible por 11, sea raiz primitiva respecto del mddulo 11, es necesario y suficiente que este
nimero @ no satisfaga a ninguna de las congruencias @ =1(méd.11) o a® =1(mAdd.11). Para

a=2, 2" =2°=—1(méd.11) no es congruente con 11, y para 2'%% =2%= 4(mdd.11).
tampoco es congruente con 11, luego 2 es la raiz primitiva de 11.

1.3 Calcular la raiz primitiva de 13.

Sea p=13. ¢(p-1)=12=Z[3= 216 12/2=6 y 12/6=2, que para @ =2, tenemos
2022 = 26 = —1mod.13) y 27%® = 22= 4(m6d.13) Ninguna de las dos congruencias satisface,
nia @’ =1(m6d.13) nia a® =1(mod.13) luego, la raiz primitiva de 13 es 2.

1.4 Calcular la raiz primitiva de 17.

Tenemos que p=17 y #(p-1)=16=2 = 218 donde 1§2=8 y 168= 2. Para a =3,
31/ =38 =16=—1(m6d.17) y para 3*¥=3*=9mM06d.17) que no satisfacen a
a?,a® =1(mdbd.17) por tanto, la raiz primitiva de 17 es 3.
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1.5 Calcular la raiz primitiva de 23.

Tenemos que p=23 y @(p-1)=22= 2011 donde 22/2=11y 22/11=2 Para a =3,
322 = 3" =1(m06d23 que es congruente y 3¢ =3% =9(md6d23 que no es con-
gruente con 1 mddulo 23y, por tanto, 3 no es raiz primitiva de 23. Probamos con a =5. Te-
nemos que, 5% =5 =22(m6d23) y 5% =52 = 2(mb6d23), ambas son incongruen-
tes con 1 mddulo 23, luego 5 es la raiz primitiva de 23.

1.6 Calcular las raices primitivas de los enteros n<100.

Utilizando el programa Mathematica version 6.1, las raices primitivas de los enteros com-
prendidos entre el 1y 99, son,

n0/1]2[3|4|5]/6|7|8]|)9
0 0(112|3|2]|5]3 2
132 2|3 315|2
2 715 2|7|2 2
3 3 3 2|3

4 6 3 5|5 3
5|3 2|5 3|2
6 2|3 2

7 7 5|5 3
8 217|2 3 3
9 5 5|3

Nota: Las casillas en blanco son niumeros que no tienen raiz primitiva.

1.7 Demostrar la no existencia de raices primitivas mdd.2* para a=3.

Sea x un entero impar. Si =3, tenemos que x*??>=1(mdd.2") luego, no existen raices
primitivas méd. 2°. Efectivamente, si a=3, la ecuacién x**"> =1(mdd.2") establece que
x> =1(mdd.2*) para x impar. Este hecho se comprueba facilmente haciendo que x=1,3,5,7 u
observando que (2k +1)* =4k*> +4k+1=4k(k+1)+1 vy teniendo en cuenta que k(k-+1) es

par.
Supongamos que el teorema se cumple para « y queremos demostrar que también se cumple

para «+1. La hipétesis de induccién nos dice que x**?> =1+42°t, t€ Z. Elevando ambos
miembros al cuadrado obtenemos x*? =142t +2*t* =1(mdd.2°*") ya que 2a=a+1.

Esto termina la demostracién puesto que ¢(2%)=2""=p(2")/2.
1.8 Demostrar en qué casos la congruencia x" = a(mdd.m) tiene solucion.

Supongamos que p es un nimero primo impar; @ =1, m es uno de los nimeros p?, 2p“ y
finalmente, c= p-1y mcd(n 9= d entonces X" =a(mdd N admite solucién si, y sélo si
()a sea un multiplo de d, esto es, « es un resto de grado n respecto del médulo m. Por tan-
to, si X" =a(mdd N es soluble, ésta admite d soluciones.

Aplicando el teorema de Fermat, como | (a)=0(mod.c) es equivalente a @ =1(mdbd.d) vy,

c/q

como 1(mdd ) sera equivalente si, y sélo si g sea un no resto de grado g respecto del
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c/2 c/d

=1(mod n), entonces
gruente si, y sélo si & es un no resto de grado d respecto al mdédulo d.
Sea xX*=7(m0d13) y sea g =2 la raiz primitiva de 13. Como mcd(8,12)= 4y |(7)=11, re-
sulta que 4 11, luego la congruencia no admite ninguna solucién.

Comprobamos para |(7)=11# 0M6d.12) donde 72*=7°=343+ 1M6d.4 y que

224 = 3= 27+ 1od .13 por tanto, queda demostrado que la congruencia no admite ningu-

maodulo m, por la imposibilidad de que g =1(mod.d) sera con-

na solucién si | (a) no es mdaltiplo de d.

10.2 indices modulares

2.1 indices modulares: confeccién de tablas.

Si m tiene una raiz primitiva g, los nimeros l,g,gz,...,g”("')’1 forma un sistema residual redu-
cido méd. m. Si mcd(a,m)=1 existe un Unico entero k en el intervalo 0=k =p(m)—1 tal que
a=g*(mdd.m). Este entero se llama indice de a en base g mdéd. m, y que escribimos como
k:indga o simplemente k =ind a cuando la base g se sobrentiende.

Los indices tienen propiedades analogas a las de los logaritmos. Efectivamente. Sea g una raiz
primitiva méd. m. Si mcd(a,m)=(b,m)=1 tenemos que:

ind(ab) = ind(a) 4+ ind(b)(mdd.p(m))
ind(g") =n-ind(a)(mdd.p(m)) si n=1.
ind(1)=0 e ind(g)=1.
ind(—1)=@(m)/2 si m>2.

Si g' es también una raiz primitiva mdéd. m entonces
ind,(a)=ind(a)-ind,(g')(mdd.,p(m))

Las tablas de indices modulares se confeccionan en dos partes: una para hallar el indice de un
numero dado, otra para hallar los nimeros por el indice. Las primeras las denotamos como
N(n) y las segundas como | (n).

2.2 Confeccionar la tabla de indices modulares del 11.

Sabemos que la raiz primitiva del nimero 11 es 2, esto es, & =2 por tanto, se trata de calcular
por a" =r(mbd.11) donde n es el conjunto {0,1,2,.. P- }. los restos potenciales, que para
11 resultan ser:

1| 22=4| 2°=5 =9 | 26=3
21 2°=8|2°=10|2"=7| 2°=6

20
2

Se confecciona tabla I(n) para hallar el nimero, conociendo el indice, que es copia de la que se

acaba de calcular, y tabla n para hallar el indice, conociendo el nimero:
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iy 0] 12 45 9
0 0 2 6
1|5

Por ejemplo, si queremos conocer el nimero que corresponde al indice 4, en la tabla I(n),

I (4) = 2 y para conocer el indice del nimero 8, en la tabla, n(8) = 3.
2.3 Resolver la ecuacién x® =5(mod11).

Sea m= p—1y mcd(a = d donde la congruencia X" = a(mod ) admite solucién y por
consiguiente, a es un resto de grado n respecto del médulo p cuando, y sélo cuando |(a) es
un multiplo de d. Si la congruencia es soluble, ésta admite d soluciones en la forma

n-1(x) = 1(a)(mbd n).

La solucién de X% = 5(mAd 11) requiere los siguientes pasos:

a) El mcd(8,10)= 2y el indice que corresponde al nimero 5 es | (5) = 4, que es divisible
por 2 luego, la ecuacién admite 2 soluciones.

b) La congruencia X* =5(m06d11) es equivalente a 8 (X) = 4(M6d.10) Ahora dividimos
todos los miembros por 2 que resulta 4 (X) = 2(M06d.5), de donde X =3(mOod5), o sea
X =3+ 5t porlo que X =3,8(Mdd.10)

C) Segun la tabla n, los valores de 3 y 8 son Nn(3,8)= 8,2 por tanto, la solucidn al sistema
planteado es, x=3,8(mA4d.11)

2.4 Resolver la ecuacién x’ =11(mo6d.17).

Sabemos que la raiz primitiva de 17 es 3, ahora calculamos las tablas de indices.

P=1|3=9 |3=13|3=15|3F=16|3%=8|3%=4 | 3¢=2
3=3|3=10|3=5 3=11|3=14 | 3M=7|3F=12|3=6

ly [0]|2] 23] a|5|6|7]|8]09 Njo|1|2|3 |4 |5|6]|7|8]09
0 0|14 |1 |12|5|15]|11]10]|2 0 [1|3|9|10]|13|5|15]|11 |16 14
1 |3|7|13|4]|9 6|38 1 |8|7]4|12]2 |6

El mcd(7.16)= 1y el indice de 1 (11)= 7 que divide a 1, esto es, 1|11 luego, la ecuacién ad-
mite al menos una solucién. La ecuacién es equivalente a 70 (X)=7(mAd.16), o sea,
I (X)=1(mAd16). Por la tabla n, n(1)=3 luego, la solucién al sistema propuesto es
x=3(mbd17).
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2.5 Resolver la ecuacién x'° =3(mdd13).

Sabemos que la raiz primitiva de 13 es 2. Las tablas de indices que generan son:

lm | O |1 3 7 9 n 2|3 6 |7 |8
0 0(1|4]|2|9|5|11|3]|8 0| 1|2[4|8|3|6|12]11|9]|5
11107 |6 1|10 |7

El mcd(16,12)= 4 Como |(3) =4, que es mdltiplo del mcd, la ecuacién admitira cuatro

soluciones. La ecuacién X°=3(MAd13) es equivalente a 160 (x)= 4(Mbd.12) que
haciendo operaciones, X =1+ 3. Dando valores a t obtenemos para | (x) =1,4,7,1C que, de
acuerdo con las tablas de indice, resulta, X=2,3,10,11(ndd .13 como solucién al sistema

propuesto.
2.6 Resolver la ecuacién x° = 3(mod41).

El mcd(5,40)= 5 Como | (3) =15, que es multiplo del mcd, luego la ecuacién admite cinco

soluciones. Sea X° =3(mdd41) que equivale a 50 (X) = 15(MA6d.40), si dividimos toda la
ecuacion por 5, |(x)=3(mod.8) o sea, 1(X)=3+8. Damos valores a t y obtenemos,
[(x) =3,11,19,27,3! que, de acuerdo con las tablas de indice N, resulta para
x=11,12,28,34,3800d .41 que son las soluciones del sistema propuesto.

2.7 Resolver la ecuacién x° =3(mod65).

La descomposicion factorial del médulo es 65= 51L& por tanto, la ecuacién tendré solucién
si, y s6lo si la tienen X° = 3(MAd5) y x° = 3(mdd13). Por simple observacion la primera es
equivalente a X =3(maod5) luego, X =3+ 5t. Para la segunda, el mcd(5,12)=1y 1(3)=4
0 sea, 1|4 por consiguiente admite una solucién. La ecuacion X = 3(mbd 13) es equivalente
a 50 (X) = 4(mdd.12), que operando se convierte en |(X) =8+12. Segun las tablas de
indices del 13, al 8 le corresponde 9, entonces, X=9(mdd13), que escribimos como
Xx=9+13.

Para la solucién de X° =3(mbd65) utilizaremos el Teorema Chino de Restos. Tomamos
3+5; = 9(M0bd.13) haciendo operaciones t, =9+13. Sustituimos para conocer X,
X=3+5(9+13 )= 48+ 65 luego x =48(m0bd.65) que es la solucién buscada.

2.8 Resolver la ecuacién x° =17(m6d.23).
El mcd(6,22)= 2y I (17)= 7.Como 2+ 7, la ecuacidon no admite ninguna solucidn.

2.9 Resolver la ecuacién x° =9(mdd161).

Como 161= 7[123 la ecuacidn tendrd solucidon si y solo si las tienen las ecuaciones

X =9(mod7) y x'°=9(mod23).
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Para X =9(mMAd7) equivalente a X' =2(mo6d7), cémo mcd(10,6)= 2y 1(2) = 2, dado
que 212, la ecuacion tendra dos soluciones. Si 100 (x)= 2(mdd.6) la dividimos por 2 resulta
50 (x) =1(mAad.3), donde 1(x) =2,5(Mdd.6). Por la tabla de indices n, los valores de |(2,5)

son equivalentes a 2'y 5, que es la solucion de X'° =9(mod7).

Para X" =9(mM06d23), cémo mcd(10,22)= 2y 1(9)=10, dado que 2110, la ecuacién
tendrd dos soluciones. Si 1000 (x)= 10Maod.22) la dividimos por 2 resulta 50 (x) = 5(mad.11),
donde N(X) =1,12(mAd.22) Por la tabla de indices N, los valores de |(1,12) son equivalentes

a5y 18, lasolucién de X'° =9(mod23).
Aplicando el teorema chino de restos, la solucién de X'° =9(mo6d161) es de 5,51,110,15€

10.3 Sistemas monovariables

3.1 Resolver el sistema f(x) =2 =r(mdd.61).

Fermat nos dice que a®™® =1(mod §), si ahora sustituimos resulta 2¢*? =1(méd.61). Para

2°00 = 480 20— 480 20— 1 48079 2L 2 2 Ete (ltimo resultado aplicado a la ecuacién pro-
puesta resulta 2°° =1048576= 47(mdd .61donde, I = 47.

A continuacién comprobamos si este sistema tiene otras soluciones. Para ello resolvemos la
funcion x°%° =47(mbd.61) equivalente a 5000 (x)= 47(mdd.60) Por las tablas de indices
modulares, |(47)= 20 por tanto, 200 (X)= 20M0d.60) o sea |(x)=1(mdd.3). Dando
valores a 1(x)=1,4,7,10,13,16,19,22,25,28,31,34,37 48)46,49,52,55,5 por lo que obte-
nemos f(x)=2,5,6,7,13,15,16,18,21,22,39,40,43,45,46,48,54,55,56,59(mbd61) que son
las soluciones del sistema.

3.2 Resolver el sistema f(x)=13x"+ 23x°= 1(mdd.11.

La ecuacion x=13x" + 23¢°= 1(mAd.11 podemos reducirla a x=2x* + x**=1(mo6d11) Por
la funcién de Euler, ¢(11)=11- 1= 10 por lo que podemos modificar los exponentes hasta
convertir la ecuacién a X=2+ X =1(mo6d11). de donde x> =10(mdd11). Tomando indices,
escribimos 5l (x)=1(10)(m6d.10) que es equivalente a 5l (X)=5(mA6d.10) y que podemos
escribir como | (X) =1(m6d2). Para 1(x)=1,3,5,7,¢y para n=2,8,10,7,6 Por tanto, la solu-
cion al sistema propuesto es f(X)=2,6,7,8,10(n6d .11

3.3 Resolver el sistema f(x)=x?=37(mdd41).

Utilizando indices, 121 (x)=1 (37)M0d .40 que resulta 12l (x)= 32(M06d.40) Como el
mcd(12,32)= 4,lo que indica que el sistema tiene cuatro soluciones. Dividiendo el resultado
obtenido anteriormente por 4, tenemos 3l (x) = 8(m&d.10). Multiplicamos por 3 para despe-
jar 1(x), obtenemos I|(x)=6(mAad.10). Para |(x)=6,16,26,3t que son equivalentes a
n=239,18, 2, 2! luego, la solucién al sistema propuesto es f(x)=2,18,23,39o6d .41
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3.4 Resolver el sistema f(x)=x°=36(mdd29).

La funcion propuesta la podemos escribir como X8 = 7(mA6d29). Utilizando indices modula-
res, 8l (X)=1(7)(M6d.28) que resulta 8l (X)=12(M0d.28) Como el mcd(8,12)= 4, la
ecuacion tendrd 4 soluciones. Dividiendo 8l (X)=12(m06d.28) por 4 obtenemos
21 (x)= 3(M06d.7) que simplificada resulta | (Xx) =5(M0d.7). Ahora podemos conocer los
valores de |(x) =5,12,19, 2¢ equivalentes a Nn=3,7, 26,22 de donde, las soluciones al sis-
temason f(x)=3,7,22,26(n06d .29

3.5 Resolver el sistema f(x)=5x"+8x*=13(m6d533.

El mddulo se factoriza como 533= 1314 luego, el sistema tendra solucién si y sélo si la tienen
las ecuaciones 5x% +8x*°= 13(mdd.13)y 5x* + 8x* =13(mo6d.41)

Para 5X* +8x*°=13(m6d.13) que simplificamos como 5x + 8x* = 0(M6d.13) que podemos
reducir a 12x* + x= 0(m6d.13)y que se convierte finalmente en X* — x=0(mAd13).
Utilizando indices modulares, 4l (x)—1(x)=1(0)(m6éd.12), que se convierte en
3l (x)=0(mabd.12). Como el mcd(3,0)= 3, la ecuacién tendrd tres soluciones. Dividiendo
por 3, 1(X) = 0(mAd.4), de donde | (X) =0, 4,8 equivalentes a N=0,1, 3, de donde las so-
luciones a la ecuaciénson X, =0+13, X, =1+ 13 ,x,= 3 18y x= 9 1t

Para 5X* +8x*=13(m6d.41), que simplificamos como 5x° + 8= 13(M0d.41) y que pode-
mos reducira X°> =1(mod41).

Utilizando indices modulares, 5l (x) =1(1)(m6d.40) equivalente a 51 (x) = 0(Mdd.40). Como el
mcd(5,0)= 5, la ecuacidn tiene cinco soluciones. Dividiendo por cinco y simplificando, tene-
mos | (X)=0(md&d.8), de donde I(x)=0,8,16,24,3: equivalentes a n=1,10,18,16,3 que
son las soluciones a la ecuacion 'y que escribimos en la forma

X =1+41,x,= 10+ 41 x,= 16 4l = 18 4lyx= 37 4

Para 5x%° +8x* =13(mdd.533) como las ecuaciones parciales han dado cuatro y cinco solu-

ciones, respectivamente, ésta tendrd veinte soluciones que se pueden encontrar utilizando el
Teorema Chino de Restos y que son, f(x)=1,16,42,78,92,100,133,139,165,182, 247, 256, 33¢

365,406,469,508,510,529 mpd .53
3.6 Resolver el sistema f(x)=7x°+ x**=9(m06d6231.
Factorizamos el mdédulo como 6231= 3731167

Para 7xP+ x®¥=9(mo6d3), simplificamos a 1+x=0(mdd.3) que tiene como solucidn
x=2+3.

Para 7x* + x**=9(m6d31), simplificamos a 7+ x® = 9(M6d.31) que podemos escribir como
x® = 2(mbd 31). Utilizando indices, 3l (x)=1(2)(MAd.30) donde 3l (X)= 24(Mbd.30) Como el
mcd(3, 24)= 3, tres serdn las soluciones de la ecuacién. Dividiendo la ecuacién por 3, resulta
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| (x) =8(mAd 10) de donde | (Xx) =8,18, 2¢ equivalentes a n=20,4,7. Las soluciones de la
ecuaciéonson x, =4+ 31t ,x,= 7+ 31y x= 26 31

Para 7x° + x®=9(m06d67), simplificamos a 7x** + x**=9(mdd67) Para simplificar los ex-
ponentes hemos utilizado la funcién de Euler ¢(67)= 67— 1= 66 numero que es mayor que
el segundo coeficiente 63. Podemos forzar el coeficiente negativo haciendo que 63— 66=— 3
y reescribiendo la ecuacién simplificada como 7x**+ X *=9(mOd67) equivalente a

7x* +]/X3E 9(m6d.67) Quitando denominadores, resulta 7x*" —9x®+1= 0(M6d.67) que
tiene como solucion x=17,24,26(MA4d .67) como podra comprobar utilizando métodos ante-
riores.

Aplicando el teorema chino de restos, el sistema f(X) =7x*° + x*=9(m6d6231 tiene como
solucion f(X)=627,888,1089,1433,1632,1833,2438,2639,3510,4037,4515,4716,4781,5042,
5243,5786,5987,611A(0d .623

3.7 Resolver el sistema f(x)=x°-20x*=2(mo6d1127).

Empecemos por factorizar el médulo: 1127= 7 023

Para x** —20x*=2(mod7), simplificamos a X* + X* =2(mbd7) que podemos escribir como
X*(x%+1)= 2(mdd.7) y que tiene como solucién x=1,6(mA4d.7).

Para x*° —20x" =2(mdd23), simplificamos a 1/x* + 2§ x* = 2(M6d.23 que quitando deno-
minadores podemos escribir como X* +26= 2x* (Md.23) Si ahora unificamos monomios,

tenemos 2x* — X* = 3(MAd 23) que podemos transformar en X*(2x° —1)= 3(M6d.23) que
tiene como solucién x=6,17(Mdd.23)

Para resolver la ecuacion Xx*° —20x"=2(mo6d49), ya que conocemos las soluciones del
modulo 7, utilizaremos la formula de Taylor, Brook Taylor (1685 — 1731), matematico
inglés que la descubrid. Los valores de la ecuacién X° + X* = 2(mAd7) y sus derivadas, son

f= 2
f(4)=1332

f)= 6

f(x):x2+>(‘:{
f(4)=876

f(x) =2x+4xX :{
Ahora debemos resolver la ecuacién f(x)+ f'(X) pt=0(maod f),que sustituyendo los valo-
res obtenidos, obtenemos X = 6,43(Mo6d.49)

Utilizando el teorema chino de restos, la solucion al sistema planteado vendra determinado
por f(x)=6,190,937,112106d .1127

3.8 Confeccionar tabla de niimeros e indices médulo 13

Sabemos que la raiz primitiva de 13 es 2. Las restantes raices primitivas se obtienen calculando
los r tales que mcd(r,12)= 1. Estos resultan ser r =5,7,11, con lo que las raices pedidas

son, 2° = 6(M6d.13). 27 =11M6d.13)y 2 =7(méd.13).
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Para pasar de un indice de base b a otro de base b'. Supongamos conocido X = l,(n) vy que-
remos calcular X = 1,,(n), si b =n(maéd p, entonces X1, (b") = I, (nN)(m6d p-1), por lo
que X = 1,(0)™*1,(nN)(mbd p-1). Por consiguiente, es suficiente calcular la columna 1,(n) de
la tabla siguiente, y, a partir de ella calcular las otras mediante X = I, (b")™1,(n)(méd p-1).
Supongamos |4(n)=(1,(6),()(MG6d.12). Como 1,(6)=5, 1,(6)" =¥ 5= 5Mdd.12) ya
que 5[5=25= 1Mdd.12) De la misma manera, si 1,(11)* =1 7= 7(Mdd.12) ya que
707 = 49= 1m6d.12) Analogamente |,(7)™" =11, ya que 11[11= 12% 1no6d .12 De
esta manera la tabla nos queda de la siguiente forma:

N | 1) | Te(n) | M) | 15,(n)
1 0 0 0 0
2 1 5 11 7
3 4 8 8 4
4 2 10 10 2
5 9 9 3 3
6 5 1 7 11
7 11 7 1 5
8 3 3 9 9
9 8 4 4 8
10 10 2 2 10
11 7 11 5 10
12 6 6 6 6

Nota: Este supuesto aparece en la pagina 308 de Problemas y Ejercicios de Matematicas Discreta de Antonio Vera
Lépez y Ramon Esteban Romero.

3.9 Confeccionar tabla de nimeros e indices médulo 17

Sabemos que la raiz primitiva de 17 es g =3 y los nimeros que generan las nuevas raices pri-
mitivas vendran determinados por mcd( n16)=1,3,5,7,9,11,13,1 Con estos nimeros indices
se generan las raices primitivas de la forma siguiente:

3 =3Mm6d.17), 3=10 M6d.17), 3=5 M6d.17),7=11 M6d. 17
P =14m6d.17), $=7 M6d.17), $=12 M6d.17),"3=6 méd.1

donde las raices primitivas, respecto al médulo 17, son 3,5,6,7,10,11,12,1. Ahora podemos
crear las tablas indices de estas raices primitivas:

glof1 2 3 4 5 6 7 8 9 (10|11 |12 |13 |14 | 15
3 |1]3 9 |10 |13 |5 (15|11 |16 |14 | 8 7 4 112 2 6
5 |1]5 8 6 |13 |14 2 |10|16 |12 | 9 |11 | 4 3 115] 7
6 |16 2 |12 ] 4 7 8 (14|16 |11 15| 5 |13 ]10] 9 3
7 |17 |15] 3 4 |11 |9 [12]|16 (10| 2 |14 |13 | 6 8 5
10 (1 (10|15 |14 | 4 6 9 5116 | 7 2 3 (13 ]11| 8 |12
11 |1 11 ] 2 5 4 110 | 8 3116 6 [15]12 13| 7 9 |14
12 |1 )12 | 8 |11 ]13 | 3 2 7 |16 | 5 9 6 4 [14|15] 10
14 |1 )14 | 9 7 |13 112 |15] 6 |16| 3 8 |10] 4 5 2 |11
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10.4 Sistemas multidimensionales

4.1 Transformacion a sistemas multivariables.

Sea una ecuacién monovariable cuadratica ax’ + bx= G que tiene solucidn. Sea una ecuacién
multivariable ax’ + by= C Estas dos ecuaciones seran equivalentes si, y solo si, C es restos

cuadrético de ax® respecto al médulo b

—5++/5+ 42 -5++/33
2 2
dos raices reales. La ecuacién X° +5y = 2 tendra solucion si, y sélo si, 2 es resto cuadratico

Supongamos x* +5x= 2. Esta ecuacién tiene como solucién x=

respecto al médulo 5. Por el criterio de Euler a'®™'? =1(moéd p, aplicado a nuestro caso

2692 = 32 1(MOd.5), 2 no es resto cuadratico respecto al médulo 5y, por tanto, los siste-

mas no son equivalentes ni transformables.

4.2 Transformar la ecuaciéon x° +5x-4= 0.

5+5 + 44 -5t 41
2

La solucién de X* +5x—4=0es X= > , dos raices reales.

Para x> +5y—4=0, como 42 =1(m0d.5), el sistema es transformable y tendré cuatro
raices, dos por cada variable.

A continuacidn exponemos un método de solucién para estas ecuaciones.

Calcular X en funcidn de y: Por ecuaciones modulares.
Sea X*+5y=4 que transformamos en X* =4(mdd5). Como X* = 2*(mdd5),la ecuacion tie-
ne como solucion x=2(maod5). De acuerdo con Gauss, si una ecuacién cuadratica pura admi-

te una raiz, también admitird una segunda que sera la inversa de aquella. En este caso,
X =-2(m06d5). Como la inversa o complemento de -2, respecto al médulo 5 es 3, la segunda

raiz sera x=3(mod5) luego, la solucién serd, X, =2+5ty X, = 3+ &

Calcular y en funcién de x: Por sustitucion.

En x*+5y=4, sustituyendo el valor de X, obtenemos (2+5)Y+5y=4. Como
Sy=4-(2+ 3} es equivalente a 5y =4—- (2+ &Y resulta para Yy, =—(4t +5t%). Referente a
la segunda raiz, 5y =4— (3+ &) resulta para Yy, =—(1+ 6t+ &°). El sistema propuesto tiene

cuatro soluciones paramétricas que, como sistema indeterminado, genera infinitas soluciones
que resumidas resultan:

X =2+5t y,=—(0+ 4+ )

X’ +5y=4= ,
X, =3+5t y,=—-(1+ &+ §° )

10
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4.3 A partir de la ecuacién 5x* +11x = 3 crear, si es posible, un sistema multidimen-
sional.

La solucién a 5x* +11x— 3= Ces x=

-11+ /1% - 405¢ 3) -11++/181 ]
= , dos raices reales.
205 10
Para 5x% +11x— 3= 0, como 3**V2=1(mAd.11), la ecuacién es transformable en el sistema

multivariable 5x* + 11y = 3.

Para la ecuacién 5x*+11x= 3. Transformamos a una modular 5x° +11x=3(m6d.11) que
simplificada podemos escribir como X* =5(mod11). Esta ecuacién tiene dos soluciones,
X =4+11tyx, = 7+ 11 Por otra parte, la funcion Euler ¢(11)=11- 1= 10 soluciones que
modifican los exponentes y que escribimos como € =2+10sy g = 1 10s Por todo lo ex-
puesto, la ecuaciéon 5x° +11x= 3(Mdd.11) se transforma en un sistema con infinitas solucio-
nes mediante la modificacién de los parametros € y t que podemos escribir como:

X, =7+11 |e =1+ 10s

F(X) =5 +11¢ 53(mc')d11){xl:4+1]1 {el: 2+ 105

Para la ecuacion 5x? +11x = 3. Transformamos en 5x° +11y=3, una ecuacién multivariable.

Despejamos x en funcién de y:
Sea 5x* +11y=3 que escribimos como 5x° =3(mdd11). Simplificada resulta X* =5(mbd11)
que sabemos tiene como solucién x, =4+11ty x, = 7+ 11

Despejamos y en funcidn de x:
En la ecuacion 5x* +11y=3, sustituyendo los valores de X, obtenemos 5(4+11f + 1y =3y

5(7+11Y + 1Y =3 Ahora, despejamos Y en cada una de las ecuaciones:

_—3+5(4+11f -3 5(16 88+ 121 )

] 7+4Q + 55°
11 11

_—3+5(7+11f _ -3 549 154+ 121 )

, 22+ 7@+ 55%°
11 11

Por la funcidn Euler sabemos que ¢(11)=11- 1= 10 con ¢ =2+10sy ¢ = ¥ 10s por tanto,

la ecuacién 5x* +11y=3 puede ser transformada en el siguiente sistema multidimensional:

=4+11 = 2 = 2+ 10s
f(x,y)=5x* +11y* 53(méd11){xl y,= 7+40+ 5% {e_

X, =7+11 y, =22+ 70+ 5%° |e =1+ 10s

11
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4.4 A partir de la ecuacién x®+7x= 6 crear, si es posible, un sistema multidimen-
sional.

La ecuacién X° +7X= 6 tendra solucidn si, y sélo si 6 es resto cuadratico respecto al médulo
7. Como 6" = 1(mdd.7), la ecuacion tiene solucién en la forma x° = 6(mod 7).

Utilizando indices, como 3l (X) = I(6)(M0d.6) es equivalente a 3l (X) = 3(M6d.6), que divi-
dida por 3, resulta | (X) =1(mo6d2). Como para | (x) =1,3,5 equivalentes a x=3,6 y 5, la so-
lucién a la ecuacion planteada resulta X, =3+ 7t, X, =5+ Ty x= 6+ 7%

Por la funcién de Euler sabemos que ¢(7) = 6 de donde g =3+ 6s ye = I+ 6s por tala ecua-

cién X° = 6(Mbd 7) puede ser transformada en un sistema multidimensional como:

X =3+t 3465
F(X) = +7x =6(m6d7) | x= 5+ 7t{el_
=1+6s
X =6+7t

Para la ecuacién X° + 7Yy =6, son validas las soluciones anteriores de X, por tanto, sustitu-
yendo esos valores en la ecuacién, resulta (3+7tY+7y=6, (G+7tY+7y=6 vy

(6+ 7tY + 7y =6, ecuaciones que tienen para y las siguientes soluciones:

1:__6+(3—+7t)3 =3+ 27+ 63" + 4¢°
2:—‘6*(?7”3 =17+ 73+ 105 + 4¢°
S:L?mg:souom 1262+ 49

La ecuacion X2+ 7Yy = 6 genera un sistema multivariable y multidimensional de la forma:

X, =3+7t y,= 3+ 2%+ 6F+ 4¢
f(Xx,y)=X+7y:=6(mdd7){ x=5+7t y= 1% 75+ 108+ 49

{el=3+6s
X, =6+ 7t y, =30+ 108+ 126 + 48

e, =1+6s

4.5 A partir de la ecuacién 7x°>' +13x"* = 4 crear, si es posible, un sistema multidi-
mensional.

Por la funcién de Euler sabemos que @(13)=12.La ecuacién 7x°"+13x"** = 4 podemos sim-
plificarla a 7x>"*+13x™* Y= 4= 7x* 1%= ¢ y resolverla como 7x% = 4(mdd.13).
Ahora quitamos el coeficiente dependiente de X y obtenemos X3 = 8(mdbd 13). Observar que
x* = 2](mb6d13), por tanto x=2(mAd13). Si utilizamos indices, 3l (x)=1(8)(Mbd.12)
equivalente a 3l (x)= 3(MA6d.12), de donde | (x) =1(m6d4). Como 1(x) =1,5,9y x=2,6,5
las soluciones de la ecuacion, son x, =2+13,x,= 5+ 13y x,= 6 18

12
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La ecuacion 7x%+13x = 4 genera un sistema monovariable y multidimensional de la forma:

X =2+13
f(x)=7x% +13x* =4 (M6d 13)1 x= 5+ 13t{
X, =6+13

e =3+12s
e =1+12s

Sustituyendo en 7X° +13y = 4 los valores de X, obtenemos:

72+13)+13= 4>y, = 4 84+ 546+ 11&
75+ 18y+ 19= 4>y, = 67 525 1365+ 118
7(6+13V+13= 4>y, = 116 756+ 1638+ 116

La ecuacion 7x° +13y = 4 genera un sistema multivariable y multidimensional de la forma:

X, =2+13, y,= 4 84+ 548+ 1183

. g =3+12s

f(x,y)=7> +13@ =4 (m6d13){ x= 5 13t, y= 67 52% 1366+ 114 1+19s
x,=6+1%, y,= 116+ 756+ 1638+ 1183 '

4.6 A partir de la ecuacién x°+7x° = 6 crear, si es posible, un sistema multidimen-
sional.

Si resolvemos la ecuacién como X° +7X* = 6(mM0od7), dado que 7x? es multiplo del médulo,

la ecuacién tiene como solucion X = 3,5,6(M0d.7) y los valores de y* vendran determina-
dos por

+(3+27+63° + 493)y2,

Y1
y, =£(17+ 78+ 108 + 4¢)"
y, =+(30+108 + 126 + 46)""

Que son los valores del supuesto 4.4.

4.7 A partir de la ecuacién x'° +7x* = 4 crear, si es posible, un sistema multidimen-
sional.

La funcion de Euler determina que @(7)=6. Si resolvemos la ecuacién como

X" +7x* = 4(mbdd7), dado que 7x* es mdltiplo del médulo y que X ° = x*, obtenemos

una ecuacion simplificada de X* = 4(m6d7), que tiene como solucién x = 3,4(méd 7).

Sustituyendo estos valores en X" + 7y2 = 4, resulta para y2

(3+7t)' +7y* = 4= y, =+(1% 108+ 378+ 5aB+ 34“3]/2
(4+ Ty +7y? = 4 y, =£( 36+ 256+ 678+ 3ad+ 343

Un sistema multivariable y multidimensional.

13
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4.8 Resolver la ecuacién x**+55y° = 1.

Si tomamos la ecuacién como X* +55y* = 1(mdd55). dado que 55y° es multiplo del médu-
lo y éste se factoriza 55= 511, tenemos X**+55y*=1(mAd55) que es equivalente a
X +5y?=(mod5) y x*+11y*=1(ma6d11). Si estas ecuaciones tienen solucién, también
las tendra la ecuacidn que las ha generado.

Sea X" +5y?=1(mod5). El término 5y° es mdltiplo del médulo y por la funcién Euler sa-

bemos que @(5) = 4, de donde X" *°= X7 por tanto x> =1(MOd5) es la ecuacion a resol-
very que, como facilmente se puede comprobar, tiene como soluciones X =1,4(maod5).

Sea X +11y*=1(mdd11). El término 11y* es maltiplo del médulo y por la funcion Euler

sabemos que @(11)= 10, de donde X" = x? por tanto X’ =1(mAd11) es la ecuacion a
resolver y que tiene como soluciones X=1,10(mod11).

Sea X455y =1(moOd55). El término 55Yy° es mdltiplo del médulo. Por la funcién Euler

sabemos que @(55)= 40, de donde X***°=x? luego X* =1(mMAA55) es la ecuacion a re-
solver. Por el teorema chino de restos, estas soluciones son X=1,21,34,54ndd .55

Conocidos los valores de X, los valores de y vendran determinado mediante sustitucién en
NG —55y2 =10 esto es:

_ER2— _ %
(1+58F-55°=1 =y, =+( O 2+ 58)
(21+58f - 55°= 1, =y, =#( 8 42+ 5113)y2
(34+53f - 55°= 1,= y,=+( 2% 6B+ 515)}/2
(54+53 f - 55°= 1, = y, =*( 53 108+ 55)%

© Ponemos 55y en negativo ya que las soluciones que genera son en Z.
Esta ecuacién genera un sistema multivariable y multidimensional que podemos identificar

como X* +55y% =1(mO6d55) con  =2+40sy e, =2+ 40s, iguales por pertenecer a ex-

ponentes originales iguales pero distintos, ya que pueden ser utilizados de forma independien-
tes.

4.9 A partir de la ecuacion x*+7Yy*+11z= 1% crear, si es posible, un sistema multi-
dimensional.

Dado que se trata de una ecuacidén con tres variables, la soluciéon debe pasar por tomar dos
variables principales, por ejemplo X y VY, y una libre, z por tanto, la ecuacidn podremos plan-

tearla como xX*+7y* =13- 11z

14
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Sea X3 +7Yy? =13- 11s(M6d.7’ que reducimos a X* =6+ 3s(mod7).

X recorre el sistema completo de restos respecto al médulo 7.
6+ 35 debe ser resto cuadratico de X respecto al médulo 7.
Zrecorre parte del sistema completo de restos respecto a 11= (mod.7)= 5.

Por tanteo obtenemos:

{x=0,z=3{x=1,z=3{x 2,z B{ * 3z K

{x=4,2=3{x=5=20{ = 6,z p
Aplicando a la ecuacién x® =6+ 3s(mod7), resulta para X las siguientes soluciones:

X =0+7t, %=1+ A, =2 T ,x= 3F 1
X =4+7t, =5, x =6 1.

En funcién de estos resultados, las soluciones de y vendrdn determinadas por:

(0+7tF + 7y* +1105= 13= y,=+{ & 46}

(L+ 7Y + 7y? + 1103 13= y,=2{ 3 & 28+ 48"

2+ 7F + 7y + 1003 13 y,=2{ 4 12+ 48+ 49"

3+ TP+ 7y +1100= 13 y,=2{ 3 27+ &+ 49"

(4+ 7Y + 7y’ + 1103 13= y, =+ 12 48 @A+ 44"
(5+ Tty + 7y’ + 1100= 13 y, =+{ 16 76+ 105+ 43"
(6+ 7ty + 7y*+ 1100= 13=> y, ={

29 108 126+ 4%)%

10.5 Sistemas criptograficos: Herramientas utilizadas

5.1 Orden multiplicativo.

Si @, m son dos enteros positivos mcd( g n)=1, si ¢(m) =g entonces a°=1(mod n) y se de-
nota como ord, =a El orden multiplicativo de a mdédulo m es el menor entero positivo e
que cumple a®=1(médn). Por ejemplo, para determinar el orden multiplicativo de
4 médulo 7, 4* = 2(m6d.7) y 4° =1(mad.7), por lo que ord,4 = 3.

Algunas de las propiedades de los drdenes multiplicativos son:

1. Siord,a=e entonces a'=1(mod n) si,y sélosi e| n
Si p es primo, entonces ord_a| p—1. En particular ord,_a|g(m.

3. Siord a=g entonces a°=a'(mod np si, y sélo si s=t(mo6d ¢. Como mcd(g n=1,
esto implica que ad*! =1(mod n).

15
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Referente al ejemplo anterior, como 4% =2(M06d.7) y 4° =1(m6d.7), 4° =43(mAbd.7) equiva-
lente a 4° —4° =1(M06d.7).

5.2 Grupo ciclico.

En teoria de grupos, un grupo ciclico es un grupo que puede ser generado por un solo elemen-
to; es decir, hay un elemento g del grupo G, llamado "generador" de G, tal que todo ele-

mento de G puede ser expresado como una potencia de g. Si la operacion del grupo se deno-
ta aditivamente, se dira que todo elemento de G se puede expresar como ng, paran entero.
En otras palabras, G es ciclico, con un generador g, si G :{g” | nO Z}. Dado que un grupo
generado por un elemento de G es, en si mismo, un subgrupo de G, basta con demostrar que
el Unico subgrupo de G que contiene a g es el mismo G para probar que éste es ciclico.

Por ejemplo, G :{e d.dq, d, g“} es ciclico. De hecho, G es esencialmente igual (esto es, iso-

morfo) al grupo {1, 2,3,4 bajo la operacion de suma maédulo5. El isomorfismo se puede hallar
facilmente haciendo g - 1.

Contrariamente a lo que sugiere la palabra "ciclico", es posible generar infinitos elementos y
no formar nunca un ciclo real: es decir, que cada 9" sea distinto. Tal grupo seria un grupo

ciclico infinito, isomorfo al grupo Z de los enteros bajo la adicién.

Salvo isomorfismos, existe exactamente un grupo ciclico para cada cantidad finita de elemen-
tos, y exactamente un grupo ciclico infinito. Por lo anterior, los grupos ciclicos son de algun
modo los mas simples, y han sido completamente clasificados.

Por esto, los grupos ciclicos normalmente se denotan simplemente por el grupo "candnico" al
que son isomorfos: si el grupo es de orden n, para n entero, dicho grupo es el grupo Zn de

enteros{O,l,... ,n—:} bajo la adicion médulo n. Si es infinito, éste es, como cabe esperarse,
Z. Ejemplo, comprobar la relacién entre ord,,7. y ord,;5. Como mcd(5,13)= 1= mcd(7,13)
calculamos 5°,7° = 1(mo6d.13) donde e esigual a 5,5°,5, 5'= (dd.13F 5,12,8, por tanto
5* =1(mdd.13) y el orden multiplicativo ord, ;5= 4.

Para 7',7°,7,7%7°7°%7"75%7°%7 %7 17 = (mbd.13F 7,10,5,9,11,12,6,3,8,4,: por tanto
7% =1(mbd.13) y el orden multiplicativo ord,,7 =12.

Ejemplo, encontrar todos los elementos de ord,,5. Como ¢#(21)=¢ (3} (7)= 216= 12 los fac-
tores primos de 12, son {1,2,3, 4,6,1? suficientes para valorar ord,,5.

Como 5',5°,5, 5, 5= Mo6d.21F 5,4,20,16, luego 5° =1(mo6d.21)y ord, 5= 6 es el orden
multiplicativo.

5.3 Raiz primitiva.

Si g es un entero positivo donde mcd( g m =1, g serd una raiz primitiva respecto al médulo
m, si, y s6lo si ord,,g=¢@(m). Comprobar si 2 es raiz primitiva de 9.

Tenemos @(9)=F -3 =6, donde 2°=1MA6d.9) y 2“x1Mbd.9) si 0<k<6. Como
ord,2=1,2,3,6 para 2,2°,2, 2= mod .9 2,4,8,y para ord,2 = 6, se puede asegurar que

2 es raiz primitiva de 9.Las raices primitivas restantes se obtienen calculando los restos r ta-
les que mcd(,9)=1, en este caso 2 y 5.

Calcular las raices primitiva de 11. Sea ¢(11)=11-1=1C y mcd(r,10)=1,3,7,9 Como
2227 ?= (mod.11F 2,8,7,(éstas son las raices primitivas, respecto al médulo 11.
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5.4 Logaritmo discreto.

Si a es entero arbitrario relativamente primo con m, y g es una raiz primitiva de m, enton-
ces existird entre los ndmero {0,1,2,.. $ M) }. donde @(m) es la funcion de Euler, un
nimero 4 que satisfagaa a= g“(maod 1.

El ndmero 4 es denominado logaritmo discreto de a respecto a la base g mddulo m, y se
denota como 4 =log, (M6d.m). Este nimero es utilizado frecuentemente en sistemas de se-
guridad y criptografia.

Confeccionar tabla de logaritmos discreto de Z,, sabiendo que las raices primitivas son
2,6,7y 8

H 0|1|2(3]|4|5 |(6|7|8]|9
2/=(mod1l) |1|/2|4|8|5[10|9|7|3]|6

log, 0[1|/8[2|4]|9]|7|3|6]5
g/u |0|1]2|3[4|5 |6]7[8]9
2 |1]2|4|8|5|10|9(7|3]|6
6 |1](6|3|7]9|10|5|8|4]2
7 |1]7|5]|2[3|10|4]|6|9]|8
8 |1(8|9|6|4|10(3|2|5]|7

La tabla general de logaritmos discretos respecto a Z,,, es

Hlg | log, | logs | log, | log,
1 0 0 0 0
2 1 9 3 7
3 8 2 4 6
4 2 8 6 4
5 4 7 2 8
6 9 1 7 3
7 7 3 1 9
8 3 6 9 1
9 6 4 8 2

10 5 5 5 5

5.5 Meétodo de los cuadrados repetidos.

Para el calculo de X", cuando n es suficientemente grande, se puede simplificar utilizando la
descomposicidon de n en factores binarios, tales que =X+ X + X'+ ¥ +... + X.

Ejemplo: Calcular 19”* =1 (m6d.17) Observamos que 19 = 2! =r Mm6d.17)y la descomposi-
cion del exponente resulta 21= 2"+ 2+ 1 Ahora planteemos la solucién de la ecuacién
2?' =1 (M6d.17) de la siguiente forma:
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2'=2(mbd.17)

2° = 2°= 4m06d.17)

2 =4 =16(mod.17

2°=16"= 1(mo6d.17
2'°=1°=1Mmod.17,

27 =29+ =1162= 32= 1500d .17

Teniendo en cuenta que, por la funcién de Euler ¢(17)=17—- 1= 16 la ecuacién también se
podria haber resuelto como 2% = 2°'%°=r (m6d.17), de donde 2° = (M6d.17)= 15

Ejemplo: Calcular 31° =r (MAd.101) La descomposicion del exponente es 73= 2+ 2+ 1y la
solucidn la planteamos como:

Exp Cuadrados sucesivos

1| 31 =31Mmod.101

3% = 3f = 52(6d .101

31' =52 = 78(n6d .101

8 | 37 = 78 = 24(mdd .101

31°= 24 = 71(od .101

37?= 7%= 92(dd .101

64 | 31" =92 = 81(dd .101

73 | 31°=37**'= 8112413 60264 68(0d .1(

La solucién de este supuesto seria muy dificil aplicando métodos normales ya que el resultado

de 31°= 74029301204351823098380610679999775413388476862987988460115733182809088823666435147650814205274159:
seria imposible de manejar.

5.6 Matrices.
En criptografia la codificacion de mensajes requiere, a veces, la agrupacion en bloques de di-

chos cddigos. Esto se puede llevar a cabo utilizando matrices de 2Xx 2, 3x3 6 nxn, de-

pendiendo del tamafio del mensaje o del enmascaramiento que se quiera hacer de él.
Supongamos el sistema:

by= od
2xp, HFbysdmodm _fa bifx)_ (e g
cx+ dy= f(mod m c d)\y f
para

A=ad-bc= a

b
od
d‘(mo )

si X, e y, son soluciones al sistema:
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x,=A"(ed- bf)=A™ AT

? g‘( mod me y, =A™ (af - cd)

a e
mod
) f‘< 0

1

si, y s6lo si mcd(A, M) =1 con A=ad-bqd médmy A™ =
ad - bc

(méd ), determinan-

>

te e inversa, respectivamente.
Como ejemplo resolvemos el siguiente supuesto:

3x+13y = 8(madd.55)
5x+ 21y = 34(M0od.55

Para A=3[21- 1315 53ndd .55 y mcd(53,55)= 1 el sistema tiene una unica solucién
mddulo 55. Como A™ = 27(m0d.55) obtenemos:

X, =A™ (de- bf) =27(2108- 13134 27(n6d .55
y, =A™ (af - cd =27(3(B4- 518 246d.55

Esto nos lleva a que Xx=27(mOmb55) e y=24(mOm55) son las Unicas soluciones que satisfa-
cen a la ecuacién.
Supongamos ahora un sistema lineal de 3x3 de la forma

ax+hy+ gz d( modpn
ax+hy+ ¢ z= d( mod iy
ax+by+ gz= d( mod i

Este sistema tendrd solucién en méd 1 si, y sélo si mcd(A, m) =1, donde

a b ¢
A=la, b c)(mbédn
a b g
y con soluciones de
d b ¢ a d g a b d
x=AMd, b ¢f(médm y=ATla, d, c(médmyz=ATla b dj(modm
d, b ¢ a, d; ¢ a b d

Por ejemplo, resolvemos el siguiente sistema:

3x+4y+ 7z= 8(mbdd23)
5x+ 6y+ 2z=7(mod23)
3Xx+5y+11z=1(mbdd 23

Aplicando el procedimiento descrito, obtenemos las siguiente solucidn al sistema:

x=20,y=13,z= 1¢
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