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Polinomio Minimo en Campos Cuadraticos

1. Método de solucion

Partiendo de que un cuerpo cuadratico es K =Q(\/5 +\/B), vamos a proponer un

método o estructura para encontrar el polinomio minimo de grado [K :Q] =2n, con NZ de

la forma x*" + BX'+ C=0, y proponer su solucién.

Sea D un numero racional que no es cuadrado perfecto en Q, pero que puede repre-
sentar algunos de los elementos de un polinomio, como una raiz r =a+b\/B o un discrimi-
nante como D =b? —4c. Podemos decir que un cuerpo cuadratico es de la forma K =Q(\/B)

y puede ser definido como Q(\/B) ={a+ b/D: a bDQ} .

Si D <0, pertenece al campo de los nUmeros complejos y tienen representaciones
finitas de la forma x* + Dy’ = C.

Si D >0, pertenece al campo de los nimeros reales y tienen representaciones infini-
tas de la forma x> — Dy* = C.

Sea N una norma o conjugado tal que N(a b)=(a+ b/+ D)(a b/+ D= 4+ DB,
donde, si D <0, pertenece al campo de los nimeros complejos y tienen representaciones fini-
tas de la forma a*+ Db?=C ysi D >0, pertenece al campo de los nimeros reales y tienen
representaciones infinitas de la forma a®> - Db* = C.

Establecida la relacién entre x* + Dy’ Oa*+ Db*,0C y x* - Dy’ Oa’ - D?,0R, po-

demos determinar que todo polinomio de la forma x*" + BX'+ C=0 tiene solucién a partir de

) ) Si D<0, ¥+ Dy = COC
N(x y)=(a+ b/t D)= X+ Dﬁj{si D>0,%X - Dy = COR

1.1. Soluciones finitas e infinitas de un cuerpo cuadratico

Supongamos que partimos del nimero 31, que es primo, y no tiene raiz cuadrada
exacta, podemos decir que la raiz cuadrada de 31 esta comprendida entre 5y 6, esto es,
6°>31> 5.Como 5°+5= 6 - 6= 30= 5(5 1)existe una dispersién de 1= (31- 30)y gene-
ra un nimero Oblongo o Heterométrico, que es producto de dos nimeros consecutivos. Pues

bien, el 31 tiene exactamente 5 representaciones en el campo de los nimeros complejos,
tantas como nimeros cuadrados son menores a 31, asi:

Representaciones finitas 1 2 3 4 5
x*+ Dy’ =31 P+30xF | 22+3xF | 3 +22xF | 42 +15xF | 5° +6xT

Por contra, las representaciones en el campo real son infinitas como infinitos son los
cuadrados mayores a 31.

Representaciones infinitas 6 7 8 9 10...

x*-Dy’* =31 6°—5xF | 77 -2xF | 8 -33xF | ¥ -2x5 | 10° - 69xE ..

Todas estas representaciones generan otros tantos polinomios minimos, bien dentro
del campo complejo, bien dentro del campo real.
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2.8 K :Q(\/C_S+\/§) es un cuerpo cuadratico, el polinomio minimo generado sera de la
forma x*" - BX'+ C=0.

2.1. Solucién por descomposicion polinémica

Para /3, si X:\/é y x? =3, entonces x> —=3=0es un polinomio moénico.

. 2 _ _ . . L.
Para /5, si x=~/5 y X* =5, entonces x> —5=0 es un polinomio ménico.
Con la multiplicacion de estos dos polinomios mdnicos, obtenemos:

(x=3)(x=5)= ¥ — 3x— 5x+ 15= X - 8% 15 (

polinomio que tiene como solucién x=3,5, los dos nimeros bases de las radicales cuadrati-
cos. Ahora bien, este no es el polinomio que buscamos, ya que la variable X tiene exponente
2, por tanto:

(X =3)(X -5)= X' - 32— 5X+ 15= X'— 8¥+ 15 (

gue es un polinomio de grado 4 que tiene como solucién X:i\/é,i\/g, cuatro raices reales
dos a dos conjugadas. Es la solucién de las raices cuarticas.

2.2. Solucién sobre cuerpo cuadratico con dominio real

Dado que se trata de un cuerpo cuadrdtico con dominio real, \/C_*}\/g las bases son
positivas, la solucidn se plantea a partir de N(Xx, y)=(a+ b/_D) = X - Dy = C En este caso,
como las raices reales son /3 y \/g x=a=3+5=8y D =3x5=15, tenemos 8 —15y*=C
de donde y? = (8- C)/15.

Mediante modulares, 8% =C(m6d15) obtenemos para C =4=2* y para b=4=2.

Aplicando la estructura creada, N(X Yy)=(8+ 2\/1_5): g — 15x2= 4 podemos calcu-
lar los valores de B y C del polinomio x*" - BX'+ C=0:

C=(8+2/15)(8- 2/15F ¢y B=(8+ 2/15)+ (8- 2/15) 1!

de donde el polinomio minimo es x? =16x+ 4= 0y su solucién x =8+ 2/150R ,son dos rai-
ces reales conjugadas.

2.3. Polinomio reducible o irreducible

Para determinar si un polinomio es reducible o irreducible, podemos aplicar el proce-
dimiento del médulo 2. Veamos:

Si x*" - BX"+ C=0(mdbd2)= 0, el polinomio es reducible.
Si x*" — BX"+ C=0(mo6d2)=+1, el polinomio es irreducible.

En nuestro supuesto anterior, X* —16x+ 4= 0(mdd.2), X = 0(mo6d.2F C por tanto es
reducible.
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Otro procedimiento nos viene dado por la estructura empleada. Si mcd(g =1, es
irreducible. Si mcd( g B #1, es reducible. En nuestro caso, como mcd(8,2)= 2, el polinomio

x? —16x+ 4= 0 es reducible, asi N(X, y) = (4+\/E)= 4 - 1541 = :y, por tanto:
C=(4++/15)(4-~/15)= 1y B=(4+/15)+ (4-/15)= ¢

el polinomio minimo es x> =8x+1= 0y su solucién x=4%~/150R, dos raices reales conju-

gadas.
Podiamos haber utilizado la Norma, y el Polinomio se habria obtenido mediante desa-

rrollo (x—a+b/D)(x- a- B/ D= %+ 4-2ax b % Bx GO
N(X) = (X=4+/15)(x- 4-J15)= X - 8x+ E (

Por la descomposicién polindmica sabemos que el grado del polinomio es
[K :Q] =2n, ya que se parte de dos polinomios ménicos, x> =3=0y x> -=5=0, asi

N(X) = (¥ —4+/15)(X¥ - 4-/15)= ¥ - 8%+ E (

. . ;o . . 2 _ . .,
es el polinomio minimo irreducible, de la forma X" —8x"+1=0, que tiene como solucién

X=%44++/150R, cuatro raices reales, dos a dos conjugadas.
Podemos hacer la comprobacion a partir de una de las raices generadas. Por ejemplo,

para r =\/4+\/TS :

Si x=+/4++/15, X2 =4+/15, X2 =4=+/15 y (x* —4)? =15, entonces

(x* =4)* -15= 0. Desarrollando el cuadrado de la suma de dos nimeros, resulta:
(X*-4)*-15=x"-8x*+ 1= C(
lo que demuestra que las raices son correctas para este polinomio.

2.4. Transformacion de Tschirnhaus

Sien x*" —8x"+1= 0 hacemos que n=3, transformamos el polinomio en uno de sex-

to grado de la forma x° -8x%+1= 0. Es la transformacién de Ehrenfried Walter von Tschirn-
haus (1651-1708) que, en las Acta Eruditorum de 1683, propuso un método con el que pre-
tendia transformar cualquier ecuacidn polindmica de grado n en otra del mismo grado sin
términos intermedios. Esta idea ya era conocida por Francois Viéte (1540-1603). Ver pagina 4
de http://hojamat.es/parra/cuarticas.pdf

Supongamos que una de las raices es X=+ 4++/15. Mediante transformacién sucesi-
va, obtenemos X’ =4+./15, x* -4=,/15, & -4H= 15 X -4) -15 Desarrollando el
dltimo término (x*-4)? -15= x°- 8x’+ 16- 15 x°~ 8¢+ £ ( obtenemos el polinomio de
origen.
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El resultado anterior nos asegura seis raices: cuatro raices dos a dos conjugadas, de la

forma X=i\3/4i\/i'3 y dos raices primitivas de la unidad de la forma X=(—1)2’3><\3/4+\/E,

donde (—1)2/3 = —E+E y su conjugado —1 +E __1_£3 =1.
2 2 2 2 2 2

Ver pagina 4 de http://hojamat.es/parra/gaussiana.pdf

3.Si K =Q(\/5 +\/_8) es un cuerpo cuadratico, el polinomio minimo generado sera de la
forma x*" - BxX'+ C=0.

3.1 Solucién por descomposicion polindmica

Para /6, x=6, X =6,X-6=0
Para +/8, x=8, X% =8,xX-8=(

de donde (X% —6)(x?—8)=x*-14x?+ 48= 0, que tiene como solucién X =++/6,+/8, cuatro
raices reales, dos a dos conjugadas, que representan las dos raices cuadradas propuestas.

3.2 Solucién de la forma cuadratica

Calculamos a=x=6+8=14y D =6x8= 48 y buscamos la solucién mediante la es-
tructura N(X, y) = (14+ b/48)= 14 - 48f= C

Utilizando modulares hacemos que 14° =C (m0d.48). de donde C=4 y b=y=2, por
tanto N(X, y) = (14+ 2/ 48)= 14— 48x2= <Los valores de C y B, son

C=(14+2/48)(14- 2/ 48F .y C=(14+ 2/48)+ (14 2/ 48F 2

de donde x* -28x*+ 4= 0 es el polinomio que tiene como solucién X =#++/14+ 2/48, cuatro
raices reales, dos a dos conjugadas. Pero este polinomio es reducible. Veamos por qué:

Por la prueba del médulo 2, x* —28x* + 4= 0(mod2), el valor de x=0, por tanto dis-
tintoa, X#1.

El discriminante 48= 2 x3, no es un nimero libre de cuadrados.

El mcd(a §= d=(14,2)= 2,0sea d #1, entonces
C= (7+lm)(7— ﬁSF 'y B= (7+1m)+ (7- 1/_48)= 1< por lo que el polinomio mini-
mo es X* —14x+ 1= 0, que tiene como solucién x=7=+ 1\/@, dos raices reales conjugadas.

El discriminante 48=2x3, no es un numero libre de cuadrados, ya que
\/4_8=\/42_><3= 4/_3 por tanto X* —14x+ 1= 0, tiene como solucién x=7+ 43, dos raices
reales conjugadas.

Si el polinomio hubiera sido N(X) :(X‘ —7+4\/§)( X-7- 4\/_3; =X®-14¢+ E Clas so-

luciones habrian sido X =i\/21\/§ y X, =% Zix/éi, ocho raices en dos grupos de cuatro
raices conjugadas, reales y complejas, respectivamente.



Rafael Parra Machio Polinomio Minimo en Campos cuadrdticos

4. Si K=Q(~/-5++/=7) es un cuerpo cuadratico, el polinomio minimo generado sera de la

forma x>+ BX'+ C=0.
4.1 Solucién por descomposicidon polindmica

Para /-5, si Xx=+/-5 entonces X’ +5=0 es un polinomio mdnico.

Para /-7, si Xx=+/—7 entonces x*+7 =0 es un polinomio mdnico.
Con la multiplicacion de estos dos polinomios mdnicos, obtenemos:

(X +5)(x*+7)=x"+12x°+35=0

Este polinomio tiene como solucidon X = i\/gi,i\/ﬁ , cuatro raices complejas, dos a dos
conjugadas.

4.2 Solucién de la forma cuadratica en campo complejo

Calculamos a=x=5+7=12y D =5x7= 35y buscamos la solucion mediante la es-
tructura N(x y)=(12+ b\/——35)= 12+ 35/=C

Mediante modulares 12° =C(m06d.35) de donde C=4 y b=y=2, por tanto
N(x y) = (12+ 2/-35)= 12+ 35x2= 28 Observamos que el mcd(12,2)= 2, por tanto

podemos reducir el polinomio mediante N(X, y)=(6++/-35)= 6 + 35xi= 1 por lo que el
polinomio reducido resulta

C=(6++/-35)(6-+/-35)= _y C=(6++/-35)+ (6-+/-35) 1:

asi, x*+12x*+1= 0 es el polinomio que tiene como solucién X =#+/6++/35i, cuatro raices
complejas, conjugadas dos a dos.

4.3 Solucidn utilizando el programa WolframAlpha

Mediante la funcidn MinimaIPonnomia[\/g ++/-7, % de WolframAlpha, se genera el

polinomio x* +24x* + 4= 0, y mediante la funcidn Roots{ R+24 %+ 4==0, % , genera como so-

luciones x=i /2(6+\/?5) ,x:—i\/z( 6+\/_3$ X= i\/ é G\/_3)5x=—i\/ (2 6\/_2)5 Observen que las solu-

ciones llevan todas el 2 como multiplicador, lo que sugiere que x*+24x*+ 4= 0, no es un poli-
nomio irreducible. Efectivamente, prescindimos de ese multiplicador y utilizamos la norma o

conjugado de 6+4/35, encontramos N(X) :(x2+6+\/375)(x2 + 6—\/3% =X+ 12¢+ E 0 poli-

nomio igual al encontrado anteriormente por un procedimiento totalmente distinto, y que po-

demos comprobar mediante MinimalPonnomia[ 6++/35], )ﬁ = X+12X+ 1= 0
Nota: Todas estas funciones pueden resolverse copidndolas simplemente en el programa WolframAlpha en on line.
http://hojamat.es

http://hojamat.es/parra/iniparra.htm
http://hojamat.es/index.htm




