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3. ARITMETICA MODULAR 

 

3. 1. Algoritmo de Euclides 

 

1.1 Demostrar el Algoritmo de Euclides. 
 
Sean � � � dos números donde � > � y � ≠ 0; sea q el cociente que se obtiene de dividir el 
primero por el segundo y, sea r el residuo resultante. 
 

Si � = �	 + �, para � = 0, entonces a b6  ó .a q6   

Si � = �	 + �, para � ≠ 0, entonces ( )a r b− |  ó ( ) .a r q− |  

Si � = �	′ − �� con �′ ≠ 0, entonces ( ')a r b+ |  ó ( ') ',a r q+ | siendo 	′ y �′ la cifra de 

cociente y residuo resultantes en la división por exceso.  
 
Haciendo operaciones, obtenemos ���	� − 	� = � + ��. Cuando la diferencia entre 	� � 	 es 
igual a la unidad � = � + �′, si es distinta, � + �� = ��	 + �� − �	 = �� donde, en función de 
la suma de los residuos, se pueden determinar los valores de b ó k, siendo éste el incremento 
de q. 
 

1.2 En una bolsa hay 41 monedas que queremos repartir entre 5 cajas, pero, 
a. Si colocamos 6 monedas en cada caja, nos sobran 7 monedas. 
b. Si colocamos 7 sobran 11. 
c. Si colocamos 8 sobran 6. 
d. Si colocamos 9 faltan 4. 
e. Si colocamos 10 faltan 9. 

¿Qué consecuencias nos aportan estas distribuciones? 
 
Las consecuencias son las siguientes:  
 

41 = 5 ∙ 6 + 11 = 5 ∙ 7 + 6. El incremento en q es 1 luego, � = � − �� = 11 − 6 = 5. 

41 = 5 ∙ 6 + 11 = 5 ∙ 8 + 1. El incremento en q es 2 luego, � = � − �� = ����
� = 5. 

41 = 5 ∙ 6 + 11 = 5 ∙ 9 − 4. El incremento en q es 3 luego, � = � + �� =  !"
# = 5. 

41 = 5 ∙ 6 + 11 = 5 ∙ 10 − 9. El incremento en q es 4 luego, � = � + �� = ��! 
$ = 5. 

 
Como podemos observar, en las dos últimas igualdades, b será igual a la suma de los residuos 
si éstos tienen signo contrario, o a su diferencia, si son de signos iguales. 
 

1.3 Algunos supuestos de aplicación del Algoritmo de Euclides.  
 
 3.1. Si 7A Bq= +  y también ( 1) 3,A B q= + −  para 100,Ac  determinar los valores de 

B y q. 

 
Como 7 ( 1) 3A Bq B q= + = + −  donde 7 ( 1) 3,Bq B q+ = + −  haciendo operaciones resulta pa-

ra 10.B=  
 
Si 10 7 100,q+ c  10 93qc  tenemos para 9qc  entonces 

10 9 7 97A= ⋅ + =  ó 10(9 1) 3 10 10 3 97A= + − = ⋅ − =  
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 3.2. Si 23A Bq= +  y también ( 1) 16,A B q= + +  para 150,Ac  determinar los valores 

de B y q. 

 
Como 23 ( 1) 16A Bq B q= + = + +  donde 23 ( 1) 16,Bq B q+ = + +  haciendo operaciones resul-

ta para 7.B=  
 
Si 7 23 150,q+ c  7 127qc  tenemos para 18qc  entonces 

7 18 23 149A= ⋅ + =  ó 7(18 1) 16 7 19 16 97A= + + = ⋅ + =  
 

 3.3. Si 37A Bq= +  y ( 10) 13,   A B q para= + − 200.Ac  

Como % = &	 + 37 = &�	 + 10� − 13 donde &	 + 37 = &�	 + 10� − 13, haciendo opera-
ciones, &	 + 10& − 13 = &	 + 37 resulta para & = 5. 
Si 5	 + 37 ≤ 200, 5	 ≤ 163 resulta para 	 ≤ 32 entonces  

% = 5 ∙ 32 + 37 = 197 ó % = 5�32 + 10� − 13 = 197. 
 

 3.4. Si 47A Bq= +  y ( 3) 26,   A B q para= + + 61.Ac  

Sea % = &	 + 47 = &�	 + 3� + 26 donde &	 + 47 = &�	 + 3� + 26, haciendo operaciones, 
&	 + 3& + 26 = &	 + 47 que resulta para & = 7. 
 
Si 7	 + 47 ≤ 61, 7	 ≤ 14 resulta para 	 = 2, entonces  

% = 7 ∙ 2 + 47 = 61 ó % = 7�2 + 3� + 26 = 61. 
 

3. 2. Congruencias lineales 

 

2.1 Concepto de congruencia: Propiedades. 
 

Si  a, b  y m son números enteros tales que a b−  es un múltiplo de m, que es positivo, se dice 
que a y b son congruentes respecto del módulo m, si la diferencia dividida por él producen el 
mismo resto.  
La relación de congruencia se expresa como � ≡ ��+ó-. +�, relación que fue ideada por 
Gauss.  
Cuando a y b no sean congruentes respecto del módulo m, escribiremos � ≢ ��+ó-. +�.  
De la propia definición se deduce que � − � ≡ 0�+ó-. +�. La congruencia puede expresarse 

como � = +/ + � con mr <≤0  donde t es un número entero. A esta expresión se le llama 
división euclidea en el conjunto ℕ de los números naturales.  
A partir de la definición dada anteriormente, indicamos a continuación las propiedades de las 
congruencias: 
 

I) Para todo � ≡ ��+ó-. +�, es decir, todo número es congruente consigo mismo, 
respecto a cualquier módulo: propiedad reflexiva. 
II) Si � ≡ ��+ó-. +� entonces � ≡ ��+ó-. +�: propiedad recíproca. 
III) Si � ≡ ��+ó-. +� y � ≡ ��+ó-. +�, entonces � ≡ ��+ó-. +�: propiedad transiti-
va. 
IV) Si un número a es primo con m, todo � ≡ ��+ó-. +� será también primo con m. 
V) Si � ≡ ��+ó-. +� y � ≡ -�+ó-. +�, también � + � ≡ � + -�+ó-. +�. 
VI) Si � ≡ ��+ó-. +� y c es distinto a cero, entonces �� ≡ ���+ó-. +�. 
VII) Si � ≡ ��+ó-. +� y d es un divisor cualquiera de � ≡ ��+ó-. -�. 
VIII) Si �� ≡ ���+ó-. +� y el ( , )mcd c m d=  entonces, ( . / ).a b mód m d≡  

IX) Si k es un número natural y � ≡ ��+ó-. +� también �1 ≡ �1�+ó-. +.). 
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X) Si b es 1 o b2 entonces �+ − ��� ≡ ���+ó-. +�. 

XI) Si p es un número primo entonces 2( ) ( . ).p pm n m n mód p+ ≡ +  

XII) Si p es un número primo, 2
1 2 1 2( ... ) ... ( . ).+ + + + + +p p p

n nm m m m m m mód p≡
 

 

2.2 Calcular el resto de dividir 213 por 7. 

 
Si tenemos en cuenta el %234�5/+4 -6 78�25-69, planteamos 213 = 7	 + � para co-
nocer el cociente q y el resto r. Si utilizamos congruencias, 213 ≡ ��+ó-. 7� para co-
nocer r, que es la solución de la congruencia. 
Por el %234�5/+4 -6 78�25-69 la solución es 213 = 7 ∙ 30 + 3. Aplicando congruen-
cias, 213 ≡ 3�+ó-. 7� que representamos como 213 − 3 ≡ 0�+ó-. 7� y como 
213 − 3 = 210 = 7 ∙ 30 la solución modular resulta � = 3 + 7/.  
La solución de este supuesto nos demuestra la estrecha relación que existe entre el 
%234�5/+4 -6 78�25-69 y las congruencias. 
 
2.3 Dividir el número 101 en dos partes tales que, una sea múltiplo de 11 y la otra 

sea múltiplo de 17. 
 
Sean � � � los números a buscar entonces, se trata de resolver 11� ≡ 101�+ó-. 17�. 
Observamos que 11 < 17 < 101 por tanto, necesitamos una herramienta que nos permita la 
solución de este supuesto. 
Dado un número a, recibe el nombre de inverso de a módulo m, otro número �′ tal que 
��′ ≡ 1�+ó-. +�. La condición necesaria y suficiente para que un entero a posea un inverso 
módulo m, con + > 1, es que el +�-��, +� = 1. Además, ese 5;<6�94 es ú;5�4 +ó-824 +.  
Para determinar el inverso de un número aplicaremos la >-6;/5-�- -6 &é@48/. 
Si tenemos en cuenta que el +�-�11,17� = 1 = 11�−3� + 17�2� resulta que los coeficientes 
3 y 2 son los inversos de 11 respecto al módulo 17 y de 17 respecto al módulo 11 y también 
conocidos como �46A5�56;/69 -6 &é@48/. Aplicando la propiedad recíproca, tenemos. 
Para 17� ≡ 101�+ó-. 11� donde 2�17� ≡ 101��+ó-. 17� = 34� ≡ 202�+ó-. 11�.  
Ahora, sacamos restos de 34 y 202 respecto al módulo 11� ≡ 4�+ó-. 11� que es equivalente 
a � = 4 + 11/, donde t es un entero cualquiera. 
En cuanto al valor de a, por sustitución 101 − �17 ∙ 4� = 101 − 68 = 33 que resulta para 
� = 3 − 17/ luego, 11�3 − 17/� + 17�4 + 11/� = 101 es la solución. 

 
2.4 Calcular números congruentes con 13 módulo 7. 
 
Como B ≡ 13�+ó-. 7� es equivalente a B ≡ 6�+ó-. 7�, resulta para B = 13 + 7/ o bien 
B = 6 + 7/. Dando valores a t, con 13 y 6 
 

t= 0 1 2 3 4 … -1 -2 -3 -4 

x= 13 20 27 34 41 … 6 -1 -8 -15 
           

t= 0 1 2 3 4 …. -1 -2 -3 -4 

x= 6 13 20 27 34 …. -1 -8 -15 -22 

 
obtenemos un conjunto de clases residuales   
 

C… , −1. −8, −15, +6, +13, +20, +27, +34, +41, … E 
C… , −1, −8, −15, −22, +6, +13, −20, +27, +34, … E 
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todas de congruencias finitas. 

 
2.5 Comprobar que los enteros menores de 11, excepto el 1 y el 10, pueden agru-

parse de dos en dos de manera que F ≡ G�HóI. GG�. 
 
Como 11 es un número primo, todos los elementos no nulos de ℤ��, donde ℤK es un anillo de 
clases residuales respecto al módulo m, son elementos inversibles. 
Los inversos de cada uno quedan expresados en la siguiente lista:  
 

1 ∙ 1 ≡ 1�+ó-. 11�: 1 es inverso de sí mismo en ℤ��. 
2 ∙ 6 ≡ 1�+ó-. 11�: 6 es inverso de 2 y 2 es inverso de 3 en ℤ��. 
3 ∙ 4 ≡ 1�+ó-. 11�: 3 es inverso de 4 y 4 es inverso de 3 en ℤ��. 
5 ∙ 9 ≡ 1�+ó-. 11�: 5 y 9 son inversos uno del otro en ℤ��. 
7 ∙ 8 ≡ 1�+ó-. 11�: 7 y 8 son inversos uno del otro en ℤ��. 
10 ∙ 10 ≡ 1�+ó-. 11�: 10 es inverso de sí mismo en ℤ��. 

 

2.6 Encontrar un número tal que si se divide por 3, el resto es 2; si se divide por 5, 
el resto es 3 y, si se divide por 7, el resto es 2 

 
Ya en el siglo III, el matemático chino Sun-Tzi quiso saber este número. En atención a él y otros 
como Lin Hiu (siglo III), Yang Hui (siglo XI), Chon Huo (siglo XIII), matemáticos chinos que apor-
taron soluciones a los sistemas de congruencias lineales, hay un teorema llamado 
M64�6+� Nℎ5;4 -62 P69/4.  
Este teorema afirma que, si +�, +�, … , +Q son enteros positivos, primos relativos dos a dos, el 
sistema B ≡ ���+ó-. +��, B ≡ ���+ó-. +��, B ≡ �Q�+ó-. +Q� tiene solución única 
+ = +� ∙ +� ∙ +Q esto es, hay una solución B, 0 ≤ B < +, y todas las demás soluciones son 
congruentes módulo m con esta solución. 
Aplicado a nuestro supuesto, tenemos 
 

Sea + = 3 ∙ 5 ∙ 7 = 105. R� = K
# = 35, R� = K

S = 21 y R# = K
T = 15. 

 
Se puede observar que 2 es el inverso de 35 módulo 3, 1 es inverso de 21 módulo 5 y 1 es in-
verso de 15 módulo 7 por tanto 
 

B ≡ ��R��� + ��R��� + �#R#�# 
B ≡ 2 ∙ 35 ∙ 2 + 2 ∙ 21 ∙ 1 + 2 ∙ 15 ∙ 1 = 233 ≡ 23�+ó-. 105� 

 
Donde el 23 es el número entero más pequeño que al ser dividido por 3, 5 y 7 se obtienen res-
tos respectivos de 2, 3 y 2. 
 

2.7 Resolver la congruencia GUF ≡ V�HóI. GW�. 
 
El coeficiente de 17x  es mayor que el módulo 13, el resto con éste es 17 = 13 ∙ 1 + 4 enton-
ces, 4B ≡ 5�+ó-. 13� es equivalente a 17B ≡ 5�+ó-. 13�. 
Si multiplicamos 4B ≡ 5�+ó-. 13� por 10, 10 ∙ 4B ≡ 10 ∙ 5�+ó-. 13� y sacamos restos res-
pecto al módulo 13, B ≡ 11�+ó-. 13� es la solución de la ecuación, que podemos escribir co-
mo B = 11 + 13/, donde t es un entero cualquiera. 
Observar que 17 ∙ 11 = 187 ≡ 5�+ó-. 13� o 187 − 5 ≡ 0�+ó-. 13� corresponden a la mis-
ma solución de la congruencia. 
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2.8 Resolver la congruencia GU! ≡ Y�HóI. GZ�. 
 
El teorema de [4ℎ; \5294; �1741 − 1793� dice. 

Para que n divida a (( 1)! 1)n− + , es necesario y suficiente que n sea primo. Para 0n>  entero 

primo, tenemos pues que ).(1)!1( pmódp −≡− .  

Si multiplicamos la ecuación )19.(!17 módr≡  por 18 obtenemos )19.(18!18 módr≡  y como 

)19.(1)!119( mód−≡−  equivale a )19.(118 módr −≡  esto es )19.(1818 módr ≡  luego, 

)19.(1 módr ≡  y por tanto, 17! 1( .19).mód≡  

La solución resulta r = 1.  
 

2.9 Encontrar solución para ( . )x a mód p≡  y  ( . ).ax b mód p≡  . 
 

Para ).( pmódax ≡ . Si p es primo y a es un entero tal que el ( , ) 1mcd a p =  entonces, 2−pa  

es inverso de a tal que ).(2 pmódbxap ≡⋅−
. Por ejemplo, para )7.(103 módx ≡  la solución 

sería )7.(24307293243335 módxx ≡=⋅=⋅  que equivale a 1( .7).x mód≡  
Para ( . ),ax b mód p≡  si a y b son enteros, p primo y ( , ) 1mcd a p =  entonces, la solución 

vendría determinada por ).(2 pmódbax p ⋅≡ −
 qué aplicada a nuestro ejemplo, 

)7.(24301035 módx ≡⋅≡  y por tanto 1( .7).x mód≡  

 

2.10 Demostrar que G]! ≡ −G�HóI. GG�. 
 
Tenemos que )11.(12346781012345678910!10 mód⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅≡⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=  ya que 

)11.(14559 mód≡=⋅ . Agrupando los factores por pares, 2 y 6, 3 y 4, 7 y 8, tendremos 

)11.(10!10 mód≡  y como )11.(110 mód−≡  entonces, 10! 1( .11).mód−≡  

 

2.11 Resolver el siguiente sistema, 1( .4),x b mód≡ 2( .5)x b mód≡
 y 3( .7)x b mód≡  y 

obtener valores con 1,3,2 y 3,2,6 de 1 2 3, .b b y b  

 

Aquí 140754 =⋅⋅  es equivalente a 35 4 28 5 20 7⋅ = ⋅ = ⋅  y, además )4.(1335 mód≡⋅ , 

)5.(1228 mód≡⋅  y )7.(1620 mód≡⋅  siendo 321 620228335 bbbxo ⋅+⋅+⋅=  por consi-

guiente, el sistema puede expresarse como 1 2 3105 56 120 ( .140).x b b b mód≡ + +  

Para valores de 1, 3, 2 tenemos )140.(9321203561105 módx ≡⋅+⋅+⋅≡  y para valores de 

3, 2, 6, )140.(2761202563105 módx ≡⋅+⋅+⋅≡  donde, para los distintos valores, la solu-

ción del sistema es de tx 14093+=  y tx 14027 += . 
 

2.12 Calcular los valores 1 2 3,b b y b  de la ecuación F ≡ G]]]�HóI. GV^U�. 
 
Como 1547 7 13 17,= ⋅ ⋅  la ecuación propuesta tendrá solución si, y sólo si, la tienen sus facto-

res 1000( .7),x mód≡  )13.(1000 módx ≡  y )17.(1000 módx ≡  que son equivalentes a 

1000 7 6 7 ,x t t= + = +  ttx 1312131000 +=+=  y 1000 17 14 17 .x t t= + = +  Aplicando 

el Teorema Chino de Restos, como 1547 7 221 13 119 17 19,= ⋅ = ⋅ = ⋅  resulta 
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1 1

2 1

3 1

221 1( .7) 4 1( .7) 221 2 1( .7)

119 1( .13) 2 1( .13) 119 7 1( .13)

91 1( .17) 6 1( .17) 91 3 1( .17)

a mód a mód mód

a mód a mód mód

a mód a mód mód

   ⋅      ⇒ ⇒ ⋅ 
     ⋅   

≡ ≡ ≡
≡ ≡ ≡
≡ ≡ ≡

  

 

y por tanto, sustituyendo coeficientes, 1 2 3442 833 273 ( .1547)x b b b mód≡ + +  que, dando valo-

res a b y, realizando productos  
 

442 6 833 12 273 14 16470 1000( .1547).x mód⋅ + ⋅ + ⋅≡ ≡ ≡  

 

3 3. Congruencias exponenciales 

 

3.1 Calcular el resto de dividir  _GW por 7.  
 
El `6	86ñ4 M64�6+� -6 b6�+�/ dice que, si p es un entero primo y a otro entero tal que el 
+�-��, c� = 1 entonces, �d�� ≡ 1�+ó-. c�. Esta herramienta nos permite dar solución al su-
puesto planteado sin importar el grado de su raíz ya que a recorre todo el conjunto de restos 
respecto al módulo utilizado. 
Como �T�� = �" ≡ 1�+ó-. 7� donde puede ser cualquiera de los números que conformar el 
conjunto de restos C1,2,3,4,5,6E respecto al módulo 7, o sea, 1" = 2" = 3" = 4" = 5" = 6" ≡
1�+ó-. 7�. Tenemos que ��# = ��∙"!� = ��� ∙ �� = � ≡ 1�+ó-. 7� de donde el resto de divi-
dir ��# c4� 7 puede ser 1, 2, 3, 4, 5 ó 6, dependiendo del valor que demos a a.  
 

3.2 Calcular el resto de dividir  WG]G por 23.  
 

El sistema reducido de restos, respecto al módulo c, consta de 
d��

�  restos cuadráticos, los cua-

les son congruentes con los números 1�, 2�, 3�, … , ed��
� f

�
 y de 

d��
�  no restos cuadráticos. Si � 

es resto cuadrático respecto al módulo c, se tiene �
ghi

j ≡ 1�+ó-. c�; si � no es resto cuadrá 

tico respecto al módulo c, entonces �
ghi

j ≡ −1�+ó-. c�. Esto se conoce como 
N�5/6�54 -6 7826�. Según el teorema de Fermat, Bd�� ≡ 1�+ó-. c�  luego 
 

( 1)/2 ( 1)/ 2( 1)( 1) 0( . ).p pa a mód p− −+ − ª   

 
Como 
 

3
jlhi

j = 3�� ≡ 1�+ó-. 23� y 101 = 11 ∙ 9 + 2 = 99 + 2  
 
la solución pasa por resolver 
 

3� ≡ ��+ó-. 23�. 
 
Por la propiedad reflexiva sabemos que todo número es congruente de sí mismo ya que si 
� ≡ ��+ó-. +� y � − � ≡ 0�+ó-. +� entonces, 0.m |  Aplicado al supuesto planteado, fácil 

es deducir que � = 9 y, por tanto 3�m� ≡ 9�+ó-. 23�. 
De haber utilizado la A8;�5ó; -6 b6�+�/, donde �d�� ≡ 1�+ó-. c�, esto es 3�� ≡
1�+ó-. 23�  con 101 = 22 ∙ 4 + 13 = 88 + 13, la solución vendría dada por la resolución de 
3�# ≡ ��+ó-. 23�. Como 3�# = 3# ∙ 3# ∙ 3# ∙ 3# ∙ 3� ≡ ��+ó-. 23�, o sea  
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4 ∙ 4 ∙ 4 ∙ 4 ∙ 3 = 768 − � ≡ 0�+ó-. 23� y si 768 = 23 ∙ 33 + 9 podemos comprobar que el 
resto vuelve a ser 9. 
 

3.3 Calcular el resto de dividir  W_V por 77.  
 

El módulo es 11777 ⋅= . Para )7.(136 mód≡  y para )11.(1310 mód≡ . Resolvemos para el 

módulo 7, 25 24 13 3 3 3 3( .7)mód= ⋅ = ≡  equivalente a tx 73 += . Para el módulo 11, 

)11.(11333 52025 mód≡=⋅=  equivalente a 1 11 .x t= +  Como )11.(173 1 módt ≡+  dónde 

)11.(97 1 módt ≡  y )11.(61 módt ≡  equivale a 1 6 11 ,t t= +  aplicamos los resultados obteni-

dos para despejar ttx 7745)116(73 +=++=  luego, la solución del supuesto es 
253 45( .77),mód≡  siendo 45 el resto buscado. 

Notar el uso del M64�6+� Nℎ5;4 -62 P69/4. 
 

3.4 Calcular el resto de dividir  _WU por 35.  
 

En la ecuación )35.(237 módr≡  el módulo es 7535 ⋅=  por tanto, la aplicación del teorema 

de Fermat no tendría validez para 35 sino para 5 y 7 entonces, )5.(124 mód≡  y 

)7.(126 mód≡ . Para )5.(22222 13637 mód≡=⋅=  que equivale a tx 52 +=  y para 

)7.(22222 13637 mód≡=⋅=  que equivale a tx 72 += . Como )7.(252 1 módt ≡+  que 

equivale a tt 501 += , sustituimos ttx 352)70(52 +=++=  con lo que la solución al pro-

blema es )35.(2237 mód≡  o sea, el resto es 2. 

 

3.5 Calcular el resto de dividir  G_V^VUU por 13.  
 

Tenemos que )13.(11254577 mód≡  y )13.(112512 mód≡  siendo 5381124577 +⋅= . Para 
4577 4572 5 5 3 5 15125 125 125 125 (5 ) 5 .= ⋅ = = =  Aplicando Fermat, )13.(1512 mód≡  y, por tan-

to )13.(8555 31215 mód≡⋅=  luego, )13.(81254577 mód≡  siendo 8 el resto.  

 

3.6 Probar si n ± G es divisible por 10.  
 

Si p es un número primo distinto de 2 y 5 
2 1,p ±  es divisible por 10 resolviendo la congruen-

cia 
2 1 0( .10).p mód± ≡  Para 19,13,11,7=p  resulta 

27 1 50 0( .10),mód+ = ≡  
 

211 1 120 0( .10),mód− = ≡  )10.(01701132 mód≡=+  y 
219 1 360 0( .10).mód− = ≡  

 

3.7 Probar que si F, p, q r H son números enteros positivos donde F ≥ G y H > 1, 
si F ≡ q�HóI. H� también Fp ≡ qp�HóI. H�.  

 
Sea B ≡ 2�+ó-. 5�. Como B = 2 + 5/, para / = 1 sería B = 2 + 5 = 7, esto es B� ≡
2��+ó-. 5�. Y como 7� ≡ 2��+ó-. 5� es equivalente a 49 − 4 = 45 ≡ 0�+ó-. 5� que es la 
solución de ambas congruencias, queda probada la relación entre ambas. 
Sea BT ≡ 5T�+ó-. 11�. Como B = 5 + 11/, para / = 1 sería B = 5 + 11 = 16, 16T ≡
5T�+ó-. 11� es equivalente a 16T − 5T = 16 − 5 = 11 ≡ 0�+ó-. 11� que es la solución de 
ambas congruencias.  
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3.8 Probar que si para cualquier primo p se verifica que qn ≡ tn�HóI. n� enton-
ces, también se verifica para qn ≡ tn�HóI. n_�.  

 
Sea B ≡ 2�+ó-. 7�. Como B = 2 + 7/ y para / = 1 sería B = 2 + 7 = 9, si BT ≡ 2T�+ó-. 7�� 
como 9T ≡ 2T�+ó-. 7�� es equivalente a 9T − 2T = 9 − 2 = 7 ≡ 0�+ó-. 7�� que es la solu-
ción de ambas congruencias, queda probada la relación entre ambas. 
 

3.9 Si n es primo y q, t  son números enteros entonces, probar que se cumple que 
�q + t�n ≡ qn + tn�HóI. n�.  

 
Sea �4 + 5�T ≡ 4T + 5T�+ó-. 7�. Si 9T ≡ 4T + 5T�+ó-. 7�, haciendo traspasos 9T − �4T +
5T� ≡ 0�+ó-. 7� que es equivalente a 4782969 − 94509 = 4688460 ≡ 0�+ó-. 7�. Como 
4688460 = 3� ∙ 7 ∙ 11 ∙ 83 = 7 ∙ 669780, queda probado que la solución que satisface a 
�4 + 5�T ≡ 4T + 5T�+ó-. 7� es �4 + 5�T ≡ 2�+ó-. 7�. 
Sea �2 + 3 + 4 + 5�S ≡ 2S + 3S + 4S + 5S�+ó-. 5�. Como 14S ≡ 4424�+ó-. 5�, esto es 
4S ≡ 4�+ó-. 5� entonces 1 ≡ 1�+ó-. 5� solución que satisface al supuesto. 
 

3.10 Demostrar que el 2821 es un número de Carmichael.  
 
Un número de P4�6�/ N��+5�ℎ�62 �1879 − 1967� es un número n compuesto tal, que 

( . )na a mód m≡  si mcd (a, n) = 1, o bien ).(11 nmódan ≡−
 por similitud con el teorema de 

Fermat, y también. ).(22 nmódn ≡ . Se conocen como pseudoprimos.  

Debemos demostrar )2821.(12820 móda ≡  para todo a primo relativo con 2821. Como 

311372821 ⋅⋅= , y si mcd (a, 2821) = 1, entonces mcd (a, 7) = mcd (a, 13) = mcd (a, 31) = 1. 

De acuerdo con Fermat )7.(16 móda ≡ , )13.(112 móda ≡  y )31.(130 móda ≡ , luego, con 

relación al número propuesto, tenemos  
 

)7.(1)( 47062820 módaa ≡≡ , )13.(1)( 235122820 módaa ≡≡  y )31.(1)( 94302820 módaa ≡≡ .  

 
Finalmente, utilizando el Teorema Chino de Restos, queda demostrado que  
 

)2821.(12820 móda ≡  y por tanto, un número de Carmichael. 

 

3.11 Demostrar que el 561 es un número de Carmichael.  
 

Si tenemos en cuenta que 17113561 ⋅⋅= , aplicando el mismo procedimiento del supuesto 

anterior, conseguimos saber qué )561.(1560 móda ≡  y por tanto, es un pseudoprimo de Car-

michael. 
Otros números de Carmichael pueden ser  
 

561,1105,1729,2465,2821,6601,8911,10585,15841, 
29341, 41041,46657,52633,62745,63973,75361 

 

3.12 Demostrar que el 2047 pasa el Test de Miller para la base 2.  
 

Sea n un entero positivo y sea tn s21 =− , donde s es un entero no negativo y t es un entero 

positivo impar. Decimos que n pasa el Test de Miller para la base b, bien como 1( . )tb mód m≡  
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o como ).(1/2 nmódb t −≡ . Se dice que un entero compuesto n pasa el Test de Miller para 

menos de 4/n bases b, 1 < b < n, o también, si n es primo y b un entero positivo tal que .a b6  
Un entero positivo que pasa el Test de Miller para la base b se llama pseudoprimo fuerte para 
la base b. 

Para el número propuesto vemos que 89232047 ⋅= , compuesto que podemos descomponer 

en 10232204612047 ⋅==− , por lo que 1=s  y 1023=t . Aplicando congruencias 
 

1023 11 93 93 932 (2 ) 2048 1 1( .2047)mód= = ≡ ≡   

 
con lo que demostramos que el número 2047 pasa el Test de Miller y, por tanto, es un p seu-
doprimo fuerte para la base 2. 
 

3.13 Demostrar el Teorema de Wolstenholme, para p=13.  
 
El teorema demostrado por Joseph Wolstenholme en 1819 dice que, para cualquier número 

primo 3,p >  se cumple las siguientes congruencias  

 
2( 1)!(1 1 2 1 3 1 1) 0( . )p p mód p− + + + + − ≡…  

2 22 2( 1)! (1 1 2 1 3 1 ( 1) 0( . )p p mód p− + + + + − ) ≡…  

 

Para el caso de 13,p =  obtenemos  

 

(13 1)! 479.001.600,− =  
13 1

1

1 86021 27720
k

k
−

=
=∑  y 

13 1
2

1

1 240505109 153679680
k

k
−

=
=∑  

 
de donde 
 

2479001600 86021 21720 0( .13 )mód⋅ ≡   

y  
2(479001600) (240505109 153679680) 0( .13)mód⋅ ≡  

 

Este teorema se amplía diciendo que, para todo primo 5p >  se cumple  

 
1

1

( 1)!
0( . ).

p

k

p
mód p

k

−

=

− ≡∑
 

 

3.14 Calcular 191001 ( .301).r mód≡   
 
Para dar solución a este supuesto vamos a utilizar el método de los cuadrados repetidos. Em-

pezamos por escribir el exponente en la forma 
419 2 2 1= + +  y operamos de la siguiente 

forma: 
 

21001 273( .301)mód≡  
41001 182( .301)mód2= 273 ≡  
81001 14( .301)mód2=182 ≡  
161001 196( .301)mód2=14 ≡  
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18 16 21001 1001 231( .301)mód=1001 ⋅ = 196 ⋅ 273 ≡  
19 18 11001 1001 231 98 63( .301)mód= 1001 ⋅ = ⋅ ≡  

 
La solución es para 63.r =  

Se podía haber reducido la base con 1001 98( .301)mód≡  pero seguiríamos teniendo una 

operación de 1998 63( .301),mód≡  que es difícil de manejar teniendo en cuenta el módulo. 

Este es un método muy utilizado en criptografía.   
 

3. 4. Funciones aritmeticas 

 
4.1 Calcular los exponentes de los primos 2, 3 y 5 que figuran en 10!. 
 
Se llama parte entera de un número real al único entero racional denotado [x] tal que 

1][][ +<≤ xxx . Si x e y son reales y n un entero estrictamente positivo, se dan los siguientes 

resultados. 
 

) [ ] [ ] [ ]a x y x y e+ = + +  con 0=e  ó 1=e  

) [ ] [ ] [ ]b x y x y e− = − −  con 0=e  ó 1=e  

1 1
) [ ] ... [ ]

n
c x x x nx

n n

   −
   + + + + =
      

 

[ ]
) [ ]

nx
d x

n

 
  =
  

 

 

Aplicado a la solución del supuesto planteado, 







++








+








=

nn p

x

p

x

p

x
e ...

2
 por tanto  

 

2 2 3

10 10 10
5 2 1 8,

2 2 2
e

     
     = + + = + + =
          

 3 2

10 10
3 1 4,

3 3
e

   
   = + = + =
      

 2
5

10
5 =




=e   

 

entonces, 8 4 8 4 210! 3628800 2 3 175 2 3 5 7.= = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅   

Como queda demostrado, los exponentes de los primos 2, 3 y 5 que figuran en !10  son el 8, 4 y 
2. 
 

4.2 Calcular los exponentes de los primos mayores a 10 que dividen a 500!. 
 
Para las potencias del primo número 2, aplicando la función de parte entera, tenemos  
 

2 2 3 4 5 6 7 8

500 500 500 500 500 500 500 500
2 2 2 2 2 2 2 2

e
               
               = + + + + + + +
                              

250 125= + + 62 31 15 7 3 1 494.+ + + + + =   
 
Para las potencias del primo número 3  
 

3 2 3 4 5

500 500 500 500 500
166 55 18 6 2 247

3 3 3 3 3
e

         
         = + + + + = + + + + =
                  

.  
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Para el número 5 tenemos  
 

124420100
5

500
5

500
5

500
325 =++=



+



+



=e   

 

y así, siguiendo el mismo procedimiento, obtendremos las del 7 82,e =  11 49,e =  13 40,e =  

17 30,e =  19 29,e =  etc., hasta conseguir las máximas potencias de 500! mayores a 10, y que 

son  
 

494 247 124 82 49 40 30 27 21 17 16 13 12 10500! 2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 47 s= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  
 
siendo s el resto de potencias. 
 

4.3 Definir la Fórmula de Polignac. 
 
La descomposición de una factorial en números primos se conoce como Fórmula de Polignac, 
que recibe su nombre del matemático francés de Alphonse Polignac (1817-189), aunque dicha 
fórmula se le atribuye a Adrien Marie Legendre (1752-1833). Esta fórmula se denota como 

( )! pe nn p= ∏  que es fácil de demostrar, ya que  

 

2 3
( )p

n n n
e n

p p p
= + + +⋯  

 

de hecho 
n

p
 es un número de múltiplos de p  en !.n  El término 2

n

p
 se añade a la contribu-

ción adicional de los múltiplos de 2 ,p  y así sucesivamente.  

Por ejemplo, para determinar en cuántos ceros termina 300!, podemos razonar como sigue: 
El número de ceros queda determinado por la potencia mayor de 10 que divida a 300! Ya que 
abundan más los múltiplos de 2 en 300! que los múltiplos de 5, el número de ceros queda de-
terminado por la potencia mayor de 5 que divida a 300! En este caso,  
 

2 3
1

300 300 300 300
60 12 2 12 5 382 5 74

5 5 5 5k
k

∞

=
= + + + = + + + = ≈∑ ⋯  

 
determina que 300! termina con 74 ceros. Fácilmente se puede demostrar el resultado ante-

rior ya que 74300! 0( .5 )mód≡  y 175300! 0( .5 )módT  son distintos. 

 

4.4 Definir las funciones aritméticas. 
 
Hablar de A8;�54;69 ��5/+é/5��9 en general, no es decir demasiado ya que se conoce bajo 
esta denominación cualquier función cuyo dominio son los naturales de siempre, A: ℕ ⟶ ℂ. La 
mayor parte de las veces la imagen también estará dentro de ℕ o de ℝ. 
Entre las A8;�54;69 ��5/+é/5��9 tienen especial interés las que dependen de la factorización 
en primos. 
Se dice que una función aritmética A es +82/5c25��/5<� si A�;+� = A�;�A�+� siempre que n 
y m sean coprimos. 
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El teorema fundamental de la aritmética dice que, cada entero ; > 1 se puede representar 
como un producto de factores primos de forma única, salvo el orden de sus factores. Si n se 

descompone en 1 2

1 2 ... re e e
rn p p p= ⋅ ⋅ ⋅  entonces cualquier A multiplicativa verifica  

 

1

( ) ( ).i

e
e
i

i

f n f p
=

=∐  

 

4.5 Definir las funciones divisor. 
 
La función ( )nσ  es la suma de todos los números naturales divisores de ;. Si c es primo, en-

tonces 
( 1) 1

( ) .
1

e
e p

p
p

σ
+ −

=
−

 Esto es así porque los únicos divisores de cx son las potencias de cy 

con 0 ≤ 9 ≤ 6. En consecuencia 
 

( 1)
2 1

( ) 1
1

e
e e p

p p p p
p

σ
+ −

= + + + + =
−

⋯
 

 

Para todo número real o complejo α y todo entero ; ≥ 1 definimos ( )
d n

n dαασ
|

=∑  como la 

suma de las potencias ésimasα−  de los divisores de n. Las funciones así definidas se llaman 
A8;�54;69 -5<594�69. 

Para el caso particular de ( )epασ  si observamos que los divisores de una potencia de un primo 
ep  son 21, , , , ep p p⋯  luego, 

 
( 1)

2 1
( ) 1

1

e
e e p

p p p p
p

α

α α
σ

+ −
= + + + + =

−
⋯  

 
Que la función ( )nασ  es multiplicativa lo podemos demostrar por medio de un ejemplo: 

Si p y q son números primos entre sí, entonces 
 

( ) ( ) ( ).pq p qα α ασ σ σ= ⋅  

 
Si tenemos en cuenta que los únicos divisores de c	 son 1, c, 	, c	, desarrollando  
 

( ) 1 (1 ) (1 ) (1 )(1 )pq p p pq p q p p qασ = + + + = + + + = + +  

 
de donde  
 

(1 )(1 ) ( ) ( )p q p qα α ασ σ σ+ + = ⋅  

 
Si 1 1 1(3 7) (3) (7)σ σ σ⋅ = ⋅  entonces, 1(3 7) 1 3 7 21 32 4 8 (3) (7),σ 1 1⋅ = + + + = = ⋅ =σ σ  con lo que 

queda demostrado que ( )nασ  es multiplicativa. 
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4.6 Calcular la suma de los cuadrados del número 1000. 
 
Como la factorización de 1000 = 2# ∙ 5#, aplicando la función divisor, se trata de resolver 

3 3 3 3
2 1 1(2 5 ) (2 ) (5 ).σ σ σ⋅ = ⋅  La solución la encontramos en 

 
2(3 1) 2(3 1)

3 3
2 2 2

2 1 5 1
(2 5 ) 85 16276 1.383.460

2 1 5 1
σ

+ +− −
⋅ = ⋅ = ⋅ =

− −
 

 
Si recordamos que el número de divisores es ( ) (1 ),n eτ = +  que para nuestro supuesto serían 

3 3(2 5 ) (1 3)(1 3) 16,τ ⋅ = + + =  sumando los cuadrados de todos ellos obtenemos 

 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 2 2 2

(1000) 1 2 4 5 8 10 20 25 40 50

                 100 125 200 250 500 1000 1.383.460

σ = + + + + + + + + + +

+ + + + + + =  
 

4.7 Resolver la función z�^V�. 
 
La función de %8389/89 b6�-5;�;- Rö�589 �1790 − 1868� destaca en que 0)( =nµ  si, y 

sólo si, n es divisible por un cuadrado distinto de 1. Las propiedades son que si n = 1 entonces

(1) 1,µ =  si rpppn ⋅⋅⋅= ...21  con pi primos distintos, entonces 
rn )1()( −=µ  y, si 

2 | ,a n  

para algún 1>n  entonces, ( ) 0.nµ =  

El supuesto planteado 0
3

45
)45(

2
==µ . Si ahora consideramos que 9545 ⋅= , entonces 

0)9()5()45( =⋅= µµµ  ya que para 1)1()5( 1 −=−=µ  y para 0)9( =µ  luego 

00)1()9()5()45( =⋅−=⋅= µµµ . Con lo que demostramos que la función )(nµ  no sólo es 

multiplicativa, si no que 2µ  es la función característica de los libres de cuadrados, esto es, los 

no divisibles por ningún cuadrado mayor que 1. 
 

4.8 Resolver por la función z�p� los números 1,3,8,15,21,33,98,101,125,301  
 
Aplicando los criterios de la función ( )nµ  tenemos, 

 
Número 1 3 8 15 21 33 98 101 125 301 1001 

( )nµ  1 -1 0 1 1 1 0 -1 0 1 -1 

 
Hacer notar que, si el número es primo, la función da como resultado -1. 
 

4.9 Resolver la función |�U_]�  
 
La función de }64;ℎ��- 7826� �1707 − 1783� ( )nφ  se define para todos los enteros positi-

vos n y representa la cantidad de números de la sucesión C1, 2, 3, . . . , ; − 1E que son coprimos 

con n. Si la descomposición factorial de n es ... ,a b rn p p p= ⋅ ⋅ ⋅  para la función  

 









−⋅⋅








−








−=

rppp
nn

1
1...

1
1

1
1)(

21

φ  o )1(..)1()( 1
1

1
1 −−⋅⋅−−= er

r
er

r
ee ppppnφ  
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y en particular, 1)( −−= eee ppnφ  ó 1)( −= ppφ .  

Para el supuesto planteado, sabemos que su descomposición factorial es 532720 24 ⋅⋅=  en-
tonces, 
 
























=






 −






 −






 −=
5

4

3

2

2

1
720

5

1
1

3

1
1

2

1
1720)720(φ   

 
que es igual a  
 

192
30

5760

30

8
720

5

4

3

2

2

1
720)720( ==







=






















=φ .  

 
Este resultado podemos expresarlo como  
 

192468)5/4(5)3/2(9)2/1(16)5()9()16()720( =⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅= φφφφ   

 
Demostrándose que la función )(nφ  es multiplicativa. 

 

4.10 Resolver las funciones y |�__G� y |�GZ_�  
 

La descomposición factorial de 1713221 ⋅=  luego, )17/16)(13/12(221)221( =φ  que es 

igual a 192)221/192(221)221( ==φ  ó )17()13()221( φφφ ⋅=  pero, como los números son 

primos, individualmente 1921612)117)(113()221( =⋅=−−=φ .  

Para la segunda función, como 32192 6 ⋅=  tenemos que )3/2)(2/1(192)192( =φ  esto es 

64)6/2(192)192( ==φ . 

Una de las propiedades de la función )(nφ  es que si n > 1 entonces, la suma de los enteros 

positivos menores o iguales a n y relativamente primos con n es )(
2

1
)( nnp φτ =   

A modo de ampliación, utilizamos los números 12 y 16 para demostrar esta propiedad. Para 
4)3/2)(2/1(12)12( ==φ  y para 8)2/1(16)16( ==φ . La suma de los números primos con n 

será (12) 1 2(12 4) 24τ = ⋅ =  y (16) 1 2(16 8) 64.τ = ⋅ =  Estos números son el {1, 5, 7, 11} y 

{1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15} que, como fácilmente se puede comprobar, suman 24 y 64, respecti-
vamente. 
 

4.11 Resolver la ecuación 50 1( .35)x mód≡  aplicando la función |�WV�  
 

La solución de 50 1( .35)x mód≡  pasa por que la tengan también  

 
5050

50 50

1( .5)1( .5)

1( .7) 1( .7)

x módx mód

x mód x mód

  ≡≡ ⇒ 
 ≡ ≡  

 

 

Sabemos que (5 1) 1( .5)x mód− ≡  luego, 50 48 2 48 2 2 1( .5),x x x x x mód+= = ⋅ = ≡  que admite como 

soluciones, 1,4( .5),x mód≡  o sea, 1 21 5     4 5 .x t y x t= + = +  

Para 50 1( .7)x mód≡  tenemos (7 1) 1( .7) ,x mód luego− ≡ 50 48 2 48 2 2 1( .7),x x x x x mód+= = ⋅ = ≡ que 

admite como soluciones, 1 21,6( .7),   ,  1 7     6 7 .x mód esto es x t y x t≡ = + = +  

Aplicando el Teorema Chino de Restos  
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1 + 5/ ≡ 1�+ó-. 7�. Como 5/ ≡ 0�+ó-. 7�, resulta para / ≡ 0�+ó-. 7� y el valor de x 
vendrá determinado por B = 1 + 5�0 + 7/� = 1 + 35/. 
 
1 + 5/ ≡ 6�+ó-. 7�. Como 5/ ≡ 5�+ó-. 7�, resulta para / ≡ 1�+ó-. 7� y el valor de x 
vendrá determinado por B = 1 + 5�1 + 7/� = 6 + 35/. 
 
4 + 5/ ≡ 1�+ó-. 7�. Como 5/ ≡ 4�+ó-. 7�, resulta para / ≡ 5�+ó-. 7� y el valor de x 
vendrá determinado por B = 4 + 5�5 + 7/� = 29 + 35/. 
 
4 + 5/ ≡ 6�+ó-. 7�. Como 5/ ≡ 2�+ó-. 7�, resulta para / ≡ 6�+ó-. 7� y el valor de x 
vendrá determinado por B = 4 + 5�6 + 7/� = 34 + 35/. 

 
La solución a la ecuación plateada es B ≡ 1,6,29,34�+ó-. 35�. 

El teorema de Euler dice que, si 1m>  y el ( , ) 1,mcd a m =  ( ) 1( . ).ma mód mϕ ≡  

Como 35 5 7= ⋅  y (35) 35(4 5 6 7) 24,ϕ = ⋅ =  resulta (35) 1( .35)a módϕ ≡  que podemos escribir 

como (24) 1( .35)a módϕ ≡  donde a recorre todo el sistema completo de restos respecto al 

módulo 35.  

Se plantea 50 1( .35)a mód≡  pero, 50 2(24) 2 2 48 21 1( .35).a a a a mód+= = ⋅ = ≡  La propiedad X de las 

congruencias dice, que si b  es 1 ó 2b  entonces, 2 2( ) ( . ).m b b mód m− ª   

 
�35 − 1�� ≡ 1�+ó-. 35� donde, B ≡ 1,34�+ó-. 35�. 
 
�35 − 6�� ≡ 1�+ó-. 35� donde, B ≡ 6,29�+ó-. 35�. 

 
Soluciones que son idénticas a las obtenidas utilizando la función de Fermat. 
 

4.12 Demostrar la relación entre ( )nϕ  y ( ).nµ  

 

Si 1,ns  tenemos ( ) ( ) ,
d n

n
n d

d
ϕ µ=∑

6

 función de Euler que podemos escribir como 

1

1
( )

( , )

n

k

n
n k

ϕ
=

 
=  

  
∑   

 
donde k  recorre todos los enteros .nc  

Si 1,ns  tenemos 

 

1   si  n 11
( ) ,

0   si  n 1d n

d
n

µ
 =  = =  
  >  

∑
6

  

 

fórmula de la función de Möbius claramente cierta 1.n=  En la suma ( )
d n

dµ∑
6

 los únicos 

términos no nulos proceden de 1d =  y de los divisores de n que son producto de primos dis-
tintos. 
Para un divisor d de n fijo podemos sumar respecto de todos los k tales que 1 k nc c  si, y sólo 

si, 1 ,q n dc c 6  por lo tanto,  

 

1 1

( ) ( ) ( ) 1 ( ) .
n d n d

d n q d n q d n

n
n d d d

d
ϕ µ µ µ

= =

= = =∑ ∑ ∑ ∑ ∑
6 6

6 6 6
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4.13 Demostrar la relación entre ( )nΛ  y ( ).nΨ  
 
La notación ( )nΛ  se conoce como función de Mangoldt en honor a Hans C.F. von Mangoldt 

(1854-1925), matemático alemán que la adaptó de otra descubierta por Nikolay Bugáiev 
(1837-1903), matemático ruso que la descubrió. La función Mangoldt se expresa como 

( ) ln( )n pΛ =  si ,kn p=  con p primo y 1,ks  o ( ) 0,nΛ =  en caso contrario. La función Mangoldt 

cumple la siguiente identidad donde log ( )
d n

n d= Λ∑
|

 que es la suma los d  que dividen a .n  

La notación ( )nΨ  se conoce como la segunda función de Chebyshev en honor a Pafnuy L. Che-

vyshev (1821-1894), matemático ruso que la descubrió. Se denota como ( ) log( )
n x

n k pΨ =∑
c

 y 

su relación con la función de Mangoldt ( )nΛ  es que ( ) ( ).
n x

n nΨ = Λ∑
c  

Estas funciones se usan frecuentemente en pruebas relacionadas con los números primos. 
 

4.14 Demostrar la solución para log18 ( ).
d

d= Λ∑
|18

  

 

Como los divisores de 18  son 1,2,3,6,9  y 18,  tenemos que 

 

log18 ( ) (1) (2) (3) (6) (9) (18)
d

d= Λ = Λ + Λ + Λ + Λ + Λ + Λ∑
|18

 

 
que es equivalente a 
 

log ( ) 0, log 2, log 3,0, log 3,0 log(2 3 3) log18
d

n d= Λ = = ⋅ ⋅ =∑
|18  

 

4.15 Demostrar la relación entre ( ),  (n nωΩ  y ( ).nλ  
 

Sea 
1

i

k

i
i

n pα

=

=∏  con números primos distintos 1 , , ,rp p…  entonces se define 
1

( )
r

i
i

n α
=

Ω =∑  como 

la función cuenta factores primos, distintos o iguales, en la que se descompone un número 
como producto. Dado que (1) 0,Ω =  esta función no es multiplicativa pero, como los factores 

primos que aparecen en un producto de dos números, m y n, son los que aparecen en m más 

los que aparecen en n, se tiene ( ) ( ) ( )m n m nΩ ⋅ =Ω +Ω  luego, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,m n m n m na a a aΩ ⋅ Ω +Ω Ω Ω= = ⋅  
que sí es completamente multiplicativa.  

Sea 
( )

1

i

n

i
i

n p
ω

α

=

=∏  y 
( )

1

( )
n

i
i

n
ω

α
=

Ω =∑  como la función que es igual a la cantidad de factores primos 

diferentes que dividen a n. La función ( )naω  es multiplicativa. Si m  y n  no tienen factores co-
munes, los factores primos que los dividen son distintos y entonces ( ) ( ) ( )m n m nω ω ω⋅ = +  y 

por tanto ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).m n m n m na a a aω ω ω ω ω⋅ += =  
Por ejemplo, 

218 2 3= ⋅  tiene como solución (18) 3Ω =  y (18) 2ω =  ya que en el primero son 

3 factores, uno repetido y en el segundo son dos factores primos, sin repetición. 

Se denota como ( )( ) ( 1) nnλ Ω= −  la función Liouville en honor a [496cℎ }548<5226 �1809 −
1882�, matemático francés que la descubrió. La función ( )( ) ( 1) nnλ Ω= −  es completamente 

multiplicativa. Para cada 1ns  tenemos  
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1 si  n    
( ) ,

0 si  n    d n

es un cuadrado
d

no es cuadrado
λ

=


∑
6

  

 
además,  
 

1( ) ( )n nλ µ− =  para todo n. 

 

Para 
618

( ) (1,2,3,6,9,18 {1, 1, 1,1,1,) 1} 1
d

dλ − − −= = =−∑  

 

4.16 Función L de Dirichlet. 
 

Se llama Serie L de Dirichlet a la función de la forma 
1

( )
( , ) ,s

n

n
L s

n

χ
χ

∞

=

=∑  en honor de Johann Pe-

ter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), matemático alemán, donde χ  es un carácter de Di-

richlet y s una variable compleja cuyo componente real es 1.>  Esta función tiene como iden-
tidad  
 

1
( )

( , ) 1
s

p

p
L s

p

χχ
−

 
− 

 
∏   

 
donde se demuestra que existen un número infinito de números primos en cualquier progre-

sión aritmética de la forma ax b+  con ( , ) 1.a b =  

Un carácter de Dirichlet es una función aritmética completamente multiplicativa ( ),nχ  tal que 

existe un entero positivo k con ( ) ( )n k nχ χ+ =  para todo n  y ( ) 0,nχ =  siempre que el 

( , ) 1.mcd n k >  Para el caso particular de la progresión 4 1,k+  donde  

 
( 1)/2( 1)      

( )
0                       

n para n impar
n

para n par
χ

− −=


 

 
Es decir, ( ) 1nχ =  si 4 1,k+  y ( ) 1nχ =−  si 4 3.k+  
Es fácil comprobar que ( ) ( ) ( ).m n m nχ χ χ⋅ = ⋅   

La función ( , )L s χ  se define como  

 

1

( ) 1 1 1
( , ) 1 .

3 5 7s s s s
n

n
L s

n

χ
χ

∞

=

= = − + − +∑ …

 
 

La Identidad de Dirichlet toma la forma de  

 

 

1 1 1 1 1
1 1 1

3 5 7
i j

s s s s s
p p i jp p⋅

    − ⋅ ⋅ − = − + − +        
∏ … …

 
 

Donde ip  son números de la forma 4 1 k y+  jp  son números de la forma 4 3.k+  
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3. 5. Algunas aplicaciones 

 

5.1 Aplicando la función ( ) ( . ),h k k mód m=  para 111,m=  asignar posición de me-

moria ( )h k  a los números 064212848, 037149212 y 038423721 de un fichero de per-

sonal que tiene k como clave.  
 

La función ).()( mmódkkh =  es utilizada por el ordenador central para asignar posiciones de 

memoria para facilitar accesos o dar información de ficheros. 
Para el supuesto planteado, los números asignados serán el 14, 65 y 72. 
 

14)111.(064212848)064212848( == módh  65)111.(037149212)037149212( == módh  
72)111.(038423721)038423721( == módh  

 

5.2 Aplicando la función 1 ( )( . ),n nx ax c mód m+ = +  para 9, 4m c= =  y 3,ox =  calcular 

una sucesión de números aleatorios. 
 

La función ).)((1 mmódcaxx nn +=+  se utiliza en informática para generar números pseudoa-

leatorios. Los cuatro elementos que intervienen son: el módulo m, el multiplicador a, el incre-

mento c y la semilla ox , con ,2 ma <≤  mc <≤0  y mxo <≤2  para todo .n  El supuesto 

planteado es muy sencillo. Los ordenadores utilizan los llamados multiplicadores puros, con 

módulo de 1231 −  y multiplicador de 57 16807.=  Estos valores generan un cantidad de núme-

ros aleatorios de 648.483.147.21231 =−  antes de que aparezcan repeticiones. 
En nuestro caso: 
 

,7)9.(25437471 ==+⋅=+= módxx o  
,8)9.(53477412 ==+⋅=+= módxx  

,6)9.(6048747 23 ==+⋅=+= módxx
 

,1)9.(4646747 34 ==+⋅=+= módxx
 

,2)9.(1141747 45 ==+⋅=+= módxx
 
,0)9.(1842747 56 ==+⋅=+= módxx

 
,4)9.(440747 67 ==+⋅=+= módxx
 
,5)9.(3244747 78 ==+⋅=+= módxx
 

,3)9.(3945747 89 ==+⋅=+= módxx
 

 

Como 9 ,ox x=  y puesto que cada término sólo depende del anterior, esta es la sucesión ge-

nerada: {3, 7, 8, 6, 1, 2, 0, 4, 5, 3, 7, 8, 6, 1, 2, 0, 4, 5, 3, ....}. 
Nota: Este supuestos aparece en la página 151 de Matemática Discreta del doctor Kenneth H. Rosen.  

 

5.3 Aplicando la función ( ) ( ) .27),f p p k mód≡ +  con clave 3, cifre el siguiente men-

saje: ME GUSTARÍA ESTUDIAR ALGO. 
 

La función ( ) ( ) .27),f p p k mód+≡  donde p  es el número posicional de la letra en el con-

junto del alfabeto de un país (caso de España 27) y k  la clave de traslación, se utiliza en cripto-
logía para codificar o cifrar mensajes. Es necesario que el receptor conozca el número clave. 
Los primeros usos de la criptología se deben a Julio César, que cifraba sus mensajes secretos 
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moviendo la posición de cada letra tres posiciones hacia delante, enviando las tres últimas del 
alfabeto a las tres primeras. Para expresar matemáticamente el proceso de cifrado de César, 
reemplazamos cada letra p por un entero positivo, 27p ≤  que, en relación con la clave de 

traslación k, se obtiene el entero )(pf  del conjunto {0, 1, 2, 3,..., 27}, la letra cifrada. 

Para cifrar nuestro mensaje, primero confeccionaremos una tabla de valores para el alfabeto 
español, asignando 0, 10 y 20 a las letras A, K y T.  
 

p 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0 A B C D E F G H I J 
1 K L M N Ñ O P Q R S 
2 T U V W X Y Z      

 

Para cifrar la letra M, ( ) (12 3) 15( .27).f m mód= + ≡  Para cifrar la letra E 

 

( ) (4 3) 7( .27)f e mód≡= +  y así sucesivamente para todas las letras del mensaje:  

 
M E G U S T A R I A E S T U D I A R A L G O 

12 4 6 21 19 20 0 18 8 0 4 19 20 21 3 8 0 18 0 11 6 15 

15 7 9 24 22 23 3 21 11 3 7 22 23 24 6 11 3 21 3 14 9 18 

O H J X V W D U L D H V W X G L D U D Ñ J R 

 
El mensaje cifrado será, OH JXVWDULD HVWXGLDU DÑJR. 
 

5.4 Con la función 1( ) ( ) .27)f p p k mód− ≡ −  y utilizando clave 3, desciframos el 

mensaje anterior OH JXVWDULD HVWXGLDU DÑJR. 
 

La función )27.)(()(1 módkppf −≡−  es inversa a )27.)()( módkppf +≡  y por tanto, tie-

ne las mismas características, sólo que se opera al revés. 
En nuestro caso, el descifrado resulta:  
 

O H J X V W D U L D H V W X G L D U D Ñ J R 

15 7 9 24 22 23 3 21 11 3 7 22 23 24 6 11 3 21 3 14 9 18 

12 4 6 21 19 20 0 18 8 0 4 19 20 21 3 8 0 18 0 11 6 15 

M E G U S T A R I A E S T U D I A R A L G O 

 

5.5 Contestamos al mensaje anterior, clave 7, LZBCKOKH SHBOJHA SHKBRHILA. 
 

Como ),27.(4)711()(1 módlf ≡−≡−  )27.(19)726()(1 módzf ≡−≡−  y LZBCKOKH es equi-

valente a ESTUDIA..., sigue descifrando y encontrarás en el mensaje un buen consejo. 
 

5.6 Sistema de codificación RSA. 
 
Uno de los sistemas de codificación asimétricos más conocido en todo el mundo es el denomi-
nado RSA (iniciales de los creadores Rivest, Shamir y Adelman) y que fue creado en 1977. El 
RSA consta de dos claves: una pública, que todo el mundo conoce y otra privada. La base del 
sistema utilizado por sus creadores son los números primos y la dificultad para encontrar la 
descomposición factorial de un número cualquiera.  

Tomando dos números primos, p  y ,q  se genera .n p q= ⋅  Usando la función de Euler ( ),nϕ  

que nos da el número de números primos con ,n  obtenemos .z  
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( ) ( ) ( 1)( 1)n p q p q zϕ ϕ= ⋅ = − − =  

 

Para generar la clave pública buscamos un número primo e tal que z e>  y ( , ) 1.mcd e z=  El 

siguiente paso es encontrar un número d  tal que su producto con e se pueda dividir entre z  

dando como resto 1,  es decir, que 1d e⋅ −  sea divisible por .z  Como resultado obtenemos 

dos números e y d  que nos permitirán crear nuestro sistema de encriptación. A partir de 
aquí, el proceso de codificación y decodificación es el siguiente: 

El emisor toma un texto normal P  y lo convierte en un texto cifrado C  mediante la siguiente 
fórmula:  
 

( . )eC P mód n≡  

 

El receptor toma el texto C  y lo convierte en un texto P  mediante la fórmula: 
 

( . )dP C mód n≡  

 

Ejemplo: para 3,p =  11q =  y 3 11 33n p q= ⋅ = ⋅ =  (33) 2 10 20z ϕ= = ⋅ =  y por tanto un 

número tal que (20, ) 1,mcd e =  puede ser 7  así, 7.e =  Buscamos ahora un número tal que 

7 1 20,d − =  de donde 3.d =  

Ya estamos en disposición de criptografiar el mensaje HOLA:  
 

Letra P  
3( .33)C P mód≡  7 ( .33)P C mód≡  Mensaje 

H 08 17 08 H 

O 15 09 12 O 

L 12 12 12 L 

A 01 01 01 A 

 

5.7 Calcular la letra de un D.N.I. 
 
Para calcular la letra que corresponde a un D.N.I. se divide el número por 23 y el resto resul-
tante se busca en la siguiente tabla: 
 

Resto 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 

Letra T R W A G M Y F P D X B N J Z S Q V H L C K E 

 
Si llamamos N al número del D.N.I. y L a la letra, podemos plantear la siguiente ecuación mo-
dular. 
 

( .23)N L mód≡  

 
Por ejemplo, para un documento número 37345806, le corresponde la letra 

37345806 ( .23).mód≡16  Ahora buscamos el número 16 en la tabla y resulta Q  por tanto, el 

documento queda identificado como 37.345.806 .Q−   

 

5.8 Un restaurador necesita adquirir una partida de vinos para su restaurante. Su propósito 
es hacerse con un lote que incluya vinos de 5, 7, 11 y 17 euros la botella por un coste to-
tal de 375 euros. Nos pide consejo para conocer las distintas combinaciones que puede 
realizar, dando preferencia a cada uno de los vinos seleccionados. ¿Le ayudamos? 
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Sean , ,x y zy s  los tipos de vinos de 5,7,11  y 17 euros la botella con lo que podemos estable-

cer la siguiente ecuación, 5 7 11 17 375.x y z s+ + + =  Como (5,7,11,17) 1mcd =  y 1|375, la ecua-

ción tiene solución en la forma 5 7 375 11 17 ,x y z s+ = − −  donde hemos tomado x, y como va-

riables principales y s, z como variables libres. Operamos sobre la ecuación general 
 

5(3 7 ) 3(375 11 17 ) 7x t x z s t= + ⇒ = − − +  
7( 2 5 ) 2(375 11 17 ) 5y t y z s t= − − ⇒ = − − − −  

 
Hacemos operaciones 
 

3(375 11 17 ) 7 5 33 51 7x z s t z s t= − − + = − − +  
2(375 11 17 ) 5 50 22 34 5y z s t z s t= − − − − = + + −  

 
Ajustamos coeficientes 
 

5 33 51 7 5 2 2 7x z s t z s t= − − + = + − +  
50 22 34 5 50 3 5y z s t z s t= + + − = − − −  

 
Y finalmente obtenemos la solución paramétrica al sistema planteado 
 

5 2 2 7x z s t= + − +  
50 3 5y z s t= − − −  

        z z=  
               s s=  

 
Para determinar el peso específico que puede ejercer en los lotes cada uno de los precios que 
lo componen, procedemos a calcular sus clases, dando valores a las distintas variables que nos 
han servido como parámetro: 
 

: , ,Parámetros z s t
 

Botellas Importe 

5 2 2 7x z s t= + − +  68 5 38 42 340 25 190 210 

50 3 5y z s t= − − −
 

1 46 2 5 7 322 14 35 

          z z=  1 1 14 1 11 11 154 11 
               s s=  1 1 1 7 17 17 17 119 

Botellas/importe 71 53 55 55 375 375 375 375 

 
5.9 Resolver la ecuación ( . )nx a mód m≡  teniendo en cuenta que: ,m x n> >  

30m n x+ + �  y 100,m n x⋅ ⋅ �  siendo todos ellos primos. Tomar los valores de 2a  

y buscar un número que al ser dividido por x dé cómo resto los valores de 2.a  
 
Empecemos por calcular cuáles serán los valores de ,   m x y z que tengan las características 

requeridas en el enunciado:  
 

m 23 19 19 19 19 19 17 17 17 17 13 13 13 13 13 
x 5 7 7 5 5 3 11 7 7 7 11 11 11 7 7 
n 2 2 3 2 3 2 2 2 3 5 2 3 5 2 5 

S 30 28 29 26 27 24 30 26 27 29 26 27 29 22 25 

P 230 266 399 190 285 114 374 238 357 595 285 429 715 182 455 

a 2 11 1 6 11 9 2 15 3 11 4 5 7 10 11 
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Hay tres combinaciones más, pero no se ajustan a lo que demanda el enunciado.  
Como podemos comprobar, los restos 9 y son cuadrados perfectos que corresponden a  
 

23 9( .19)mód≡  y 211 4( .13).mód≡  

 
Calculamos las x  finales 
 

2 2(19 3) 16 9( .19)mód≡− =  y 2 2(13 2) 11 4( .13)mód≡− =   

 
que son equivalentes a  
 

9 19x t= +  y 4 13 .x t= +  
 
Aplicando el Teorema Chino de Restos obtenemos 199 247x t= +  que como se puede com-
probar, si lo dividimos por 19 o por 13 da como restos 9 y 4, respectivamente. 
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