MATEMATICAS: EGIPCIAS Y MESOPOTAMICAS

1. EL NACIMIENTO DE LOS NUMEROS

Entre los griegos, un nimero era una cantidad o una medida representadas, bien por
un entero natural, bien por una relaciéon de dos enteros naturales. Puede considerarse un
ndmero como una abstraccion ligada a conjuntos de objetos y que se escinde, por
consideracion de los conjuntos infinitos, en dos conceptos diferentes.

En la actualidad, se define un nimero como elemento de un conjunto de nimeros que deben
verificar ciertas propiedades. Asi es como se han definido los conjuntos N,Z,Q, R 6 C. cuya

construccion se hace por etapas sucesivas a partir del conjunto N de los nimeros naturales.

La primera muestra de un registro numérico fue encontrada en Suazilandia, en el sur de Africa;
se trata de un hueso, el peroné de un babuino, con veintinueve muescas bien marcadas y data
de, aproximadamente, 35000 afios a.C. Tiene un parecido extraordinario con el calendario de
varillas que aun se usa en Namibia para registrar el paso del tiempo. En la Republica Checa se
encontrd un radio de lobo que data de, alrededor de 30000 afios a.C., marcado con cincuenta
y cinco muescas en dos series de grupos de cinco.
Posiblemente se trate de una lista de animales cazados.
Entre los hallazgos, el mas curioso es el hueso conocido
como Ishango, (ver imagen) descubierto en las orillas del
lago Edwards, entre Uganda y la Republica Democratica
del Congo, que data aproximadamente de 20000 afios g AR IFIEHIA
a.C., y aparenta ser algo mas que un mero recuento, ya s
que, estudios microscépicos, han demostrado cierta
relacidn con las fases lunares. Debido a la imperiosidad de predecir la luna llena, posiblemente
por razones religiosas o pragmaticas que requerian la visibilidad nocturna, no es de extrafiar
que una de las inquietudes del hombre neolitico fuera observar el ciclo del gran reloj del cielo.
De hecho, a través de la astronomia, de la astrologia o de la cosmologia, la observacion de los
cielos ha sido, sin duda, la mayor influencia en el descubrimiento de los nimeros.

En su obra Historia Universal de las Cifras, el profesor Georges Ifrah dice que hacia el 3300-
3200 afios a.C., la aparicion simultdnea de los nuimeros sumerios y de los numeros pro
toelamitas, constituyen el sistema mds antiguo de numeracion escrito actualmente conocidos.
Se trata de un sistema de numeracion posicional de base 60 que contiene el conjunto de

numeros {ZL 2,3,4,5,6, 7,8,9} esto es, todos los niUmeros naturales excepto el cero. El sistema

sexagesimal se utiliza en la actualidad para medidas angulares y de tiempo. En el siglo Il a.C.
tiene su aparicién el primer cero conocidos de la historia: el cero de los sabios babildnicos,
utilizado exclusivamente en la numeracidn posicional babilonica para significar la ausencia de
unidades sexagesimales de cierto orden. El cero, tal y como lo conocemos en nuestros dias, fue
utilizado por primera vez en la India por el matematico y astrénomo Brahmagupta (598-670)
gue lo menciona en su obra Brahmasphuta Siddhanta del afio 628 y fue introducido en Europa
por los arabes, a los que algunas fuentes atribuyen ser los primeros en desarrollar los
conceptos numéricos del 0 hasta el 9, 1000 afios a.C.

2. LAS MATEMATICAS EGIPCIAS

Nuestros conocimientos sobre las matematicas del Egipto Antiguo estdn basados
principalmente en dos papiros de cardcter matematico y en algunos fragmentos pequefios.
Uno de de los grandes papiros se denomina el Papiro de Rhind, (ver imagen pdgina siguiente)
por el nombre del cientifico que lo adquirié en 1858 6 Papiro de Ahmes, en honor al escriba
que los copidé hacia el afo 1650 a.C. Este escriba nos dice que el material se deriva de un
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prototipo del Imperio Medio, de entre el 2000 y el 1800 a.C., y
es posible que parte de estos conocimientos provengan, en
realidad, de Imhotet, arquitecto y médico del faradn Zoser de
la 1l Dinastia (2800?-26007? a.C.), que dirigié la construccion
de su piramide hacia el afio 2700 a.C. Este papiro contiene una
coleccion de 87 problemas de caracter aplicado. El otro papiro
importante es el llamado Papiro Golenischev o de Moscu, (ver
imagen) que fue comprado en Egipto el afio 1893. El Papiro de
Moscl es mas pequefio que el de Ahmes, contiene 25
problemas y fue copiado sobre el afio 1890 a.C., por un
escriba desconocido de la dinastia XII. La presentacidn de las
soluciones es muy parecida a la del Papiro de Ahmes. De
menor entidad, existe un rollo de papiro que data de la
dinastia XlI, hacia 2000 a.C.,, que se denomina Papiro de
Kahun, y que contiene problemas parecidos a los del Papiro de
Ahmes; el Papiro de Berlin del mismo periodo; dos tablillas de
madera de Akhmim (El Cairo) de hacia el afio 2000 a.C. y, un
rollo de piel que contiene lista de fracciones unitarias y que
data del periodo final de los hicsos, un pueblo originario de
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Siria que invadio Egipto en el siglo xviil a. C. Sus reyes pertenecieron a las dinastias XV y XVI,

desde 1700 a 1580 a. C. en que fueron expulsados.

3. OPERACIONES ARITMETICAS

3.1. Sumas y restas

Las matematicas egipcias se basaban en un sistema decimal, pero no posicional como
el nuestro, sino aditivo. Las operaciones basicas de sumar y restar se limitaban a una
combinacidon o cancelacién de simbolos, no utilizaban un simbolo para representar, por
ejemplo tres cosas, sino que repetian tres veces el simbolo de la unidad de que se tratara.

Por ejemplo, qué nimero debemos sumar a 1/3+1/7 para obtener la unidad.

En notacién actual 1/3+1/7 =10/21. Como 21/21-10/21=11/21, resulta 10/21+11/21=1.
Para el escriba 1-(1/3+1/7) =11/21, pero 11/21 no es una fraccidén unitaria ya que el

numerador es distinto a uno, por tanto
21/11+1=32/11=29... - 1/3

entonces

11/21-1/3=4/21

Pero 4/21 no es fraccion unitaria por tanto, repetimos como en el caso anterior

21/4+1=25/4=6,25 _ 1/6
4/21-1/6=1/42

Como 1/42 es fraccidn unitaria

11/21=1/3+1/6+1/42
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y por tanto
Y3+Y7)+(13+1Y6+1/42) =1

Por ejemplo, qué cantidad debe restarse de 1/2+1/4 para obtener 2/5.
En notacidn actual, como 1/2+1/4=3/4 y 3/4>2/5, entonces 3/4-2/5=7/20, de donde

(1Y2+1/4)-7/20=2/5
Para el escriba, como 2/5 no es fraccién unitaria, procede
5/2+1=7/2=35 - 13 = 2/5-1/3=1/15
de donde
2/5=1/3+1/15
Ahora
(Y2+1/4)-(1/3+1/15)=7/20
Pero 7/20 no es fraccion unitaria, luego
7/20+1=27/7=385... » 13 = 7/20-1/3=1/60
de donde
7/20=1/3+1/60
y finalmente
(Y/2+1/4) - (3+1/60) =2/5=1/3+1/15

Ejemplo, qué cantidad debe sumarse a 2/3+1/15 para obtener la unidad.
Por notacién actual, como

2/3+1/15=11/15

Si sumamos 4/15 obtenemos 15/15 que es igual a la unidad, por tanto
2/3+1/15+4/15=1

El escriba toma el nimero 15, y aplica

2/3de15=10y
1/15 de 15=1

Rafael Parra Machio



4

Ahora, toma 2/3 de 15=10 y 1/15 de 15=1 y suma 10+1=11, por lo que obtiene 11 partes
de 15, esto es 11/15.

A continuacidn, opera

1 15
1/10 | 11/2
1/5 3

1/15 1

Como 3+1=4 y 1/5+115=4/15, entonces
2/3+1/15+4/15=1

Los trueques eran la forma mds habitual de realizar transacciones econdmicas entre
particulares. Este trueque no tenia por qué ser inmediato en sentido de realizar el intercambio
de bienes. En este caso se procedia a abrir una cuenta donde se anotaban debidamente
valoradas, las cosas que servian de trueque, hasta su total cancelacion.

Por ejemplo, por la construccion de un atadd un artesano pide 30 unidades. EIl comprador
debe reunir una serie de bienes que permitan cancelar esta deuda.* La ficha que confecciona
puede ser algo parecido a

Bienes Valor | Suma | Pendiente
Un ataud 30
Un par de sandalias 2 2 28
3 hin de aceite 21/2 4% 25%
5 cestos ‘kbs’ 5 9% 20 %
2 cestos ‘krht’ 3| 12% 17 %
Un cerdo 4% 17 13
Cebada 13 30 0

* Ejemplo adaptado de www.personal.us.es/cmaza/egipto/aritmetica3

3.2. Multiplicacion y Division

Las operaciones de multiplicacién y divisiéon se basaban en el mismo proceso aditivo.
Para multiplicar se empleaba un sistema de duplicacidn adicién, que requiere un poco de
practica. Este sistema se basa en la propiedad de que cualquier nimero natural puede
expresarse como una suma de potencias de 2, que quizas los egipcios ya hubiesen descubierto
por métodos empiricos. Si queremos multiplicar por ejemplo n x m el sistema es el siguiente:
Se escribe una tabla de 2 columnas por n filas. Cada fila se obtiene por duplicacién de la
anterior. Si se quiere multiplicar N x m, la primera fila consta del nimero 1 y m. La segunda
se compondrd del 2 y 2m. La tabla se construye hasta que el siguiente valor es mayor que N,
entonces se puede obtener el nimero N como suma de todos o algunos de los nimeros de la
primera columna. El resultado de la operacidon n x m es légicamente la suma de todos los
miembros de la segunda columna o de los equivalentes a los que suman n en la primera
columna.
Por ejemplo, para multiplicar 21 por 43, se escriben en la primera columna los multiplos de 2 y
en la segunda el valor de multiplicar dicha potencia por 21. Veamos:

|
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1 21
2 42
4 84
8 168
16 336
32 672
64 | 1344

Como el ultimo multiplo de 2 excede a 43, marcamos los nimeros cuya suma total sea 43, en
nuestro caso, 1+ 2+ 8+ 32=43. A continuacidon se suman todos los valores de la columna de
la derecha que estan en linea con los nimeros anteriores, o sea 21+42+168+672=903, de
donde 21[43=903.

Por ejemplo, multiplicar 29 por 61.

29
58
116
232
464
928

[ERY

N[O |IN|-

w

Como 1+4+8+16+32=61 29+116+232+464+928=1769 es el resultado de multiplicar
2961=1769.

Para los mesopotdmicos

2 2
29[61=(61;29j —(61229J = 452 —16% =1769

Para llevar a cabo esta operacién se basaban, para a>b

(a+b?=a+F+2ab
(a-b)*+2ab=&+ B
(a+b)(a-bh=d-8
(a+b)?*-(a-b*=4at
2 2
+ —_—
ab=[2 by (a-b
2 2
Hemos podido comprobar que el método es valido para cantidades pequefas pero, ¢y para
cantidades grandes?
Por ejemplo, para multiplicar 77 por 234, operamos de la siguiente forma:

Para obtener la necesaria descomposicion del nimero 77, calculamos las potencias de 2
menores a 77:

1,2,4,816,32,64
Restamos de 77 el 64, y repetimos la operacidon con los siguientes restos

77—-64=13, luego 77=61+13
13-8=5, luego 13=8+5
5-4=1 luego 5=4+1
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Por tanto

77=64+13=64+8+5=64+8+4+1

Ahora
1 234
2 468
4 936
8 | 1872
16 | 3744
32 | 7488
64 | 14976

de donde

234 +936+1872+14976 =18018

En notacion babildnica tendriamos:

2 2 2 2
234E77=(234+77J —(234 77) =(3—11j —(Ej =18018
2 2 2 2

El problema de la divisidon no era otra cosa que la multiplicacidn a la inversa. Por ejemplo, para
dividir 98 entre 7 se ha utilizado una tabla de potencias de 2 hasta que 72" sea mayor que
98, asi

14
28
56

| (N

Como

98=14+28+56=7(2+4+8)
resulta que

98/7=2+4+8=14

Si el resultado no es exacto, hay que introducir fracciones. Por ejemplo, dividir 20 entre 24.
Como el dividendo es menor que el divisor, no tiene sentido duplicar, por tanto:

1124
2/3de24 | 16
1/3de 24 8 | La mitad del anterior
1/6 de 24 4 | La mitad del anterior

Como

16+4=20

|
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20
@3+18)

resulta
20 5
- = 3+ 6:_
24 2/ ]/ 6

Ejemplo, repartir cinco panes entre ocho personas.
Empecemos por convertir la fraccién 5/8 en una fraccién unitaria.

8/5+1=13/5#2,6.. - 12 =

| Ul
Il

1_
2
Como 1/8 es una fraccién unitaria (su numerador es uno), la fraccién 5/8 resulta ser

S
8

N~
+
|

Lo que se interpreta como que cada persona recibe 1/2 pany después 1/8, esto es

8(1/2+1/8)=5

Ejemplo, dividir siete panes entre diez personas. El calculista da como solucién 2/3+1/30 y
pide la comprobacién mediante multiplicacién de este dato por diez.

7/10=1/2+1/5
7/10=1/3+1/30=1/2+1/6+1/30

por tanto:
10(1/2+1/6+1/30) =7

Utilizando multiplos de dos, se consigue

1]2/3|1/30
X| 2 1 1/3 | 1/15
4 2 2/3 | 1/10 | 1/30
X| 8 5 1/3 | 1/5 | 1/15
10| 6 2/3 | 1/5 | 2/15 |7

esto es:
6+2/3+1/5+2/15=7

Ejemplo, dividir 11/23.
El escriba considera que

11/23=1/23+10/23=1/23+25/23
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Mediante tablas, calcula

2/23=1/12+1/276
11/23=1/23+5/12+5/276 =1/3+1/12+1/23+1/69+1/276

y sin necesidad de tablas, obtiene
11/23=1/3+1/12+1/23+1/69+1/276
4. LAS FRACCIONES UNITARIAS

4.1 Primeras manifestaciones y métodos de calculo

Los hombres de la Edad de Piedra no tenian necesidad de usar fracciones, pero al
alcanzar un nivel cultural mas avanzado durante la Edad de Bronce, parece haber aparecido
por primera vez la necesidad de un concepto mas o menos vago de fraccion y de un sistema de
notaciéon capaz de representar fracciones. Aparecen las fracciones unitarias o fracciones
mesopotamicas, como algunos las llaman.

La mera posibilidad de descomponer una fraccidn comun en suma de numeros finitos de
fracciones unitarias distintas, es por si un problema matematico interesante y nada obvio. Dos
matematicos de primera linea como lo fueron Leonardo de Pisa (1170-1250), mas conocido
como Fibonacci, y James Joseph Sylvester (1814-1897), matematico ingles que junto con
Arthur Cayley (1821-1895) que fue el creador de la teoria de los invariantes algebraicos,
estudiaron el tema y dieron con el método conocido como Fibonacci-Sylvester, un algoritmo
extremadamente simple.

En su obra Liber Abaci, Fibonacci incluye diversas tablas de fracciones comunes convertidas a
fracciones unitarias. He aqui algunos ejemplos:

11%=1m/2+1/3)=5%3
28%2:28(]/3+]/12):3%

9%00:]/2+]/4+]/5+]/25
98 = =49
100—]/2+]/4+]/5+]/50+]/100— AO
Sylvester en su algoritmo propone:

1 1 1 1 1 1
= +o+—+

=152

=+

i-0 § ﬁ_l

G1_ 1 F1_ 1 8,72 §4(3.-D-1 §-2
i=0 § ﬁ_l i=0 P §_1 21 1 15—1(151 1D Js_l

Rafael Parra Machio



donde (Sj—z)/(ﬁ—l) converge a uno. La serie global forma una representacién infinita en
fracciones unitarias de la unidad.

1 11 1 1
1==4+=+=4+—+

2 3 7 43 1807

1 1 1 1 11
1==+=4+=2, 1==4++=+
2 3 6 2 3 7

1
42

1,1
43 1806

1 11
1=+ 4+ =+

2 3 7
El algoritmo Fibonacci-Sylvester produce la representacion de un nimero racional r =a/b

comprendido entre 0 y 1 como una fraccion unitaria.
Para las fracciones de la forma 2/q, si q es par, la forma de la fraccién es unitaria ya que el

denominador se escribe como q=2n vy la fraccién 1/n. Si q es impar, la forma del impar se
escribe como q=2nz1 vy la fraccidn unitaria como

2 _1, 1
2n+l n 2 +3ntl

Ejemplo, transformar la fraccion 2/5 en una fraccién unitaria. Procedemos de la siguiente

forma:
Se invierte la fraccidn comun, se suma la unidad y se obtiene el valor decimal

5/2+1=7/2=35
Se toma la parte entera como fraccién (1/3) y se resta de la fraccion inicial (2/5)
2/5-1/3=1/15

La fraccién 1/15 es unitaria ya que tiene como numerador la unidad, por tanto

2 1 1
—_ =4 —
5 31

Aplicando la igualdad anterior, para n=3

2 1, 1 1,12
23-1 3 323-1) 3 15 5

La conversion de una fraccion comudn a una unitaria no tiene por qué ser Unica
Ejemplo, dividir 63 entre 98.
Como 63/98 =9/14, procedemos como en casos anteriores

14/9+1=23/9#25 _ 12
restamos 1/2 de 9/14 y obtenemos

9/14-1/2=17
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al ser 1/7 fraccién unitaria

esto lo podemos comprobar, ya que
63/(1/2+1/7)=98

y, por tanto
98(1/2+1/7) =63

Utilizando el mismo procedimiento, podemos encontrar

63_9 _1 1 1

—_—— =4 —4 —

98 14 2 8 56

63_9_1,1 1 1

B e i

98 14 2 8 57 3192

63_9 _1 1 1 1 1

— ==+ + = +

98 14 2 8 57 3193 10192056

4.2. La Mitologia

Horus era hijo de Isis y Osiris. Osiris fue
asesinado por su hermano Set. Para vengar a su padre,
Horus mantuvo un encarnizado combate contra Set. En
el transcurso de esta lucha los contendientes sufrieron
multiples heridas y algunas pérdidas vitales, como la
mutilacion del ojo izquierdo de Horus. Pero, gracias a la
intervencion de Thot, el ojo de Horus fue sustituido por
el oudjat, para que el dios pudiera recuperar la vista. Este ojo, que era a la vez el ojo de un ser
humano y el de un halcén peregrino, estaba dotado de cualidades magicas.

Los egipcios utilizaron un sistema muy antiguo para representar fracciones en medidas
agrarias de superficie y volumen, basado en las divisiones por dos de 1/2. Los signos de las
fracciones mayores fueron tomados de las partes que componian el jeroglifico del Ojo de
Horus.

Cada fraccidn se representaba mediante una grafia del jeroglifico del ojo:

1 1

d=30- 6 32" 64

e

oo =

1 1
2 4
Cuenta la leyenda que un aprendiz de escriba sefialé a su maestro que el total de las fracciones
del ojo de Horus no sumaba una unidad, sino 63/64. La respuesta del maestro fue que Thot

restituiria la parte restante de 1/64 a cualquier escriba que buscara y aceptara su proteccion.

El historiador griego Herédoto (484-425 a. C.) cuenta en su Historia, que el rey dividid el pais
entre todos los egipcios dando a cada uno una parcela de tierra de iguales proporciones y lo
convirtié en su propia fuente de ingresos, fijando el pago de un impuesto anual. Y cualquier
hombre que perdiera parte de su tierra debido al rio, iria a Sesostris o Senusret (con estos
nombres se conocian a los tres faraones de la Xll dinastia) (Faradbn Ramsés Il, alrededor del
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1300 a.C.) para declarar qué le habia pasado; entonces el rey enviaba algunos hombres para
comprobar y medir el espacio de tierra perdido y de ahi en adelante pagaria al perjudicado
proporcionalmente al impuesto originariamente establecido. De aqui, conforme a mi
pensamiento, es de donde los griegos aprendieron el arte de la geometria; el reloj de sol y las
doce divisiones del dia llegaron la Hélade no de Egipto sino de Babilonia.

La suma de las fracciones, arriba indicadas, genera fracciones comunes donde la diferencia
entre el denominador y el numerador es la unidad.

3/4=1/2+1/4

7/8=12+1/4+1/8
15/16=1/2+1/4+1/8+1/16
31/32=1/2+1/4+1/8+1/16+1/32
63/64=1/2+1/4+1/8+1/16+1/32+1/64

5. SISTEMAS DE ECUACIONES

5.1 Tablas y estudios para la resolucién de problemas

Al principio del papiro de Rhind el escriba Ahmes propone una tabla de
descomposicion de n/10 para n=1 2,...,8, 9, que facilita los célculos de los siguientes
problemas y otra en la que se expresan todas las fracciones de numerador 2 y denominador
impar entre 3 y 101 como fracciones unitarias. Estas tablas son:

Tabla 1/10
1/10 | 110
2/10 | 1/5

3/10 | 1/5+1/10

4/10 | 1/3+1/15

510 | 12

6/10 | 1/2+1/10

7/10 | 2/3+1/30

8/10 | 2/3+1/10+1/30
9/10 | 2/3+1/5+1/30

Tabla 2/n
3 [26 29 | 24,58,174,232 | 55 | 30,330 81 | 54,162
5 3,15 31 | 20,124,155 57 | 38,114 83 | 60,332,415,498
7 | 428 33 | 22,66 59 | 36,236,531 85 | 51,255
9 [6,18 35 | 30,42 61 | 4,244,488,610 | 87 | 58,174
11 | 6,66 37 | 24,111,296 63 | 42,126 89 | 60,356,534,890
13 | 8,52,104 | 39 | 26,78 65 | 39,195 91 | 70,130
15 | 10,30 41 | 24,246,328 67 | 40,335,536 93 | 62,186
17 | 12,51,68 | 43 | 42,86,129,301 | 69 | 46,138 95 | 60,380,570
19 | 12,76,114 | 45 | 30,90 71 | 40,568,710 97 | 56,679,776
21 | 14,42 47 | 30,141,470 73 | 60,219,292,365 | 99 | 66,198
23 | 12,276 49 | 28,196 75 | 50,150 101 | 101,202,303,606
25 | 15,75 51 | 34,102 77 | 44,308
27 | 18,54 53 | 30,318,795 79 | 60,237,316,790

|
Rafael Parra Machio



12

En los afos 60, y mediante un programa de ordenador, estas tablas fueron
comparadas con los 22295 posibles resultados obtenidos, imponiendo como condicidn Unica
que en las igualdades halladas, las sumas de fracciones tuvieran, a lo sumo, cuatro términos,
con lo que pudieron estudiar las razones que dieron lugar a la eleccién de las igualdades
escritas por el escriba y enunciar interesantes teorias al respecto. En el afio 1972, el profesor
de la Universidad de Dover Richard J. Gillings en su obra Mathematics in the Time of the
Pharaohs, recoge esta teoria por su alto porcentaje de aceptacion entre los estudiosos.

Dicha teoria describe cinco principios basicos que podrian haber sido usados por los escribas a
la hora de elegir la suma de fracciones mas idonea, mas concretamente:

1. De las posibles igualdades, la que tenga denominadores mds pequefios es preferible,
sin exceder ninguno el nimero 1000.

2. Una igualdad con dos términos es preferible a una de tres; una con tres a una con
cuatro y jamds se usan igualdades en las que aparezcan mas de cuatro fracciones.

3. Las fracciones se escriben en orden ascendente de denominador y nunca se repite la
misma dos veces.

4. La primera fraccion marca la eleccidn, esto es, de todas las igualdades posibles, se
escoge la que tenga el primer denominador mas pequefio; salvo que el coger una con
denominador mds grande implique una reduccidon sustancial en los posteriores
denominadores.

5. Son preferibles denominadores con nimeros pares a aquellos nimeros impares.

5.2 Ecuaciones lineales

En este apartado y los que siguen iremos resolviendo ejemplos propios y problemas de
los distintos papiros, con solucién actual y la dada por el escriba o calculista.
Ejemplo: Si a un nimero le afiadimos su 1/2,1/3 y 1/4 obtenemos 7. De qué nimero estamos
hablando.
En notacion actual tendriamos

X/2+ X/3+ ¥ 4=7
12x+8x+6x=7[24
X =84/13

Como 1/2+1/3+1/4=13/12 y 7-13/12=71/12, resulta que
71/12=5+1/2+1/3+1/12
entonces
13/12+7Y12=7 = 1/2+1/3+5+1/2+1/3+112=7
También
84/13=6+1/3+1/8+1/132

y por tanto:
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6+1/3+1/8+1132 42

2 13
6+13+V8+1132 28| _42 28 21_,

3 13| 13 13 13
6+1/3+18+1132 21

4 13

El problema 63 del papiro de Rhind plantea repartir 700 panes entre 4 hombres de tal forma
que, el primero reciba 2/3, el segundo 1/2, el tercero /3y 1/4 para el cuarto.

Como 2/3+1/2+1/3+1/4=7/4=1+1/2+1/4, por lo que 1+1/2+1/4 esa 700 como 1 esa X.
De aqui se obtiene para X=400, por lo que cada hombre recibira

2/3[200 = 266+ 2/3
1/2400 = 200
1/3[#00=133+1/3
1/41400 =100

Como podemos comprobar

266+ 200 +133+100 = 699

699+1=700
2/3+1/3=1 }

En el Papiro de Rhind, el problema 24 nos propone que un nimero mas su 1/7 parte es igual a
19.
En resolucion actual, resolveriamos como

X+x7=19, = 7x+x=7019 = le_f;’:%

El escriba Ahmes supone un valor para X=7, por lo que 7+ 7/7 =8. Ahora basta con calcular
un nimero n tal que 19=8n, y el valor buscado serd x = 7n. Dividiendo por 19/8, obtenemos

1| 8
2|16
12| 4
1/4
1/8 1

Como 16+2+1=19 y n=2+1/4+1/8=19/8 la solucién es
1 1)_133
X=72+—+—|=—=16+1/2+1/8
( 4 8} 8 V2ry

El problema nimero 30 del papiro de Rhind plantea encontrar un ndmero tal que al sumarle
2/31/2 y 7 resulte 37.
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En notacion actual, la solucién viene determinada como:

X+2/3x+1/2x+17 x=37
97/42x = 37
X =1554/97

En la solucién original, Ahmes factoriza el primer miembro de la ecuacién que divido a 37.

1+2/3+1/2+1/7=97/42

37
=T =1554/97 =16+1/56+1/679+1/776
572 / Y56+1/679+Y

De donde:
1554/97 +1036/97 + 777/97 + 222/97 = 37

Ejemplo: Un campo con una extensidn total de 1800 esta compuesto por dos parcelas, en cada
una de las cuales el rendimiento del grano por unidad de area esta afectado por coeficientes
diferentes de 2/3 y 1/2. Se desea conocer la extension de cada parcela sabiendo que la

diferencia de produccion es de 500.
En notacion actual es

X+ y=1800, 2/3x-1/2y=500
que tiene como solucidn:
x=1200, y=600

El escriba admite que las dos parcelas son iguales a la semisuma, 1800/2=900 y con esta

hipétesis falsa llega al valor erréoneo de que la diferencia de produccién es de
150 =900(2/3-1/2). Para compensar el error de 350=500-150, reconoce que el error es de

2/3+1/2=7/6, valor que sumado y restado al dato inicial dard el valor de las parcelas. Para
obtener este valor deberia dividirse 350 por 7/6 para obtener 350/ (7/6) =300, pero el
escriba obvia esta operacidn y se pregunta por cuanto debe multiplicar 7/6 para obtener 350,
y opera:

6/7=12+1/3+1/42

y multiplica
350(1/2+1/3+1/42) =300

Ahora soélo tiene que sumar y restas 300 a la semisuma 900:
X =900+ 300=1200, y=900-300=600

Ejemplo, dividir cien panes entre cinco personas, siguiendo una progresidon aritmética, de tal
manera que la parte de las dos Ultimas sea 1/7 de las tres partes primeras. El papiro dice:
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“Toma como diferencia 5+:I/2, de donde 23, 17+:I/2, 12, 6+1/2, 1. Aumenta esos numeros
en la proporcién de 1+ 2/3 y obtendrds las partes que corresponden a cada persona.”

En efecto, el nimero 5+1/2 es la razén entre la diferencia de la progresion y la parte de la
ultima persona, que puede deducirse de los datos del problema, pues las dos ultimas personas
reciben dos de esas partes mas una diferencia, mientras que los tres siguientes reciben tres de
esas partes mas nueve diferencias, que han de ser equivalentes a catorce partes y siete
diferencias, de ahi la razén de 11/2 6 5+1/2. Admitiendo que la dltima parte es un pan, la
suma, de acuerdo con diferencia de 5+1/2, daria sesenta panes y no cien como exige el
problema: de ahi la Ultima parte de la solucién al elevar los valores anteriores en una
proporcién de sesenta a cien, es decir, en la proporcién de tres a cinco.

Efectivamente:

23417+ 41227 105 15 28212 175 25
21 1?3 I T 35 25 25 T
il 15[ 22 515,25 [ 2 2
2 2 32 2

Ejemplo: Un grupo de personas sacan agua de un pozo que vierten en un pilén. El proceso
seguido es el siguiente: El primero duplica la cantidad de agua que hay en el pilén y llena una
vasija de siete litros. El segundo duplica la cantidad de agua que queda en el pilén y llena una
vasija de siete litros. Asi, sucesivamente, el proceso se repite hasta el quinto, que duplica la
cantidad de agua que queda en el pilén y llena una vasija de siete litros. En ese momento ya no
gueda agua en el pilén.

Calcular la cantidad de agua que habia inicialmente en el pildn y la cantidad de agua extraida
del pozo por cada una de las cinco personas.

En notacion actual, procedemos:

Sea n la cantidad de agua que habia inicialmente en el pilén, entonces

Agua inicial: n

El primero aporta n litros de agua y retira 7, quedan 2n-7
El segundo aporta 2n—7 y retira 7, quedan 4n-21

El tercero aporta 4n—21 y retira 7, quedan 8n-49

El cuarto aporta 8n—49 vy retira 7, quedan 16n—105

El quinto aporta 16n—105 y retira 7, quedan 32n-217

Para n resulta un valor de n=217/32=6+25/32, que es la cantidad de agua que habia
inicialmente en el pilén, por tanto

Agua inicial | Agua pozo | Agua disponible | Agua vasijas | Agua en pildn
6+25/32 6+25/32
19 6+25/32 6+25/32 13+9/16 7 6+9/16
20 6+9/16 6+9/16 13+1/8 7 6+1/8
30 6+1/8 6+1/8 12+1/4 7 5+1/4
40 5+1/4 5+1/4 10+1/2 7 3+1/2
52 3+1/2 3+1/2 7 7 0

El escriba hace el camino inverso. Considera que los 7 litros que recibe la Ultima persona
proceden de dos mitades de 3+1/2. Los 7 litros que recibe la cuarta persona proceden de la
mitad de 7+(3+1/2)=10+1/2, esto es 5+1/4. Asi, sucesivamente, va confeccionando los

valores que le llevan a conocer que la cantidad inicial es de 217/32 =6+ 25/32.

|
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5.3 Ecuaciones de segundo grado

Aunque no conocian las formulas que se utilizan en la actualidad los mesopotamicos
resolvian la ecuacion de segundo grado en un contexto de dos ecuaciones.
Ejemplo: Un rectangulo de area 16 tiene de perimetro 10. Determinar ancho y alto.
En notacidn actual, planteamos
x+y=10, xy=16
Haciendo operaciones, obtenemos

Xx=28 y=82

Como X+ y=10, el calculista considera que x=y=5, lo que equivale a suponer que el
rectdngulo es un cuadrado. Pero no es asi ya que xXy=25%#16. La anchura X serd 5 mds algoy

la altura sera 5 menos algo, para compensar y mantener la suma igual a 10. Ese algo supone
que conocian la identidad algebraica “suma por diferencia igual a diferencia de cuadrados”
entonces, denotando ese algo como n, opera

xy=(5B+nNG-0)=5-r1=16
entonces
n°=25-16=9=3
y en consecuencia, el resultado final es:
x=8 y=2
El papiro sélo aporta una solucién.
Otro ejemplo sobre el mismo tema: La suma de dos nimeros es 20 y su producto 96.

El escriba se plantea que, si la diferencia de dos nimeros es 2n, entonces 10+ n es el mayory
10-n es el menor. El producto es

(10+n)(10-n) =10° - i’ =96
de donde
n=4yn=2

por tanto
x=10-2=8¢e y=10+2=12

es la solucidn propuesta.

En una tablilla babildnica el escriba dice: He multiplicado largo y ancho y he obtenido el drea.
He agregado al drea el exceso del largo sobre el ancho, 183, ademds he sumado largo y ancho
27. Asi he obtenido largo, ancho y drea.
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En notacion actual procederiamos como sigue:

Xy + x— y=183
X+y=27

y obtendriamos
x=14,15 y=12,13

El escriba comienza por sumar los dos datos numéricos 183+ 27 =210, x(y+2) =210 y agrega
2, X+y+2=29, con lo que obtiene los valores de dos nimeros, (X,y+2) conociendo la
suma 29 y su producto 210, esto es X° —(y+2)°. Toma la mitad de 29/2=14+1/2, de cuyo
cuadrado resta 210, (l4+2|/2)2 —210=]/4, de cuya raiz cuadrada \/]/—4=2I/2, suma vy resta
14+1/2 y obtiene 15y 14. A este Ultimo resta 2 y obtiene como solucién 15, 12, 180, esto es

14+1/2)% -210=1/4=1201/2 = (1/2)?
Largo: (14+1/2)* +1/2=15

Ancho: (14+1/2)? -12=14 - 14-2=12
Area: 1512 =180

En este caso, el escriba ignora la segunda solucién.
Ejemplo, repartir 13 huevos entre tres personas de tal forma que reciban 1/2, 1/3 y 1/4,

respectivamente.
Si hacemos

13 13 13
—=6+12 —=4+1/3, —=3+1/4
36z, Daaiys, Bosay

podemos establecer que

E+E+1:E y 6+4+3=13
2 3 4 12

Si hacemos que

Q= omm-6 2
resulta que
x=13-1=12

|
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Este valor nos va a permitir resolver la ecuacion

12,12,12 6443213
2 3 4

sin romper ningun huevo.
Esta fraccidn genera una ecuacién cubica de la forma

x> =(a+b+c)x* +(ab+ac+bc)x —abc =0
donde x, =a, x, =b, x, =c. En nuestro caso, la ecuacién es

X =9x*+26x-24=0

con soluciones de

En su obra Elementary Number Theory in Nine Chapters, el profesor de matematicas del
Providence College del estado de Rhode Island James J. Tattersall, llama elefantina a Ila
ecuacion

1,1,1.0

a b c Q+1

en atencion a los matematicos hindlies como Aryabhata (476-550), Brahmagupta(598-670) o
Bhaskara (1114-1185), que las utilizaron para resolver problemas de grado y otras aplicaciones
a partir de las fracciones egipcias, proponiendo como solucién

Q= a(b+g+bc  _ p
abc-(ab+ abt by r

donde, si mcd( p ) =1, el valor de X viene determinado por X= p*r.

Ejemplo: Si 4 y 7 son factores de un nimero y raices de una ecuacién cuadratica, determinar
dicho nimero y su descomposicién en suma de nimeros primos.
En notacion de fracciones unitarias, tomamos los inversos de 4 y 7

110 _ 4+7 1
== = Q_—_—
477 Q+1 AT-(4+7) 17

como el mcd(11,17) =1, el nimero buscado es 11+17 =28 que es factorde 4y 7.

Supongamos una estructura cuadratica de la forma x* +(a+ b) x+ ab=0, que admite las

raices a y b.
Conociendo la suma 11y el producto 28, la ecuacién generada es

x? -11x+28=0

|
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donde

2 X, =7

11+~/112 - 4128 _{xl =4

Este procedimiento admite la solucién de ecuaciones de cualquier grado a partir de un
numero, donde el grado vendra determinado por el nimero de factores de dicho nimero.
Desde la época antigua hasta practicamente la edad moderna, las ecuaciones cuadraticas eran
clasificadas en tres tipos que, reducidas a sus formas candnicas, son

1) x*+ px=q
2) X* = px+ q
3) X* +Qg= px

La ecuaciéon anterior corresponde al tercer tipo y la solucidn que podria haber planteado Al
Khowarizmi (783-835) habria sido

2 2
=7
X= E —qi—p: E‘j —28i§: %
2 2 2 2 X, =-4
Podemos comprobar la similitud que guarda con las fdrmulas actuales, aunque antiguamente

no tenian en cuenta las raices negativas.

5.4 Sistemas

En el papiro de Berlin encontramos el siguiente problema: El drea de un cuadrado de
100 codos cuadrados es igual a la suma de la de otros dos cuadrados mas pequefios. El lado de
uno de ellos es 1/2+1/4 del otro. Calcular los lados de los cuadrados.

En notacion actual, planteamos
x*+y* =100, (1/2+1/4)x=y
Haciendo operaciones, obtenemos:
X=18, y=16

Para el escriba, supone que uno de los cuadrados tiene lado de 1 codo y el otro 1/2+1/4 de

codo. Las areas son: para el primero un codo cuadrado y para el segundo el resultado de elevar
al cuadrado 1/2+1/4:

1 |Y2 | 1/4
Y2 |14 | 18
Y4 | 18 | 1/16

Como 1/4+1/8+1/8+116=1/2+1/16, la suma de las areas de los cuadrados es
1+1/2+1/16 =25/16 de codo cuya raiz cuadrada /25/16 =5/4=1+1/4. La raiz cuadrada de
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100 es 10, ahora debemos encontrar un nimero tal que al multiplicarlo por 1+1/4 nos de 10,
es decir, hay que dividir 10/ (1+1/4) = 8. El escriba opera de la siguiente forma:

1+1/4
2+1/2
5
10

|| N[ -

El nimero buscado es 8. Ahora, para calcular el otro cuadrado se multiplica por 1/2+1/4

1 |8
12 | 4
4 | 2

El otro cuadrado sera 4+ 2 =6, esto es, 6 codos.

En su obra Del Algebra Clasica Al Algebra Moderna, el profesor ruso Ivan lakovlievich Depman
(1885-1970), recoge el siguiente problema atribuido a Diofanto de Alejandria (250? d.C.):
Encontrar dos nimeros cuya suma sea 10 y la suma de sus cuadrados 68.

La solucidén planteada por Depman es la siguiente:

x+y=10, ¥ + y =68

Si
x+y:E:5yx—y=
2 2
entonces
x+y+x—y=X=5+d y Xty Xx y=y=5—d
2 2 2 2

Sustituyendo en la segunda ecuacion

X +y=5+d’+(5B-d*=50+2d =68

de donde
d>=9=3
y asi:
x=8, y=2

El profesor Julio Rey Pastor, en su obra Historia de la Matematicas, plantea la solucidn de un
problema parecido, pero indicando se trata de problemas “fabricados” para ejercicios de
practicas. Efectivamente. Si partimos del sistema

X+Y =27 X+t y=W
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haciendo operaciones, encontramos

_wHN2z-w' w-v2z-w'

X , V=
2 Y 2

que es la solucién a este tipo de problemas.
Por ejemplo: para

x+y=10, ¥ + y =68

la solucion resulta
= 10++/268 107 _g, y= 10-+/2 68 —10? 5

2 2

En funcidn de los signos se pueden encontrar tres tipos mas de estos sistemas, a saber

xX-y'=z, x+y=w
X*-y'=z, x-y=w

X*+y =z, x-y=w

gue tienen como solucidn, respectivamente

X_W2+Z _W2—Z
2w Y 2w
X_W2+Z y_z—wz
2w’ 2w
X_W+\/ZZ—W2 y_w—\/Zz—wz
2 e 2

Les invito a resolver sistemas utilizando esta formulacién.

5.5 Método de los cuadrados repetidos

Los procedimientos resefiados anteriormente para el cdlculo de operaciones con
fracciones egipcias o unitarias, también se aplican en la actualidad en el campo de la
criptografia y transito de datos por Internet, entre otros. Para el calculo de x", cuando n es
suficientemente grande, se puede simplificar utilizando la descomposicion de n en factores
binarios, tales como

n=x+xX+xX+3X+...+ X

Ejemplo: Calcular 19" =r(m6d.17). Observamos que 19”=2"=r(mo6d.17) vy |Ia

descomposicién del exponente resulta 21=2*+2?+1. Ahora planteemos la solucién de la
ecuacion 2 =r(mod.17) de la siguiente forma:
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2" =2(mo6d17)

2° = 2° =4(mod17)

2" = 4* =16(mod.17)

2° =16° =1(mo6d 17)

2'° =17 =1(m6d 17)

27t =21 =116[2=32=15(mdd 17)

Como podran comprobar, el método es bastante facil de asimilar.
Teniendo en cuenta que, por la funcién de Euler ¢(17) =17-1=16, la ecuacidon también se

podria haber resuelto como 2% = 2*"°° =r(mAdd.17), de donde 2° = (mb6d17) =15.

Ejemplo: Calcular 31" =r(mdd.101). La descomposicidn del exponente es 73=2°+2°+1 y la
solucidn la planteamos como:

exp Cuadrados sucesivos
1 | 31'=31(m6d101)

317 =31” =52(mbd 101)

31" =52° = 78(m6d.101)

8 | 31° =78 =24(mbd101)

31° = 24* = 71(m6d.101)

31% = 71° = 92(m6d.101)

64 | 31* =92 =81(mA6d 101)

73 | 31"° =31°"*" = 81[24[B1= 60264 = 68(Mod 101)

La solucidn de este supuesto es muy dificil aplicando métodos normales ya que el resultado de
317 = 7402930120435182309838061067999977541338847655203867577988460115733182809088639813666435147650814205274159391
seria imposible de manejar.
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