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16. NUMEROS PRIMOS: Genealogia y Grupos Multiplicativos

16.1 Genealogia Numérica

1.1 Concepto de Familia y de Generacion Numérica

Hay un dicho popular que dice que el ser humano no debe estar solo. Es importante
gue tenga un origen y una familia que garantice, mediante parentescos, el futuro de su estirpe.

En el campo de los nimeros ocurre algo parecido. Los nimeros forman parte de fami-
lias, por ejemplo primos o compuesto. Mediante sus formas tienen una continuacion a través
de las secuencias generadas a partir de estas formas y/o estructuras.

Muchas civilizaciones primitivas compartieron diversos aspectos de la numerologia
que los pitagdricos llevaron al culto mas extremo. Estas civilizaciones, como la de los pueblos
mesopotamicos, influenciados por los relatos biblicos, consideraban a los tres primeros nime-
ros como simbolos de la creacién divina. Para ellos, el nimero uno es el generador de los
numeros y el nimero de la razén; el nimero dos es el primer niumero par, duplicacién del pri-
mero, nimero masculino y de la opinidn, y tres es el niumero femenino y nimero de la armon-
fa por estar compuesto por la unidad y la diversidad. Segun estos conceptos, los niumeros, al
igual que los seres humanos, se generan a partir del 2 y del 3, (nuestros primeros padres,
segln la numerologia), formando con otros nimeros primos combinaciones que, dependiendo
de sus formas o estructuras, dieron lugar a las primeras o segundas generaciones de los nime-
ros primos.

1.2 Concepto genealdgico de los Nimeros Primos

Todo numero primo impar P, P =3, puede ser expresado como suma de dos mitades
mas uno, asi p=q+ q+1=2(q)+1, donde q es el cociente de la divisién p/2, demuestra
su condicién de nimero impar. Si lo denotamos como , tL0Z, es un numero alge-

braico que representa el primer cromosoma de cualquier nimero primo.
Todo nldmero primo P, p=3, puede ser expresado en la forma

p=a(gQ+k g+ r=wq+ r Wl Z donde q y I son, respectivamente, el cociente y re-
sto de la division p/W, y a,b la descomposicién de W en su forma par e impar, esto es
w=a+(atl)=atlh que es la suma de dos numeros consecutivos, por tanto

p=a(g+ g+ r=w Q+ r representado por el algebraico , es el segundo

cromosoma de p respectoa W.

Entonces, |p=q+q+l=a g+ { g+ r= W g+ [ forman parte del nimero impar

primo, al igual que los numeros algebraicos X =1+ 2t e y=r +wt.

Como los nimeros algebraicos X=1+2t e y=r+Wt son equivalentes pero inde-
pendientes, ya que mcd(2, W =1, al igual que puede ser mcd(l, r) =1, utilizando el Teorema
Chino de Restos podemos determinar que es el Unico numero algebraico que
representa al nimero primo p vy, por tanto, su ADN.

Ejemplo: Calcular X e y del nimero 19 para la 52 generacién.
El nimero 19 puede ser expresado como

19=q+q+1= 2(q)+ 1= 2(9) :
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por tanto, .

El nimero 5 puede ser expresado como
5=2+3
asi, respecto al nimero 19

19=9+ 9+ 1= 26 ) 3 r= 23y 3(3} 4 5(3) 2 &+

de donde |y =4+ 5t|.

En este caso, los algebraicos X=1+2t e y =4+ 5t tienen coeficientes independien-

tes distintos, por lo que, mediante la utilizacién del Teorema Chino de Restos, obtenemos
1+2u=4(mod.5) - 2u=3 (mbéd5)-» &4 (mods), U

y asi

z=1+2(4+ &)= 9+ 10 -

Claramente podemos observar que Z=9+10t es una soluciéon de y =4+ 5t, por lo
gue ambos son equivalentes.

De este numero algebraico podemos generar la familia de nimeros que seran antece-
sores y predecesores del 19, asi

z=9+10t: 19,29,59,79,89,109,139,149,179,P29, 239, 269, 349, 359,

publicados en la secuencia https://oeis.org/A030433, son primos que tienen la particularidad
de que si se dividen por 2 dan como resto 1y si se dividen por 5 dan como resto 4. Sin embar-
go, cada uno de ellos tiene su propia personalidad, asi unos son de la forma 4K +1 y otros de
la forma 4k + 3.

1.3 Concepto de generacion numérica

El concepto de generacién de los nimeros impares primos tendra tantas ramificacio-

nes como ndmeros tenga el sistema de resto de |Z= U+ 2Wwl, ya que U recorre todo el sis-

tema {l, 3,5,..,2v- }. respecto a 2W. Asi, en el supuesto de que W=7, como el sistema

completo de restos es {1,3,5,.. , 14 }l. los valores que tomaria Y, serian
z=1+14t, z= 3+ 14 ,z= 5 14 7= 9 1d7= ¥ M4 z= 13

y las representaciones de cada familia

z=1+14t: 29,43,71,113,127,197,211,239,287,339,421,449,.
ver https://oeis.org/A042967
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z=3+14t: 317,31,59,73,101,157,199,227,249,283,311,353,367,
ver https://oeis.org/A045437

z=5+14t: 519,47,61,89,103,131,173,229,252,2313,383,397,439,
ver https://oeis.org/A045458

z=9+14t: 23,37,79,107,149,163,191, 233,311,389,373,401, 443,.
ver https://oeis.org/A045392

z=11+14: 11,53,67,109,137,151,179,193, 263,347,389, 431,487,.
ver https://oeis.org/A045471

z=13+14t: 13,41,83,97,139,167,181,223,2538,297,349,419,433,461,.
ver https://oeis.org/A045473
ndmeros, por otra parte que pueden pertenecer a otras familias, pero no con estos anteceso-
res y predecesores.

1.4 Metodologia y analisis

En el ejemplo del apartado anterior hemos empleado un método numérico para de-
terminar los distintos datos del supuesto. El cdlculo de X =1+ 2t no plantea dificultades pero
el de y=r +Wwt, no sélo puede plantear dificultades sino que puede aportar formas distintas
de solucién.

Antes de seguir adelante, vamos a presentar el funcionamiento de una herramienta
gue nos sera muy util en nuestro trabajo.

Si a un numero le sumamos y restamos otro nimero dado menor que él y calculamos
la diferencia entre el mayor y el menor, el resultado es el doble del nimero dado.

Sean My q dos nimeros enteros cualquieras, con m> @ Si a la suma de (M+ Q) le

restamos la diferencia de (M- (), resulta (M+ g —-(mM- q=2q
En el caso resuelto anteriormente, si

19=9+ 9+ 1= (9- 5F (* 5% £ 4 14
entonces
19=4+14+ 1= 2 2 3¢ ¥ 5 £ 5 49=

gue representa otra forma distinta de estructura aditiva. Efectivamente, si en el caso anterior
la funcién multiplicativa aditiva era

f(5q+4)=f(29)+ f (3g)+ 4,9= ¢
en el caso actual esta misma funcién es de resto unidad, ya que
f(5q+4)= f (2q- 20+ f (J+ 5F 1,9= :
La solucién también puede ser abordada de forma algebraica, asi

29+3q+r=19- H+r=19-r= 19 §
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de donde I =4, y por sustitucién obtener:
5q+4=19- q= (19- 4f 5 :

Ejemplo: Calcular X e y de 31 parala 72 generacion.
Expresamos el nimero 31 como

31=q+q+1= 2(q)+ 1= 2(15) |

es un numero impar y, por tanto, no divisible por 2. Se genera un nimero de la forma

[x=1+2]
Como 15 es la mitad del par de 31, 15= 7[P+ 1= @+ ldonde =2y k=2q=4.
Sabemos que 31=15+ 15+ 1 Si los valores de QY K son, respectivamente 2 y 4,

planteamos

31=15+15+ = (15 2y (15 2 % 18 7

y,como k=4

31=13+17+ = 3(4y * 4(4 & 2 7(4) 3 k#

que nos genera un numero de la forma |y =3+ 7K|.

Para 31=13+ 17+ 1 comprobamos este desdoblamiento:

13=6+6+1= 4 8 £ (4y 2(4) & 3(4) 2 KB+
17=8+8+ 1= 2(4} 2(4y £ 4(H £ W+

por lo que
1=K+ 1+ K+ B E k+ .
solucién coincidente con la obtenida anteriormente.
Queda demostrado que el nimero 31 no es divisible ni por 2 ni por 7, pero genera dos

ndmeros con estructuras distintas. Esto nos obliga a buscar un nimero de la forma z=r +14t
a partir de los nUmeros encontrados anteriormente, esto es

X =1+ 2k

- Z=r+14t
y=3+ 7k}

Mediante ecuaciones modulares, resolvemos

1+ 2u=3(Mbd.7)» 2u=2 (Mbéd7)-» &1 ( mod7

z=1+2(1+ 7t)= 3+ 14 _
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El nimero z=3+14t tiene el mismo coeficiente independiente que Yy=3+T7t, lo
que demuestra que el primero es un valor paramétrico del segundo. Dando valores a t, bus-

camos numeros primos que tengan la caracteristica de que si se dividen por 2 o 7, dan como
restos 1 o 3, respectivamente.
Veamos algunas representaciones:

t- |0 1|4 |8 |10] 124 | 22| 28
7z=3+7t |3 |17 |31 59| 73| 101|157 | 199

Aqui damos una secuencia mas amplia de los primos relacionados con la familia del
ndmero 31.

z=3+14t: 317,31,59,73,101,157,199,227,2469,283,311,353,367,
ver https://oeis.org/A045437

La demostracidn de que tienen representacion como funciones multiplicativas aditivas
la encontramos en que

f(7q+3)= f(3)+ f (49)+ 3,09= ¢
f(7q+3)=f (3g+ L+ f (4g+ D+ 1L,g= «

El nimero 73 se puede expresar como
73=36+ 36+ = 2(36F £ R+
El nimero 36, mitad del par de 73, genera los valoresde =3y k=2q=6.

73=36+36+ = (36 3 (36 3) 2 38 39
73=33+3% E 5(6) 3 6(6) 3 = 11(8) 7 k%

La comprobacién de cada uno de estos numeros determina que

33=16+16+ = 13 19 £ 2(6) 4 3(8) L =1 5() =3k5
30=10+19+ &= 3(6% & 3(6) + 2 6(8) 3 k&

por lo que
73= 5%+ 3+ &+ 3+ F 1k+ °

valor coincidente con el desarrollo anterior.

Como los numeros generados son [X=1+2t| e |y=7+11|, demostramos que el

numero resultante de la combinaciéon de estos dos numeros, es un valor paramétrico de

y=7v1i]

Sea Zz=r+22t el nimero generado, entonces

1+ 2u=7(m6d.11)-» 2u=6 (méd.11) &3 (mbdll

y, por tanto
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z=1+2(3+11)= 7+ 22

Este nUmero es una representacion paramétricade Yy =7+11, cuando t = 2.

La familia a la que pertenece el nimero 73 tiene la particularidad de que si sus miem-
bros se dividen por 2 o por 11, dan como resto el 1 o el 7, respectivamente.

Veamos algunas representaciones:

t> Jol 26122024 ]26]30] 32
y=7+11 | 7|29 [ 73] 139 | 227 | 271 | 293 | 337 | 359

Aqui damos una secuencia mas amplia de los primos relacionados con la familia del
ndmero 73.

z=7+22t: 7,29,73,139,227,271,293,337,359,897,601,..
ver https://oeis.org/A141854

1.5 Primera generacion de nimeros y grupos familiares

Si asumimos que todo numero primo impar tiene como cromosomas X=1+2t e
Yy =r+Wwt, y que estos generan el algebraico z= U+2Wwt, al que llamaremos ADN, estare-

mos en disposicion de determinar cuales son las primeras generaciones de primos y los grupos
familiares que tiene cada una de estas generaciones.

1.5.1 Primera generacién con ADN igual a z= r+ 2ty un grupo familiar.

Supongamos que no existe el cromosoma Y =r+Wt y si existe, es de la forma
y=0+t, entonces z=1+ 2t por tanto, un solo grupo familiar al que pertenecerian los pri-
meros nimeros primos:

z=1+2t:3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79, ...

que estan representados por la secuencia https://oeis.org/A006005 y se conocen como hume-
ros primos "seguros" debido a su relacién con los primos fuertes. Son importantes en la cripto-
grafia debido a su uso en técnicas basadas en el logaritmo discreto como intercambio de claves
Diffie-Hellman. Si 2p+1 es un primo seguro, el grupo multiplicativo de los numeros

moduld2 p+1) tiene un subgrupo de orden primo grande.

1.5.2 Segunda generacién con ADN igual a Z = r + 4t y tres grupos familiares.

Si el cromosoma Yy =1+ 2t esigual al cromosoma X =1+ 2t, entonces el ADN es igual
a Z=r+4t, donde {1, 2,3 es un grupo que recorre todo el sistema completo de restos res-

pecto a 4t. El cromosoma zZ =1+ 4t genera un primer grupo familiar al que pertenecen los
siguientes niUmeros primos:

z=1+4t:5,13,17,29,37,41,53,61,73,89,97,101,109,113,137,149,157,...
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que recoge la secuencia https://oeis.org/A002144 y se conocen como primos pitagoricos o en-
teros de Gauss, ya que pueden ser representados como suma de dos cuadrados y forman par-

te del anillo Z[i].
El segundo grupo familiar corresponde al ADN z=2+4t, pero como
mcd(2,4)= 2# 1 este se genera a partir de Z=1+ 2t, equivalente a la primera generacion

de numeros primos, estudiada en el apartado anterior.
El tercer grupo familiar corresponde al ADN z=3+4t, y a él corresponden los si-

guientes nimeros primos:
z=3+4t:3,7,11,19,23,31,43,47,59,67,71,79,83,103,107,127,131,139,...

que estan representados por la secuencia https://oeis.org/A002145 y se conocen como primos
de Gauss, ya que no pueden ser representados como suma de dos cuadrados.

1.5.3 Tercera generacioén con ADN igual a Z= r + 6t y cinco grupos familiares.

El primer grupo familiar correspondiente a esta tercera generaciéon es Z=1+ 6t y al él
corresponden los siguientes nimeros primos:

z=1+6t:7,13,19,31,37,43,61,67,73,79,97,103,109,127,139,151,157,163,...

El segundo grupo familiar corresponde al ADN Z=2+6t, pero como
mcd(2,6)= 2# 1 los nimeros primos se generan a partirde z=1+ 3t:

z=1+3t:7,13,19,31,37,43,61,67,73,79,97,103,109,127,139,151,157,163,...

gue como pueden comprobar, es analoga al primer grupo familiar, ya que son equivalentes los
dos algebraicos z=1+6t y z=1+ 3t.

Estos primos estan recogidos en la secuencia https://oeis.org/A002476.

El tercer grupo familiar es z=3+ 6t, equivalente a z=1+ 2t que corresponde al

grupo familiar de la primera generacién, ya estudiada.
El cuarto grupo familiar es z=4+ 6t, equivalente a z=2+ 3t al que pertenecen los

siguientes niumeros primos:
z=2+3t:2,5,11,17,23,29,41,47,53,59,71,83,89,101,107,113,131,137,149,...

El quinto grupo familiar respecto a esta tercera generacién le corresponde como ADN
Zz=5+6t, y estos son los numeros que les pertenecen:

z=5+6t:2,511,17, 23,29,41,47,53,59,71,83,89,101,107,113,131,137,149,...

gue son equivalentes a los del grupo cuarto.
Estos nimeros estan recogidos en la secuencia https://oeis.org/A003627.
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1.6 En la quinta generacion, calcular el grupo familiar al que pertenece el 67.

La quinta generacion tiene como ADN z = r +10t y nueve grupos familiares.
El nimero 5 se representa como suma de dos himeros consecutivos, asi 5= 2+ 3, de

donde
67=33+33+F 2q* 3¢ yr= 54 yr cong= 13/ r=

esto nos lleva a los nimeros algebraicos X =1+2t e y=2+5t.
Dado que los coeficientes independientes son distintos, utilizando el Teorema Chino
de Restos, obtenemos

1+2u=2(mo6d.5) - 2u=1(mod5)- &3 (mods
de donde el valor de Z vendra determinado por
z=1+2(3+ &)= 7+ 1Q

luego, el nUmero 67 pertenece al séptimo grupo familiar de la quinta generacién, al que perte-
necen los siguientes nUmeros primos:

z=7+10t:7,17,37,47,67,97,107,127,137,157,167,197,227,257,277,307,...

que tiene su representacion en la secuencia https://oeis.org/A030432.
La funcién multiplicativa de este grupo familiar, viene dada por:

fAX+7)=F ()+ f (M 2,cont= 6y F 1

El resto de grupos familiares de la quinta generacion, son:

1°)z=1+1G 11,31,41,61,71,101,131,151,181,191,211,241,251,271,281,311,...
2°)z=1+ 5 111,31,41,61,71,101,131,151,181,191,211,241,251,271,281,311,...
3°)z=3+1Q 3,13,23,43,53,73,83,103,113,163,173,193,223,233,263,283,...
4°)z= 2+ 5 7,17,37,47,67,97,107,127,137,157,167,197,227,257,277,...
5°)z=1+ 2 :3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,...
6°)z= 3+ J :3,13,23,43,53,73,83,103,113,163,173,193,223,233,263,283,293,...
7°)z=7+1Q 7,17,37,47,67,97,107,127,137,157,167,197,227,257,277,307,...
8°)z= 4+ 7 :19,29,59,79,89,109,139,149,179,199,229,239,269,349,359, ...
9°)z=9+1Q 19,29,59,79,89,109,139,149,179,199,229,239,269,349,359,...

Los grupos 12 y 29 son equivalentes y tienen su representacion en la secuencia
https://oeis.org/A030430.

Los grupos 32 y 62 son equivalentes y tienen su representacion en la secuencia
https://oeis.org/A030431.

Los grupos 42y 72 son equivalentes y tienen su representacién en la secuencia
https://oeis.org/A030432.

El grupo 52 tiene su representacion en la secuencia https://oeis.org/A000040.

Los grupos 82y 92 son equivalentes y tienen su representacién en la secuencia
https://oeis.org/A030433.
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1.7 Calcular las generaciones y los grupos familiares a los que pertenece el 89.

Si tenemos en cuenta que la raiz cuadrada de 89 esta comprendida entre

10> 89> & tenemos

89=q+qg+1=4@Q)+ 5@Qr r=9QHr r,cong 9y r=

de donde y =8+ 0t.

Si X=1+2t es el cromosoma masculino y universal e y=r+wt el femenino, en
nuestro caso Yy =8+ 9t, mediante la utilizacién del Teorema Chino de Restos unificamos los
dos algebraicos 1+2u=8(Mdd.9)- 2u=7 (Méd9)—» & 8(mod9 vy, por tanto
z=1+2(8+ %A)=1H 18 - z= 1# 1€esel ADN del nimero 89.

El 89 esta implicado en nueve generaciones de nimeros. Para conocer los grupos fami-
liares o identitarios, partimos de X =1+ 2t y calculamos Yy =r +Wt, esto nos va a permitir

conocer el ADN z= g+2wt, donde g serd el grupo familiar.
El proceso es lento pero eficaz:

12 generacion: 89(M6d.1)=0, - y=0tt, - = ¥ 2

22 generacion: 89(mod.2)=1, - y=H% 2, z= % 4
32 generacion: 89(Mod.3)=2, - y= 2 3, - = 5 6
42 generacion: 89(mod.4)=1, - y= % 4, z= * €
52 generacion: 89(mod.5)=4, - y= 4 5, z= ¢ 1C
62 generacion: 89(mod.6)=5, - y=5 &, > z= 5 13
72 generacion: 89(mod.7)=5, - y=5 %, - z= 5 14
82 generacion: 89(mod.8)=1, - y=H% &, - = 9 16
92 generacion: 89(m6d.9)=8, - y= 8 &, - z= 1# 1€

Veamos las representaciones secuenciales:

z=1+2t:3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,83,89,...
no tiene registrada secuencia.

z=1+4t:5,13,17,29,37,41,53,61,73,89,97,101,109,113,137,149,...
secuencia https://oeis.org/A002144.

z=5+6t:11,17,23,29,41,47,53,59,71,83,89,101,107,113,131,137,...
secuencia https://oeis.org/A003627.

z=1+8t:17,41,73,89,97,113,137,193,233,241,257,281,313,337,353,...
secuencia https://oeis.org/A007519.

z=9+10t:19,29,59,79,89,109,139,149,179,199,229,239,269,349,359,...
secuencia https://oeis.org/A030433.

z=5+12t:5,17,29,41,53,89,101,113,137,149,173,197,233,257,269, ...
secuencia https://oeis.org/A040117.
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z=5+14t:5,19,47,61,89,103,131,173,229,257,271,313,383,397,439, ...
secuencia https://oeis.org/A045458.

z=9+16t:41,73,89,137,233, 281,313,409,457,521,569,601,617,761,...
secuencia https://oeis.org/A105126.

z=17+18 :17,53,71,89,107,179,197,233,251,269,359,431,449,467,...
secuencia https://oeis.org/A061242.

16.2. Grupos Multiplicativos Permutables

2.1 Concepto de Grupo Multiplicativo

Sean M, ay b tres nimeros enteros cualesquiera donde m=ab con a<b y
mcd(g h=1= g+ 3+ gt }, s,t0Z

Sean i,] los restos de X=i(mod g e y=i(mddb, donde mcd(x §=1vy el
mcd( y B =1.

Si los valores de X e Yy pueden ser representados por los algebraicos X =i+at e
y= j+bt, t0Z, aplicando el Teorema Chino de Restos, éstos generan otro algebraico de la
forma z=r+abt - z= r+ mique tiene como solucién z= a9 i+ =) [ méd M

Ejemplo: Generar un grupo multiplicativo a partir del nimero 67.

Como 9° > 67> & ,tomamos m= alb=8[9= 72, mcd(8,9)= 1= 8¢ 1+ 9(Ly
mcd(67,72)= 1 que representamos como Z=67+ 72t t[] Z. Este algebraico es equivalen-
te a

X=67(M0od.8) » x= 3+ 8le y=67(m6d.9) - y= 4+ 9t
por tanto
67=8(-1)4mod .72 9(1)3(mod .72 40 <
gue tiene representacién multiplicativa como
f(67)= f (40)+ f (37,
Por ejemplo, para Z=53+ 72t , como

X=5+8t

z=53+72 -
y=8+%t

podemos establecer que
53= 8 1)8Mod.72¢ 9()5(déd .72 8 <
que tiene representacién multiplicativa como

f(53)=f (8)+ f (45)

10
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En definitiva, la representacion de la funcion multiplicativa aditiva viene determinada
por

f(2)= f(X+ f(y
2.2 Concepto de Grupo Multiplicativo Permutable

Referente al supuestos anterior, si partimos de Z=67+ 72t y su desdoblamiento en
Xx=3+8t e y=4+09t, planteamos

x=8(-1)(4+ @ )=-32- 72= 40 70= 4066d .7,
y=9(1)(3+ &)= 27+ 72= 27(od .72

y, por tanto
z=(47+72)= 476d.72 )= 40M6d.72) 27(Mod.7.

con solucién para cualquier valor de t.
La representacion multiplicativa vendrd determinada por

f(47(mo6d.72))= f(40(mod.72)y f(27(mdd.72
En el caso de que z=53+ 72 ,si Xx=5+8t e y =8+ 9t, tenemos

X=8(-1)(8+ 4 )=-64- 72= 8Mod .72
y=9(1)(5+ &)= 45+ 72= 4506d .72
z=53+72= 536d.72F & 45Mdd.7:

con solucién para cualquier valor de t.
La representacion multiplicativa, resulta

f (53(mod.72))= f (8(mad.72)} f(45(mdd.72
En definitiva, un grupo multiplicativo permutable puede ser expresado como
z=(r+m(mod m= & X + B madm (b )(t+i Ht modmOt
2.3 Construccion de Grupos Multiplicativos .

Supongamos que partimos del nimero algebraico z=7+ 20t, tlJ Z, donde el coefi-
ciente dependiente de t es compuesto. Asi m=ab=20=4[b, x=i+at=3+4t e
y= j+bt=2+5. Como mcd(4,5)=1= 4 1+ 5(1) buscamos todas las parejas {i,j}
correspondientes a p, mcd(20, p)=1, @] P Estos niumeros deben estar comprendidos en-
tre m> p>h

La tabla siguiente recoge las parejas {i, J} que son coprimos con a,by m=20.

11
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1 17 |13 ] 9
31117 19

De los 6 nimeros que son coprimos con 4,5y 20, hay 5 que son primos, a saber:
7,11,13,17y1
Algunos valores de z, son

z=4(-1)2+ 53= 12+ 15 7od .2C
z=4(-1)3+ 5=8+ 5= 13(ndd.2C
z=4(-1)4+ 53B= 4 15 19Mo6d .2C

Y algunos valores permutables:

Para X=4(-1)(2+ 5)=-8- 2@= 12(dd .20
Para Y =5(1)(3+ 4 )= 15+ 20= 15(dd .2C
Para z=7(mb6d20)= »x= 12(mo6d20y¥ ¥ 15(mod2(C

por lo que
f(7(m6d.20))= f(12(m6d.20)y f (15(Mbd.20

Si tenemos en cuenta que z= p+20t, donde p es cada uno de los elementos del
grupo multiplicativo m= 20, {7,11,13,17 y 1}9 cada uno de ellos puede generar una familia

de numeros primos, por ejemplo:

z=7+20t:7,47,67,107,127,167,227,307,347,367,467,487,547,587,607, ...
estan representados por la secuencia https://oeis.org/A141882

z=11+ 20t :11,31,71,131,151,191,211,251,271,311,331,431,491,571,631,...
estan representados por la secuencia https://oeis.org/A141884

z=13+ 20t :13,53,73,113,173,193,233,293,313,353,373,433,593,613,653,...
estan representados por la secuencia https://oeis.org/A141885

z=17+ 20t :17,37,97,137,157,197,257,277,317,337,397,457,557,577,617,...
estan representados por la secuencia https://oeis.org/A141886

z=19+ 2t :19,59,79,139,179,199,239,359,379,419,439,479,499,599,619,...
estan representados por la secuencia https://oeis.org/A141887

Todas estas secuencias fueron publicadas por N.J.A. Sloane en 2008.

Neil James Alexander Sloane, es profesor de la Universidad de Melbourne y uno de los
creadores y actual presidente de OEIS (On-Line Encyclopedia of Integer Sequence).
Ver http://en.wikipedia.org/wiki/Neil Sloane
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2.4 A partirde z=11+ 40t construir un grupo multiplicativo.

Como m= ab=40=5[8, dénde mcd(5,8)=1= 5 3¢ 8(2 y mcd(11,40)=1
z=11+ 40t es un algebraico que puede generar un grupo multiplicativo.
z=11+ 40t es equivalente a Xx=1+5t e y=3+8t, y esto es asi porque, utilizando

el Teorema Chino de Restos, tenemos
1+ 51 = 3(M06d.8) - 5u=2 (Mod8)-» &2 (modd
gue genera nuevamente el valor de Z
z=1+52+ &)= 1% 40 - z= 1% 4€
Calculamos los distintos valores:

x = 5(-3)(3)= 35M6d.40
y =8(2)(1)= 16(M6d.40
z=11(mod.40F 35(od .40} 1666d .4

esto nos genera, para f(z)= f(X)+ f(y)
f(11)=f (35Mo6d40)H+ f (16M6d40)F 3% 16 51 1xhod 4
o, también
f (11(mdd.40))= f (35(mod40)y f (16(mod40
En cuanto a los valores multiplicativos permutables:

x=5(-3)(3+ 8)=-15(3 8 E 3506d .4C
y=8(2)(1+ 3 )= 16(% 5 E16 (od .40
z=35(m6d40%+ 16(mod.40E 3% 16 11Mod.4

gue podemos escribir como

z=11(m6d40)= 35(m6d.40¥ 16(m6d.403 36 15 11Mod.4

La tabla siguiente recoge las parejas {i, J} que son coprimos con M=40, es

i/il1]3]s5]7
1 11 |21 31
2 [17 27|37

3 |33 13 | 23
4 19 | 29 | 39

De los 12 numeros que son coprimos con 5,8 y 40, hay 8 que son primos, a saber:

11,13,17,19,23,29,31y .

13
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Mediante el algebraico z= p+40t, para p {11,13,17,19,23, 29,31 y?? encon-

tramos las siguientes familias de nimeros primos:

z=11+ 40t :11,131,211,251,331,491,571,691,811,971,1051,1091,1171,1291,...
ver https://oeis.org/A142187

z=13+ 40t :13,53,173,293,373,613,653,733,773,853,1013,1093,1213,1373, ...
ver https://oeis.org/A142188.

z=17+4( :17,97,137,257,337,457,577,617,857,937,977,1097,1217,1297,...
ver https://oeis.org/A142189.

z=19+ 40t :19,59,139,179,379,419,499,619,659,739,859,1019,1259,1459, ...
ver https://oeis.org/A142190.

z=23+ 40t :23,103,223,263,383,463,503,743,823,863,983,1063,1103,1223,...
ver https://oeis.org/A142192.

z=29+ 40t :29,109,149,229,269,349,389,509,709,829,1069,1109,1229, 1429, ...
ver https://oeis.org/A142194.

z=31+ 40t :31,71,151,191,271,311,431,631,751,911,991,1031,1151,1231,...
ver https://oeis.org/A142195.

z=37+4( :37,157,197,277,317,397,557,677,757,797,877,997,1117,1237, ...
ver https://oeis.org/A142197.

Todas estas secuencias fueron publicadas por N.J.A. Sloane en 2008.
2.5 A partirde z=13+ 72 construir en grupo multiplicativo.

El algebraico z=13+ 72t genera Xx=5+8t e y=4+9t, donde m=ab=72=8[D
y mcd(8,9)=1= 8¢ 1+ 9(1)

La tabla siguiente recoge las parejas {i, J} que son coprimos con m=72,

1 2 4 5 7 8
65 |49 | 41 | 25 | 17
19 | 11 | 67 | 59 | 43 | 35
37 129 | 13 61 | 53
55147 31|23 71

=

N|n|w(k-

De los 21 nimeros que son coprimos con 8,9y 72, hay 16 que son primos, a saber:
11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71
Algunos valores de z, son

z=8(-1)4+95=40+45=13(m0od.72)
z=8(-1)1+9%=64+45=37(mbd 72)
z=8(-1)7+9H=16+45=61(mbd72)

14
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Todos estos resultados tienen su representacion como funciones multiplicativas aditi-
vas.

Como en el algebraico Z=r+72t, r recorre el sistema completo de restos respecto
a 72, {1,3,5,...,72— }1 se generan familias de nimeros primos cuando I' toma alguno de
los siguientes valores: 11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71. Asi, para

z=11+ 72t :83,227,443,587,659,947,1019,1091,1163,1307,1451,1523,1667,1811,...
z=13+ 72t :13,157,229,373,661,733,877,1021,1093,1237,1381,1453,1597,1669, ...
z=17+ 72t :17,89,233,449,521,593,809,881,953,1097,1601,1889,2393,2609,...
z=19+ 72t :19,163,307,379,523,739,811,883,1171,1459,1531,1747,2179,2251,...
z=23+ 72t :23,167,239,311,383,599,743,887,1031,1103,1319,1607,1823,2039, ..
z=29+ 72t :29,101,173,317,389,461,677,821,1109,1181,1613,1901,1973,2333,...
z=31+ 72t :31,103,463,607,751,823,967,1039,1327,1399,1471,1543,1759,1831,...
z=37+ 72t :37,109,181,397,541,613,757,829,1117,1549,1621,1693,2053,2269,...
z=41+ 72 :41,113,257,401,617,761,977,1049,1193,1409,1481,1553,1697,1913,...
z=43+ 72t :43,331,547,619,691,907,1051,1123,1483,1627,1699,1987,2131,...
Z=47+ 72t 47,191,263,479,839,911,983,1487,1559,1847,2063,2207,2351,2423,..
z=53+ 72 :53,197,269,557,701,773,1061,1277,1493,1637,1709,1997,20609, ...
z=59+ 72t :59,131,347,419,491,563,1283,1427,1499,1571,1787,1931,2003,...
z=61+ 72t :61,277,349,421,709, 853,997,1069,1213,1429,1789,1861,1933,2221,...
Z=67+ 72 167,139,211,283,499,571,643,787,859,1291,1579,1723,1867,2011,...
z=71+ 72t :71,359,431,503,647,719,863,1151,1223,1367,1439,1511,1583,1871,..

Ninguna de estas familias de nimeros primos encuentra respuesta en el registro de
secuencias OEIS.

2.6 Calcular, si lo tiene, el grupo multiplicativo para m=28.

El valor de m= ab se puede expresar como m=28= 2[14= 417 En el caso de
28=2[14, como el mcd(2,14)= 2# 1 no existe grupo multiplicativo. En cuanto a

28=4[1, como el mcd(4,7)=1= 4(2% 7€ 1) se puede generar grupo multiplicativo con
elementos P que sean coprimos con 4,7 y 28, esto es mcd(28, p)= 1. Dichos elementos
estaran comprendidos entre m> p> [y segun la siguiente tabla:

i/j| 1 2 3 4 5 6
1 9 |17 | 25| 5 | 13
3 115 23 11 | 19 | 27

Hay 10 nuimeros que son coprimos con 4,7 y 28, de los que 6 son primos:
5,11,13,17,19y 23
Dando valoresa I en Z=r+ 28, obtenemos las siguientes familias de primos:

z=5+ 28t :5,61,89,173,229,257,313,397,509,593,677,733,761,929,1013,1069, ...
ver https://oeis.org/A141967

z=9+ 28t :37,149,233,317,373,401,457,541,569,653,709,821,877,1129,1213,...
ver https://oeis.org/A141968
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z=11+28& :11,67,151,179,263,347,431,487,571,599,683,739,823,907,991,...
ver https://oeis.org/A141969

z=13+ 28 :13,41,97,181,293,349,433,461,601,769,797,853,881,937,1021,...
ver https://oeis.org/A141970

z=15+ 28 :43,71,127,211,239,379,463,491,547,631,659,743,827,883,911,...
ver https://oeis.org/A141971

z=17+ 28& :17,73,101,157,241,269,353,409,521,577,661,773,829,857,941,...
ver https://oeis.org/A141972

z=19+ 28 :19,47,103,131,271,383,439,467,523,607,691,719,859,887,971,...
ver https://oeis.org/A141973

z2=23+ 28 :23,79,107,163,191,331,359,443,499,751,863,919,947,1031,1087,...
ver https://oeis.org/A141974

7 =25+ 28& :53,109,137,193,277,389,557,613,641,809,977,1033,1061,1117,...
ver https://oeis.org/A141975

z2=27+ 28 :83,139,167,223,251,307,419,503,587,643,727,811,839,1063,1091,...
ver https://oeis.org/A141976

Todas estas secuencias fueron publicadas por N.J.A. Sloane en 2008.
Para z=11+ 28, x=3+4t e y =4+ Tt, calculamos el grupo multiplicativo de la
forma siguiente:

Xx=4(2)(4)= 32= 4Mbd.28)» x=4(2)(4+7tE 3Z 4Mmdd.2¢
y=7(-)()=-21= 7Mdéd.28)- y= H 1)(3 4F- A 28 Tod .2
z=4+7=11(m06d.28

El grupo multiplicativo aditivo podemos expresarlo como:
f (11(mo6d.28))= f (4(mdd.28)} f(7(mod.28]
o lo que es los mismo:
fAY)="14)+ 1 (7)
2.7 A partirde z=89+ 9(x, crear un grupo multiplicativo.
Sea 90=m= ab= 9[10 donde mcd(9,10)= 1= 9¢ 1} 10(1) que permite crear un
grupo multiplicativo.

Los valores de X e Y se determinan

x=89(M6d.9)= 8- x= 8 9le y=89(M6d.10)= 9— y= 9 10

16
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Los valores de las variables vendran determinados por:

x=8+0t = 9 1)(9)= - 8 9M4d .90
y=9+10t= 10(1)(8 80Mdd .9C
z=89+ 90t= 9(M6d.90) 80(MGd.90F 89MGd.9!

La funcién multiplicativa resulta:
f (89(M6d.90))= f (9(MG.90)F f (80(M6d.90
Los valores de las variables, también pueden ser determinados como:

X=8+0t= 9 1)(9+ 10 = - 8E 9N6d .9
y=9+10t=10(1)(8 9 £ 80Hdd .9
z=89+ 90t= 9(M6d.90) 80(MGd.90F 89MGd.9!

que tiene la misma representacién multiplicativa para cualquier valor de t.
La tabla siguiente recoge las parejas {i, J} que son coprimos a,by m=90.

1 3 7 9
73 137 |19
11 | 83 |47 | 29
31|13 |67 |49
41 | 23 | 77 | 59
61 | 43 79
71 | 53|17 | 89

=

O |(IN[N[(BIN|F-

De los 22 numeros que son coprimos con 9,10y 90, hay 20 que son primos, a saber:
11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83 y 89

3. Grupos Monovariables Modulares

3.1 Transformaciones lineales sobre los anillos Zp..

Supongamos, que a partir del nimero 67, transformamos el sistema 5x+ 6y = 67

perteneciente al anillo Z; al anillo Z,;.La solucién del sistema resulta:
5x=67(Mbd.6)—» 5x=1(mbéd6)-» x5 (mbde

que en forma algebraica denotamos como X =5+ 6t. Ahora, por sustitucién, calculamos la
otra variable:

7-5t

y=87-5(+8)_ 42 30_
6 6

por lo que, la solucidn al sistema es 67=5(5+ @ + 6(7~ 5 )t0Z con tantas soluciones
como valores se asignen a t.

17
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El nimero 67 también puede ser representado como
67=5@q)+ 6(Q)tr=11 ) L,cong= 6- = % 1:

Para la transformacién al anillo Z,;, como W= a+ b=6+7=13,resulta
67=6Q)+ 7Q)+r=13g ¢ 2,cong= 5- =z= 2 1

Los valores de X e Y se obtienen a partir de las soluciones del sistema anterior. Asi,
X =5+ 6t, ya que sus coeficientes son enteros y menores a 13. Para Y =7 — 5t, como uno de
los coeficientes es negativo, tomamos su inverso respecto a 13 y resulta y =7 + 8t.

Ahora estamos en disposicion del calcular los valores del grupo.

X=5+6t=5(5+ @)= 12+ 4 (n6d .13
y=7+8=6(7+ 8 )= 3+ 9 M6d.13
z=2+13t=12+ 4 (M6d.13y 3 A M6d.13} (12 49 @ & 20od .1

y la representacién en el grupo multiplicativo:

f(2+13)=f ((12+ 4 )(nod .13 f ((3 9 )(n6d .13
ver http://hojamat.es/parra/sistelin.pdf.

En esta exposicidon descubrimos dos secuencias:

z=1+11t:23,67,89,199,331,353,397,419,463,617,661,683,727,859,881,947,...
registrada como https://oeis.org/A141849.

z=2+13t:3,29,107,211,263,367,419,523,601,653,757,809,887,991,1069,1277,...
registrada como https://oeis.org/A100202.

3.2 Solucidén de una cuadratica monovariable

Supongamos 3x% + 4x+ 3= 0. Esta ecuacién tiene como solucién dos raices comple-

jas conjugadas X = (-2 NE )/S,D C.. Por el Criterio de Euler a®™?=1(mdd p), aplicado a

407012 =

nuestro caso —3=4(m0bd.7) donde 4 es resto cuadrético respecto al médulo 7 vy,

por tanto, los sistemas son equivalentes y transformables.
ver http://hojamat.es/parra/raizprim.pdf.

La ecuacion 3X* + 4x+ 3= 0(MOd.7) equivalente a 3x* + 4x= 4(MAd.7). tiene co-

mo soluciones X, =3+ 7t y X, =5+ 7t. Cada una de estas soluciones tiene, como represen-

tacion de la ecuacion:
3(m6d.7)- 4= 3(+ AAj= MOd.7¢ 42 AF MOA. A

que tendra tantas soluciones como valores se le asignen a t.
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3.3 Transformacion de una cuadratica monovariable

A partir de la forma ax’ + bx+ c=0( mAd P, si tenemos en cuenta que para cual-
quier numero primo impar p, P=3, p=a(@+h g+ r=wqg+ ry w=a+h podemos
establecer qué ax’ + bx+ ¢=0( mod W, y por tanto

a(x)’+h( X+ c=0(mdd

que tendra solucién si, y sélo si C es resto cuadratico respecto a W.

Ejemplo: 7X° + 8x+ 6= 0(M6d.15 tiene como solucién X =4,7,9,12(mod15). Pe-
ro, si tenemos en cuenta que el mddulo es compuesto, 15= 3[b, cada uno de estos nimeros
generara sus propias soluciones, a saber.

7X° +8x+ 6= 0(M0d.3, se simplifica como X° +2x = 0(MAd.3) que tiene como so-
luciones X = 0,1(Mod.3)

7X° +8x+ 6= 0(MOd.5 se simplificacomo 2X* + 3x+ 1= 0(MAd.5, que tiene como
soluciones X = 2,4(mabd>5).

Si utilizamos el Teorema Chino de Restos, encontraremos las soluciones respecto al
modulo 15.

ver http://hojamat.es/parra/modular.pdf.
Si tomamos z=7+15t, tenemos para X=1+3t e y =2+ 5t. Soluciones que pue-

den comprobar por el desarrollo anterior. Si m= ab=3[5 y mcd(3,5)= 1= 3(2}+ 5¢ 1)
esto nos permite crear un grupo multiplicativo.

x=1+3t=3(2)(2+ 5 )= 12(6d .15
y=2+5(=5(1)(1+ 3 = 10(n6d .1E
z=7+15t=12+ 10= 2Z 7(od .1¢

La representacidon multiplicativa de este grupo, es
f(7+1%)=f (126d.15))F f (LOMGd .15

z=7+15t:7,37,67,97,127,157,277,307,337,367,397,457,487,547,577,607,727,...
secuencia registrada como https://oeis.org/A132231.

3.4 Resolver 5x° + 6x+ 1= 0(Mod.11)

Resolvemos 5x° + 6x+ 1= 0(M0Od.11) que es equivalente a 5x* + 6x=10(mA6d.11
y tiene como soluciones X =2,10(Mdd.11) La representacion algebraica de estos resultados

es X, =2+11 y X, =10+ 1X por tanto:

5(2+11}+ 6(2 10 ) 1066d .1
5(10+ 11} + 6(16- 1L ¥ 1066d .1

Los grupos multiplicativos, resultan para z=2+11t :
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Xx=9+11 = 5(2+ 11 § =603°+220+ 20=9 od 11)
y=1+11t=6(2+ 11 E 66+ 1Z 10Hod .1
z=10+11t= 9 1=10 (mdd.11

de donde f (10+11)=f (5(2+ 113 Wndd .11)y f (6(2 1t )pod .11
Y para z=10+11 :

Xx=5+11=5(10+ 1t)°= 606 + 1106 H0=5(mod1l)
y=5+11= 6(10+ 11 E66t+60=5 dd .11
z=10+11= 5+ 5210 mod.11

de donde
f(10+11)=f (5(10F 163 hod .11} f (6(18 11 )6d .1
Estos dos algebraicos generan los siguientes grupos familiares de nimeros primos:

X = 2+11t :2,13,79,101,167,211,233,277,409,431,541,563,607,673,739,761,...
secuencia registrada https://oeis.org/A090187.

X, =10+11 :43,109,131,197,241,263,307,373,439,461,571,593,659,769,857, ...
secuencia registrada https://oeis.org/A141857.

3.5 Resolver 6x° + 7x+ 3=0(m06d.31)

La solucién de 6x% + 7x+ 3= 0, utilizando el programa Méaxima* , resulta ser

X_—?J_r\/Z%i
12

dos raices conjugadas e imaginarias.
La solucién de 6X° + 7x=28(m0Od31), es x=11, 24(Mm06d.31 que algebraicamente
podemos representar como X, =11+ 31 y X, =24+ 31.

Para el algebraico X, =11+ 31, los grupos multiplicativos resultan:
z=28+31= 6(1% 313+ 7(1* 31328 mdd .3
de donde

Xx=13+3% = 6(1H# 31 =576@° + 4092+ 726= 13ndd .B)
y=15+31= 7(1% 3L F 21+ 7% 18(d .3
z=28+31= 6(24 313+ 7(24 31328 mdd .3

y la multiplicativa f(28+ 31 )= f (6(24+ 3.3 in6d .31 f (7(24 31 od .31
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Para el algebraico X, = 24+ 31, los grupos multiplicativos resultan:

6(24+ 31§+ 7(24 3y 30 raod .3:
de donde

x=15+ 31 = 6(24 3t)° = 576>+8928+ 3&66=15mod3])
y=13+3%= 7(24 30k 217+ 16813 nfod .3
z=28+31= (15 3t} (13 30F 2806d .3

y la multiplicativa f(28+ 31 )= f ((15+ 3f )nod .31y f ((183 31 )yhod .31

Aqui se generan las siguientes secuencias de nUmeros primos:

y =13+ 31 :13,137,199,509,571,757,881,1129,1439,1811,1873,1997,2617,...
registrada como https://oeis.org/A142017.

X =15+ 31 :139, 263,449,821,883,1069,1193,1627,1999,2309,2371,2557,...
registrada como https://oeis.org/A142019.

z=28+ 31 59,307,431,617,1051,1237,1361,1423,1609,1733,2477,2539,2663,...
registrada como https://oeis.org/A142032.

El nimero 31, en funcién de 13, podemos representarlo como:

31=6(Q)+ 7Q)tr=13g r 5,cong= 2 = 5 1:
Como Z=5+13t genera una familia de nimeros primos, tales que:
z=5+13t5,31,83,109,239,317,421,499,577,733,811,863,941,967,1019,1097,...

registrada como https://oeis.org/A102732, en cuya secuencia se encuentra el nimero 31, po-
demos establecer que, para Z=5+13t:

x=11+13= 6(1% 183=1014°+1716+ 7B5=11 fod .3)
y=12+13= 7(1% 18 9+ 7% 1R6d .1
z=10+13= 6(1H 183+ 7(1t 13310 mod .1

y la funcién multiplicativa f(10+13)=f (6(1% 183 fod .13)) f (7(14 13 od .13
Dejamos el resto de funciones multiplicativas en manos del lector.

* descargar gratis http://descargar.portalprogramas.com/Maxima.html.
Secuencias generadas por los siguientes algebraicos:

z=10+13 :23,101,127,179,257,283,439,491,569,647,673,751,829,881,907,1063,...
secuencia registrada como https://oeis.org/A140375.

x=11+13 :11,37,89,167,193,271,349,401,479,557,661,739,947,1051,1103,1129,...
secuencia registrada como https://oeis.org/A140373.
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y=12+13 :103,181,233,311,337,389,467,571,701,727,857,883,1013,1039,1091,...
secuencia registrada como https://oeis.org/A141859.

3.6 Resolver 5x° +13x+ 1=0(mA6d.17 )

La ecuacién 5x2 + 13x + 1 = 0(méd. 17?) tendrd solucién si y sélo si la tiene:
5x2+4 13x + 1 = 0(mb6d. 17)

Para 5x2 + 13x + 1 = 0(mdéd. 17) las soluciones son:
xq =3+17tyx, =8+ 17t

Los valores de estas raices, para la ecuacidn y su derivada, son:

fiy= 85
fo=5x"+13x+1
) fiy =425

f9=43

fa=10x+13{"
y (x) f(g):93

Aplicando estos valores a la ecuacion f(x)+ f'(x)-p-t, =0(mdd.p"), resulta:

85-+43-17t =0(mdd.17%)

que dividido por 17 obtenemos 5443t =0(mdd.17).
Despejando t, t =7(mdd.17) resulta para X:

x=3+17(7+17t)=122+17¢t’
Ahora
42549317t =0(mdd.17%)

que divido por 17, 25493t =0(mdd.17).
Despejando t, t =16(mdd.17). Luego para x resulta:

x=8+17(16 +17t)=280+17¢t’
Las soluciones a la ecuacion propuesta, son
x=122,280(mdd.17°)

ver http://hojamat.es/parra/cuadraticas.pdf.
Para 5x° +13x+ 1=0(m06d.17) equivalente a 5x* +13x=16(mAd.17). los valores
de las variables, son:

X=3+17t=5(3+ 17 j= 11nod .17
y=3+17t=13(3+ 17 E5 (od .17
z=16+17t= 1% 5 16M0d .17
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por lo que la funcién multiplicativa viene determinada por

f (16(M6d.17))= f(L1M6d.17)y f (5mMod.17

Para 5X* +13x+ 1=0(mAd.17 | equivalente a 5x° +13x=288(m06d.17 ) los va-

lores de las variables, son:

x =280+ 17t= 5(3 17t j= 116006d .17
y=280+17t= 13(286 1%t ¥172 rod .17
z=288+17t= 116 172 28806d .17

por lo que la funcién multiplicativa viene determinada por
f(288Mod.17 )= f (116M6d.17 ) f (172dd .£7

16.4. Grupos Multivariables Modulares

4.1 Transformacion de una cuadratica multivariable

Sea una ecuaciéon monovariable cuadratica ax + bx= G que tiene solucidén. Sea una
ecuacién multivariable @¢ + by: C Estas dos ecuaciones serdn equivalentes si, y sélo si, C es

resto cuadratico de ax® respecto al médulo b
ver http://hojamat.es/parra/cuadraticas.pdf.

4.2 Resolver 6x° + 7y=3(mod13).
La solucién sobre el anillo z,, o modular, es la siguiente:

x=0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,186d .1
y=6,7,10,2,9,5,3,3,5,9,2,10, 7(m6d 13)

Generalmente los valores de la variable X recorren todo el sistema completo de restos
respecto al mddulo 13. Los valores de Y se obtienen por sustitucion. Por ejemplo, para la pa-

reja Xx=3+13 e y=2+13, planteamos:

68 + 7y =54+ =2+ K= 3Mdd.13> 7AE 1M06d.13) ¥2 (mod.1
Para los valores de las variables:

x=3+13 = 6(3+ 18)> = 2(mdd.13)
y=2+1%=7(2+ 13 E 1n6d .13
z=3+13t= 6(3+ 135+ 7(2 1B¥1+2= 3pod .1

En general, la funcidon multiplicativa vendra determinada por:
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f(3+13)=f (6(3+ 18 Mmod .13)y f (7(2 18 )Ynod .13
La solucién algebraica de la funcién multivariable 6x° + 7y = 3resultan

X =2+7t, X,=5+ tey =3+24t+ 42% | y,= 4 60+ 4¢
ver http://hojamat.es/parra/raizprim.pdf.

Para los valores de las variables:

X=6(2+7t)* =294* + 168 + 24
y=7(3+ 24+ 42° =294°+ 168+ 2:
z=(294° +168+ 24y (2% + 168 2B 24 21

y la funciéon multiplicativa vendra determina por
f(3+7t)=f(6(2+ TY W+ f (7€ (3+ 24+ 4R))
Dejamos al lector la comprobacidn de las doce soluciones restantes de este sistema.
4.3 Resolver 8X° +9y=11(mo6d17),
Algunas de las soluciones de este sistema son:

X
y

3 4 5 6 7 8 9 .. (modl7)
7 3 1 1 (m6d17)

x =4+0t, y, = 13+ 64+ 7P
X, =5+0t, y, = 21+ 8Q+ 7%

Para X=3+17t e y=14+ 17, tenemos:

x=3+17t=8(3+ 17 5= 4nod .17
y=14+17%t= 9(14 1T ¥ 7if16d .17
z=11+17t= 4+ 7= 11n6d .17

de donde la funcién multiplicativa viene determinada por
f(11(M6d17))= f (4mod.17)F f(7(m6d.17)

Para X, =4+t e y, =13+ 64+ 72° tenemos:

X=4+9t=8(4+ 3§ = 2mod.9
y=13+ 64+ 72° = 9(13 66+ 72)= OGOd .¢
z=11+9t= 2+ 0= 2(M6d.9
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y la funciéon multiplicativa la expresamos como

f(2(m6d.9))= f(2(mbéd9)+ f(0(mod9)
4.4 Resolver 7x° +10y=438(mod.31)

El sistema planteado es equivalente a 7x° +10y = 4(mdd.31) que tendré solucién
algebraica si y sélo si, 4 es resto cuadratico respecto al médulo 10. Y es cierto, ya que dicho
sistema viene determinado por el grupo {1,4,9,6,5,6,9, 4,1} donde uno de los elementos es
el 4. La solucién algebraica es, por tanto:

X =2+10t e y, =41+ 28+ 70°
X, =8+10t e y, =1+112+ 702

Los valores de las variables son:

x=2+10t= 7(2+ 1@ § =8 (ndd .10
y=41+ 28+ 70° = 10(4* 28+ #0)= 0fod .!
z=438+10= 8 0=8 Mdd.10

y la funcién multiplicativa:

f(8(m6d.10))= f(8(mod.10) f(0(MAd.10)

Observen que el valor de Yy se produce por sustitucién, por tanto su valor modular es

cero, ya que es producto del propio médulo.

En cuanto a la solucién modular, si tenemos en cuenta que los valores de X recorren
todo el sistema completo de restos respectos al médulo 31, obtendremos 31 soluciones pro-
bables. Por ejemplo, la Gltima X =30+ 3% e Yy =9+ 31 nos proporciona:

x=30+31= 7(30+ 3L3= 7ifhod .3
y=9+31 =109 31 )28 M6d .31
2=438+ 31= 7+ 284 (od .31

y la funciéon multiplicativa:
f (4(m6d.32))= f(7(m6d31)y f(28(mbd.31)
4.5 Resolver 5x° +17y=31(m06d.77)

Este sistema tendra solucidn si y sdlo si lo tiene con los médulos 7 y 11. Y dado que la
tiene en ambos casos, el sistema tiene 76 soluciones para X, que recorren todo el sistema

completo de restos respecto al médulo 77, esto es {0,1, 2,3,...,73,74,75, 7—7} it
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Para X=23+ 77 e y =41+ 7%, obtenemos los siguientes valores de las variables:

X=23+ 7= 5(23 773)=27 (od .77
y=41+ 7= 17(4% 77 ¥4 od .77
z=31+77t= 27 431 M6d.77

y la funcién multiplicativa:
f(31M6d.77))= f(27(M6d.77)¥ f(4M6d.77

Si tenemos en cuenta que X =23+ 77t es equivalente a X, =2+ 7t, X,=1+ 11 e
y =41+ 77 esequivalentea y, =6+ 7t, y, = 8+ 11 tenemos:

X=23+7t=5(2+ T §=6 Mod.7
y=41+7t=17(6+ T )E4 (Mod.7
z=31+7t= 6+ 4=3 (Mbd.7

y la funcién multiplicativa:
f(3(Mbd.7))= f(6(Méd7)+ f(4(mod7).

Dejamos en manos del lector la busqueda de nuevas soluciones en los distintos niveles
de este sistema multivariable.

16.5. Grupos Multidimensionales Modulares

5.1 Transformacion de una cuadratica multidimensional

Sea una ecuacién monovariable cuadratica ax’ + bx= ¢ que tiene solucién. Sea una
ecuacién multivariable axt + by= C Estas dos ecuaciones seran equivalentes si, y sélo si, C es

resto cuadratico de ax’ respecto al médulo b

545+ 4R -5:/33
2 2
dos raices reales. La ecuacién X° +5Yy = 2 tendra solucion si, y sdlo si, 2 es resto cuadratico

Supongamos X +5X=2, que tiene como solucién X=

respecto al médulo 5. Por el Criterio de Euler a®™'?=1(méd p), aplicado a nuestro caso

20702 2 34 1(Mdd.5), 2 no es resto cuadratico respecto al médulo 5y, por tanto, los siste-

mas no son equivalentes ni transformables.

5.2 A partir de la ecuacién 5x° +11x = 3 crear, si es posible, un sistema multidimensional.

~11+ /1% - 405¢ 3) -11++/181

20 10

La solucién a 5x* +11x— 3= Ces x= , dos raices

reales.
Para 5x% +11x— 3= 0, como 3 V2= 1(mA6d.11), la ecuacién es transformable en el

sistema multivariable 5x° +11y= 3,
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Para la ecuacién 5x* +11x= 3. Transformamos a una modular 5x* +11x=23 (m6d.11)
qgue simplificada podemos escribir como X =5(mod11). Esta ecuacidn tiene dos soluciones,
X, =4+11ty x,= 7+ 1X Por otra parte, la funcion Euler ¢(11)=11- 1= 10 soluciones que
modifican los exponentes y que escribimos como ¢ =2+10sy e = 1 105 Por todo lo ex-
puesto, la ecuaciéon 5x° +11x= 3(M6d.11 se transforma en un sistema con infinitas solucio-
nes mediante la modificacidn de los pardametros € y t que podemos escribir como:

f(x)=5x* +11x*> E3(méd11){xl =4+11 {el: 2+ 10s

x,=7+11 |e =1+ 105

Para la ecuacién 5x% +11x = 3. Transformamos en 5xX° +11y=3, una ecuacién multi-
variable.

Despejamos x en funcidn de y:
Sea 5x*+11ly=3 que escribimos como 5x*=3(mdd11). Simplificada resulta

x* =5(m0od11) que sabemos tiene como solucidn x, =4+11t y x, = 7+ 11

Despejamos y en funcion de x:

En la ecuacién 5x°+11y=3, sustituyendo los valores de X, obtenemos

5(4+11Y+ 1y =3y 5(7+11f + 1y=3 Ahora, despejamos y en cada una de las ecuacio-
nes:

_—3+5(4+11f -3 5(16 88+ 121 )

: 7+ 4Q + 552
11 11
- 3+ 5(171+ 11§ _ =3 5(4911% 121 ;22+ 70 + 55

Por la funcién Euler sabemos que ¢(11)=11-1= 10 con ¢ =2+10sye= H 105

por tanto, la ecuacién 5x° +11y=3 puede ser transformada en el siguiente sistema multidi-
mensional:

=4+11 = 2 =2+ 108
f(xy)=5% +11y*> =3 (médll){xl y,= 7+40+ 53 {q

X, =7+11 y, =22+ 70+ 55 | =1+ 105

Las soluciones paramétricas de las variables para este sistema podemos representarlas
como:

f(x,y)=5(4+1%¥ + 11¢ (& 40+5 B))=3
f(x,y)=5(7+1% Y+ 11¢ (22 70+5 8))=3

que seran tantas como valores se le asignen a t.
Las soluciones paramétricas exponenciales podemos representarlas como:

f(x,y)=5x +11y* =3 (mod1l)
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que seran tantas como valores se le asignen a € y a €,, indistintamente. Por ejemplo, el sis-

tema 5x* +11y*' =3 (MAd.11) es equivalente a 5x* +11y =3 (MAd.11) En ambos casos la
soluciones X, =4+11t y X, = 7+ 11 para x.

5.3 A partir de la ecuacién 4x° + 17y+ 12= QO crear, si es posible, un sistema multidimen-

sional sobre el anillo Z,,.

La ecuacién 4x°+17y+ 12= ( es equivalente a 4x° +17y= 11(mdd.23 sobre el
anillo Z,,.

La solucidn de esta ecuacién no plantea ningun tipo de dificultad, ya que los valores de
X seran todos aquellos que conformen el sistema completo de restos, desde el 0 hasta el 22.
En cuanto a los valores de Y, en funcién de los de X se pueden obtener facilmente.

Supongamos que X =13+ 23 e Yy =15+ 23 es una de las soluciones del sistema. Los
valores de las variables vendran determinados por:

x=13+ 23 = 4(13 283=9 (Mod .27
y=15+23 = 17(15 28 ¥ 2 16d .2z
z=11+23= 9% 2=11 Mod.23

y la funcién multiplicativa:
f(11(m6d.23))= f(9(MG6d.23)} f(2(m6d.23

Por la funcion Euler ¢(23)= 23— 1= 22 se modifican los exponentes de X e Y, res-
pectivamente, en g =2+ 22sy g = ¥ 22X Por tanto, la funciéon multidimensional generada
podemos representarla como :

13+ 23 (e =2+22
f(x,y):4><“"’l+17y92511(m()d23){x * {el S

y=15+23 | =1+22s
asi, 4x* +17y® = 11(M06d.23 tiene las mismas soluciones que 4x° +17y= 11(Mo6d.23)

Xx=13+ 23 = 4(13 28% =9 nod .2¢
y=15+23=17(15% 28% =2 fod .2
z=11+ 23 = 9+ 2=11 6d.23

54 A partir de la ecuacién 6x°%° + 7y33 = 13 crear, si es posible, un sistema multidimensio-

nal sobre el anillo Z,.

La funcién de Euler ¢(51)= 51( (7 3)(1p 17))= 3 por lo que los exponentes de X e

y vendran determinados por € =2+32sy g = 1 32X respectivamente. Asi, los exponentes
indicados se forman como g =2+ 32[P= 66y ¢= * 32% 3

Una de las muchas soluciones es X =37+ 51 e y =16+ 51X que generan los siguien-
tes valores para las variables:
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x=37+51= 6(3% 51% =3 fnod .51
y=16+51= 7(16+ 51% =10 nodd .51
z=13+51t= 2+ 1013 Mbd.51

Pero el mddulo se factoriza como 51= 3[17. luego la solucién anterior podemos es-
cribirlacomo X=1+3t, x=3+1%te y=1+3t, y= 16+ 1%

Calculamos los valores de las variables:

X=3+17t=6(3+ 1T §=3 Mmod .17
y=16+17= 7(16+ 17 ¥10 fnod .17
z=13+17t= 3+ 10=13 Mo6d.17

En este caso, los exponentes parametrizados serian  =2+16sy g = 1 165

5.5 A partir de la ecuacién 11x° + 12y2 = 1Ccrear, si es posible, un sistema multidimen-

sional sobre el anillo Z232'

Escribimos la ecuacién como 11x°* +12y” = 19n6d.23 y tomamos la dltima solu-

cién que resulta ser Xx=523+ 23t e y =288+ 23t Ahora calculamos los valores de las va-
riables:

x=523+ 23t=11(523 23 = 26946d .23
y=288+23t= 12(288 23 )= 279fod .23
z=19+23t= 269 27% 190od .23

que genera la siguiente funcion multiplicativa:
f (19(M6d.23 ))= f(269Mod.23 )y f (279od .23

Por la funcion de Euler ¢(23° )= 23(23- 1= 50€ lo que nos permite paremetrizar
los exponentes como € =3+506s y g = 2 508y obtener los sistemas multidimensionales:

=17+23 (g =3+22
f(x,y):llxbl+12;f>519(méd.23){x ¥ {el s

y=12+23 |e,=2+22s

f(xy) =118 +12y* =19 (M6d.23 ){’“523* 23t {el =3+506s

y =288+ 23t |e, =2+506s

Dejamos en manos del lector buscar algunas de las muchas soluciones que plantean
estos sistemas.
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