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13. FACTORIZACION GAUSSIANA Y CUERPOS CUADRATICOS

13.1 Teoria de los nimeros algebraicos

1.1 Teoria de los numeros algebraicos.

La teoria algebraica de los nimeros es la rama de la teoria de los nimeros en la cual el concep-
to de nimero se expande a los nimeros algebraicos, los cuales son las raices de los polinomios
con coeficiente racional.

Un campo de nimeros algebraicos es una extension finita, algebraica, del campo de los nime-
ros racionales. El anillo de enteros de un campo de nimeros algebraicos es la cerrazén de los
enteros en dicho campo, es decir, el subconjunto del campo que consiste en los elementos que
son raices de polinomios con coeficientes enteros.

Se puede ver, y tratar, a un campo de numeros algebraicos como un analogo de los racionales,
y a su anillo de enteros como andlogo de sus enteros, ahora bien, la analogia no es perfecta:
algunas de las propiedades familiares de los racionales y los enteros no se conservan, por
ejemplo la factorizacidn unica.

Los campos de numeros algebraicos, asi como los campos de funciones, son llamados campos
globales. Gran parte de la teoria se puede desarrollar de manera paralela para ambos tipos de
objetos. La localizacién consiste en el pasaje de un campo global a un campo local: en el caso
de los campos de funciones, este procedimiento consiste simplemente en dirigir la mirada a un
punto en particular de la superficie o variedad estudiada, y concentrarse en cémo las funcio-
nes se comportan en su vecindad inmediata.

1.2 Anillos y cuerpos.

Un anillo es una terna (A,+,:) enla que A eselconjuntoy +, - son las leyes internas en A, de
modo que se cumplan las siguientes propiedades:

(a+b)+c=a+(bt+ g, paratodoslos a,b,c de A Ley asociativa de la suma.
a+b=Db+ g paratodos los a,b de A Ley conmutativa de la suma.

3. Existe unelementoOen A talque a+0=a, paratodo a de A Es el elemento neutro
o nulo del anillo.

4. Paratodo a de A, existeun —a en A tal que a+(—a) =0. Es el elemento simétrico u
opuesto.

5. (ab)c= & b9, paratodoslos a,b,c de A Ley asociativa de la multiplicacion.

6. a(b+c¢=abt+ a¢ (a+b)c= act b¢ paratodoslos a,b,c de A Leyes distributivas.

Un anillo es conmutativo si y sélo si ab= ba para todos los elementos a,b de A

Un anillo es unitario si existe un elemento 1 en A tal que all=1[a= a, para todo elemento de
aen A

Un dominio es un anillo conmutativo y unitario en el que 1% 0, luego Z es un dominio.

Un elemento a de un dominio A, es un divisor de cero si es no nulo y existe un b en A no
nulo tal, que ab=0. Un dominio integro es un dominio sin divisores de cero.

Para dotar a z xZ de estructura de dominio que no sea integro, planteamos lo siguiente:

Sea D y d numeros enteros con d no nulo. Entonces, existen unos Unicos enteros C y r tales
que D=dc+ryO=r <|d|, donde |d| esiguala d si d es positivoy a—d si es negativo.
Esta propiedad de los nimeros enteros confiere propiedades muy importantes al anillo z y es
poseida por otros anillos de interés.



Rafael Parra Machio FACTORIZACION GAUSSIANA Y CUERPOS CUADRATICOS

Un dominio euclideo es un dominio integro A tal que existe una funcion ¢:A\{0} -~ N que
cumpla lo siguiente:

Si a,b son elementos de ¢(a) = ¢(ab). A no nulos.

Si D,d son elementos de A con d#0, entonces existen ¢ y r en A de manera que
D=dc+r conr =0 obien 0=¢(r)<¢d).

La funcion @ se llama norma euclidea.

Es obvio que Z es un dominio euclideo con la norma @ dada por ¢(a) :H Ahora bien, obser-

vemos que el cociente y el resto no son Unicos. Por ejemplo, para dividir 8 entre 3 podemos
hacer 8=3[2+ 2 0 bien 8= 3B~ 1, en ambos casos, |r| <|d|.

Un elemento & de un dominio A es una unidad si existe un elemento b en A tal que ab=1.
Dicho elemento b estd determinado por a, ya que si ab=1=ac entonces
b=hl=bac= ac= &. Este Unico elemento lo llamaremos inversos de a y lo representaremos
por a.

Obviamente 1 es una unidad y 1™ =1. En cambio O no puede ser una unidad. Una unidad no
puede ser divisor de cero, pues si @ es una unidady ab=0, entonces b=hl=a"0= 0.

Las unidades de z son exactamente 1 y —1. Un anillo de divisién es un anillo unitario con
1# 0 en el que todo elemento no nulo es una unidad.

Un cuerpo es un anillo de division conmutativo. En particular todo cuerpo es un dominio inte-
gro.

Observemos también que todo cuerpo K es un dominio euclideo tomando como norma la
aplicacion constante 1, pues la division euclidea puede realizarse siempre con resto 0, es de-
cir, D=d(D/d)+0.

Las operaciones entre nimeros enteros y los elementos de un anillo, pueden ser definidas de
la siguiente forma:

Sea A un anillo unitarioy a,b elementos de A Sean my n ndmeros enteros. Se cumple:

1. m(at+ b= mat mt

2. (m+na= mat ne

3. ((ma@)=-(m3= ng- &
4. mngd=(mn a

5. Si ab=bg entonces (ab)™ = a"b™
6. a™"=ama"

7. (@M"=am

8. a"=(a-1)"=(am".

Ademas, si A=7Z, ma es lo mismo en el sentido de la definicién anterior que en el sentido del
producto usual en Z.

1.3 Numeros algebraicos.

Un ndmero algebraico es cualquier nimero real o complejo que es solucidén de una ecuacion
polindmica de la forma

ax+a, X +3,X%+...+ ax 3g=0

donde n>0(a, # 0), es el grado del polinomioy & [ Z, son nimeros enteros coeficientes del
polinomio.
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Todos los nimeros racionales son algebraicos, porque toda fraccién de la forma a/b es solu-
cién de bx—a=0.
Algunos numeros irracionales como 2]/2, raiz cuadrada de 2, y 33 2, la mitad de la raiz cubi-

ca de 3, también son algebraicos porque son soluciones de x> -=2=0y 8x*-3=0, respecti-
vamente.

No todos los nimeros reales son algebraicos. Los casos mas conocidos son 77Ty €

Si un numero real o complejo no es algebraico, se dice que es un nimero trascendente.

Si un ndmero algebraico es solucién de una ecuacién polindmica de grado n, pero no puede
serlo de una ecuacién polinémica de grado menor, entonces se dice que es un nimero alge-
braico del grado Nn. Teniendo en cuenta esta circunstancia, los nimeros racionales no pueden
ser nimeros algebraicos de primer grado, pues no existe por ejemplo, una ecuacién polindmi-
ca de grado uno con coeficientes enteros, cuya solucion sea la raiz cuadrada de 2.

Las propiedades de la clausura podemos definirlas:

1. La suma, diferencia, producto o cociente de dos nimeros algebraicos vuelve a ser al-
gebraico, y por lo tanto los nimeros algebraicos constituyen un cuerpo matematico.

2. Como consecuencia de lo anterior, todos los numeros que pueden escribirse a partir
de los racionales empleando solamente las operaciones aritméticas +,—,[]/, potencias
y raices, son algebraicos. Sin embargo, existen nimeros algebraicos que no pueden es-
cribirse de esta forma, y son todos de grado >5. Esta es una consecuencia de la Teorfa
de Galois.

3. Puede demostrarse que si los coeficientes 8 son nimeros algebraicos cualesquiera, la
solucidn de la ecuacion volverd a ser nimero algebraico. En otras palabras, el campo
de los numeros algebraicos es algebraicamente cerrado. De hecho, los nimeros alge-
braicos son el campo algebraicamente cerrado mas pequefio que contiene los raciona-
les.

Un numero algebraico que satisface una ecuacién polinédmica de grado n con @, =1 se deno-

mina entero algebraico. Algunos ejemplos de enteros algebraicos son: 3[(2'2+5 ¢ 6 — 2. La
suma, diferencia y producto de enteros algebraicos vuelve a ser un entero algebraico, lo que
significa que los enteros algebraicos forman un anillo. El nombre de entero algebraico provie-
ne del hecho de que los Unicos numeros racionales que son enteros algebraicos, son los ente-
ros.

1.4 Numeros complejos.

El nimero complejo es un nimero de la forma a+ bi, siendo @y b nimeros reales e i =J-1
la unidad de los nimeros imaginarios. En el nimero complejo a+bi, a recibe el nombre de
parte real y bi el de la parte imaginaria. Si @a=0, el nimero complejo se llama imaginario pu-
ro.Si b=0, el nimero complejo se reduce al nimero real a. Por consiguiente, en los nimeros
complejos estan incluidos todos los nimeros reales y todos los nimeros imaginarios puros.

La condicidn necesaria y suficiente para que los nimeros complejos a+ bi y c+ di sean igua-
les, esque a=cy b=d. Asique a+bi=0 siysélosi a=0y b=0.Si c+di=3, se tendrd
que c=3y d=0.

El nimero complejo a+ bi es conjugado de a—bi, y reciprocamente. Por ejemplo, 5+ 2i es el

conjugado de 5- 2i. Si efectuamos el producto, (5+ 21 )(5- 2)= 5+ 2= 29En el anillo Z[i]
es una norma y genera los llamados enteros de Gauss.
El reciproco del nimero complejo a+bi es el b+ ai, y reciprocamente. Por ejemplo, 4—3

tiene como reciproco el 3—4i.



Rafael Parra Machio FACTORIZACION GAUSSIANA Y CUERPOS CUADRATICOS

Las operaciones algebraicas con nimeros complejos son:

Suma: Para sumar dos nimeros complejos se suman, por una parte las partes reales y, por
otra, las imaginarias. Por ejemplo:

(@a+bi)+(c+d)=(a+ g+(b+ di
(5+4i)+ (3+2)= (5+ 3¢ (4 )= & i6

Resta: Para restar dos nimeros complejos se restan, por una parte las parte reales vy, por otra,
las imaginarias. Por ejemplo:

(a+Dbi)—(c+d)=(a- +(b- g |
(5+4)- (3+ 2)= (5 3¢ (& )= 2 2

Multiplicacion: Para multiplicar dos nimeros complejos, se realiza la multiplicacién como si
fueran dos binomios, y en el producto se sustituye i’ por —1. Por ejemplo:

(a+bi)(c+ di) = ac+ adi+ bcir bdfi = ae-( ad be+ bgrl)=( ac Ha( ad P
(5+4)(3+2)=15+ 10+ 12+ i8= 15 D& 8( B # i2

Dividir: Para dividir dos nimeros complejos, se multiplican el numerador y el denominador por
el conjugado del denominador y se sustituye i* por —1. Por ejemplo:

a+bi_ ac _ bd +( ad b ji
c-di c+d* cc+d \ e+ G+

2+i _ (2+i)4+3)_8+ b+ #4+iF _ 5 10 5@i2)
4-3 (4-3)4+B) 169 25 25

1 2
4+
5 5

Como i =+/—1, tenemos:

i2=-1
i*=i20=(-1) =-
i4=(i 2)2=(_1)2=1
i°=i*0=10=i

i =42 =1(-1)=-1,

y asi sucesivamente.

Una raiz n-ésima de la unidad es cualquiera de los nimeros complejos z que satisfacen a la
ecuaciéon z" =1. Las n raices de la unidad son los nimeros €”™", donde k y n son coprimos
y representan n a la raiz y kK numerando las correspondientes soluciones para los enteros
comprendidos entre k=0 y k=n-1. El nimero de raices primitivas diferentes viene deter-

minado por la funcién Euler, ¢(n). Por ejemplo, para Z" =1 sélo hay una raiz primera de la
unidad, igual a 1. Para z* =1 hay dos raices: zZ= gmr=-1y Z,= &"%2 =1, Para Z° =1 hay
-1+i4/3 vz == -1-i/3

5 .

tres raices: z = €% =1, z, =&’ = - .
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Las raices de la unidad de la ecuacién cubica corresponden a los llamados enteros de Eisens-
tein, en honor a Ferdinand Gotthold Eisenstein (1823-1852), y se representan como

1, tw, +af.
Como los ceros del polinomio p(2) = Z' —1 son precisamente las raices n-ésima de la unidad,

cada uno con multiplicidad 1, el polinomio ciclotémico n-ésimo esta definido por el hecho de
gue sus ceros son, precisamente, las raices primitivas n-ésima de la unidad, cada una con mul-
tiplicidad 1.

13.2 Factores y divisores gaussianos

2.1 Factorizar el nimero 10.

La factorizacién candnica del nimero 10 es 10= 2[b, dos factores primos.
La factorizacién gaussiana puede ser representada de alguna de las siguientes formas:

Como 10=2[b= (I+i )(T-i)(2+i)(2-1)

Como 10= 2[B=(1+i)A+i)(2+i )1+ 2)C 1= (B § (24 )(H2)(-D)
Como 10=25=(1-i)*(2+i)(2-i )i )

Como 10= 2[B= (I+i J(2+i)(2-i)(-)

Como 10=2B=(3+i)(3-i)

Como 10=2[5=(3+i)1+ 3 )(H)

ok wnN e

lo que nos demuestra la factorizacidn no Unica de los enteros de Gauss, aunque con divisores
finitos en el anillo Z[i]. Efectivamente, los divisores de 10 vienen representados en el conjun-

to:

{,1+i,1+2, 1+ 8,2, 2 ,2i4,8 ,4i 2,5+ 5Q}

Veamos cémo se consigue todo esto.
Partimos de dos nimeros algebraicos a los que llamaremos z=1+i y W=2+i cuyos conju-
gados son

z=(1+DA-i)=F+F=2y w=(2+i)(2-1)=2+F=E
en donde el producto de ambos resulta
zw=(1+ )@A-i)(2+i)(2-i)= 3+ £= 205 1

Esto se conoce como factorizacién conjugada en el anillo Z[i].

Si
z=(L+i)(I+i)H)= (+ FE) =1 +1 =26 z=(1-i)1-i){)= 1~ F() =12+ F=2
y
w=(@2+i)1+ )i )= 2+ F= Es w=(2-i)1-2)()=F+T=¢F
entonces
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Zw= (L+i)(L+i )2+ )1+ )1 (B § (2 )@ i2 )X IF 3+ 2= 1

o bien
Zw=(1-i)A-i )2~ )1~ 2)E = (H § (2 )Ei2X IF 3+ 2= 1

Si se cambia el signo de los niimeros algebraicos, también cambia el signo de la unidad.
aw=(1+i} (2-i)1- 2)W)= (i § (2 )@ 2 )AF10

Esto se conoce como factorizacién opuesta o simétrica con unidad en el anillo Z[i].
Sea

@+i)(2-i)= B+ )y (1-i)2+i)=(3-i)
entonces
zZw=(3+ )(3-i)=F + £ = 1C
Es una factorizacién conjugada en el anillo Z[i].
Para (1+i)(2+i)= (1+ 8)y (1+i)(2-i)= (3+i ), tenemos
@+3)3+i)H)=F+F= 1

gue es una factorizacidon opuesta o simétrica con unidad en el anillo Z[i].
Sabemos que todo elemento irreducible del anillo Z[i] es de laforma £p 6 +pi con p en-

tero positivo primo de la forma p=4k+3, o bien de la forma p=4k+1=& + I donde

a’?+b? = a+ bi primo con Z.
En las siguientes tablas recogemos algunos de los primos a los que se hace referencia en este
apartado:

Enteros Gaussianos de la forma 4k + 1

2 5 13 17 29 37 41 53 61 73 89 97 | 101 | 109 | 113
137 | 149 157 | 173 | 181 193 | 197 | 229 | 233 | 241 | 257 | 269 | 277 | 281 | 293
313 1 317 { 337 | 349 | 353 | 373 | 389 | 397 401 | 409 | 421 | 433 | 449 | 457 | 461

Primos Gaussianos de la forma 4k + 3

3 7 11 19 23 31 43 47 59 67 71 79 83 {103 | 107
127 1 131 : 139 @ 151 : 163 | 167 : 179 | 191 @ 199 : 211 | 223 | 227 { 239 @ 251 | 263
271 0 283 i 307 | 311 331 i 347 | 359 | 367 | 379 383 | 419 | 431 | 439 | 443 @ 463

Para calcular los divisores gaussianos de 10, operamos del siguiente modo:
Por la exposicién anterior el 10 es divisible por

10 s =50y, 22 =4-2 =202 ), 22 =3
1+i 2+i 3+i
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Ahora establecemos los siguientes grupos de divisores, salvo asociados:

1+i 1-i 2+i
2-i @+i)@a-i)=2  @A+i)(2+i)=1+3
@+i)2-i)=3+ @-)@2+i)=3- @1-i)(2-i)=1-3
(2+i)(2-i)=5 2(2+i)=4+ 2 2(2-i)=4-2
51+i)=5+5 51-i)=5-5 10
1

En resumen, los divisores gaussianos de 10 son:

1 +i, ¥ 2, i3, 2,4 ,Ri4,#3 ,+4 B, 5+b, U

El anillo Z[i] ={a+bi:a,bDZ} es un dominio euclideo con la aplicacién N(a+bi)=a + If

definida para todo a+billZ. Aqui N es la norma o conjugado del nimero real o complejo.
2.2 Factorizar el nUmero algebraico z=19+ 5i.
Supongamos que el nimero tiene factorizaciéon conjugada, entonces

z=(19+5)(19-5 F 386 19+ %

Cémo 386= 2[1M9%y 193= &+ 1= 4148 E 12+ ¥ ambos ndmeros (2 y 193) son enteros
de Gauss y, por tanto, pertenecen al anillo Z[i]. Asi que tenemos

@+@-i)=2y 2+ 7)12- 7 F 19
con lo que
@+i)@-i)@2+ 7)1 i7 = 38!
Esto nos lleva a que, los divisores gaussianos de 386, son
1, 1+i, 2, 5+19i, 7+12i, 12+7i, 14+24i9+5i, 24+14i, 193, 193+193i, 3!

Pero 386 es distinto a z=19+ 5i, por tanto no es esto lo que se nos pide.
Sabemos que z=19+ 5i puede ser divisible por (1+i) 6 (1—i). Veamos:

Si
19+9 1o 762949 27413
1+i 1-i
entonces
19+5 _  19+5 _263 73
=1+i 6 =
12-1 12+71 193 193
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Pero en el segundo caso el resultado es distinto a (1—i), por lo que z=19+ 5i no es divisible
por 12+ 7, luego (1+i)(7+12 )= 19+ b olo que es lo mismo

z=19+5 =(1+i)(7+12 JH)
y sus divisores
1, 1+i, 7+ 1P, 19 it
2.3 Factorizar el nimero algebraico z=3+ 4i.

El nimero algebraico z=3+4i es reducible en el anillo Z[i], ya que N(3+4i)=25es com-

puesto en Z. Como 25=5 y 5= (2+i)(2-i ), tenemos que
(3+4i)(3-4)=25 5= (i )i )& )&

por tanto, (2+i)y (2-i) dividena (3+4i)(3—4 )y como (2+i)y (2-i) son irreducibles en
Z[i], alguno de ellos debe ser divisor de, al menos, uno de los factores de la izquierda de la
igualdad anterior. En este caso

(B+4i)=(2+i)(2-i)

es la factorizacidn gaussiana del nimero propuesto.
En cuanto a los divisores de z=3+ 4i, resultan

1, 2+i, 3+ 4

Hacemos notar que aqui N es la norma que se define como N(a+ bi) =& + IF. Si z= a+ bi
y w=c+ di se verificaque N(zw= N2 N Wyaquesi N(=&+ 1 y NwW=¢7+ d re-
sulta para zw=(ac- bg +( ad+ bg.

2.4 Factorizar el nUmero algebraico z=-45+105
Empecemos por calcular la norma o conjugado de z=-45+ 105
(-45+ 105 )(-45-105 ¥ 13058 2°31°H |

El nimero 3 es de la forma 3= 4k + 3= 400+ 3 por tanto un primo irreducible de Gauss.
Si eliminamos el 3 y calculamos otra nueva norma, obtenemos

islmi =-15+ 35

de donde
(-15+35)( -15-3b) = 14568 RG] -

que son todos enteros de Gauss y, por tanto, alguno de ellos debe ser divisor de =15+ 35
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Probamos con (2+i):
(-15+35 ) (2+i )= & 1liry (-15+35) (24 )= -13+ 11

Divisiones exactas lo que demuestran que (2+i), (1+17) y (-13+11) son divisores de
-15+ 35

Probamos con (5% 2) yaque N(5+2i)=5+ 2 = 29

(-15+ 35 (5+ 2 ) %ﬁ% y (15+35) (5- 2)=—5 B

Aqui los divisores de (-15+ 35 )son (5+2) y (-5+5). Este Ultimo es un asociado con facto-
rizacidn simétrica con unidad, por lo que los divisores serian (2+5)y (5+5).

Como el producto de los divisores conocidos es 3(1+i)(2+i)( 2+ 5) = -39+ 33y el cociente
con (-45+105 )es (-45+105 Y ¢ 3% 3B ¥ 2i la factorizacion de z=-45+ 105 resulta

z=-45+105= 3(1i )(2i )2 B )(2i

En cuanto a los divisores gaussianos

L1+, +2,%B8,% 17,4 ,Ri 5,33 +8 3+B 648, 3+ 51,
5 5+5,6+8,6 15, #i3,9i 3,14 8, 10i 25,1 13 412 15,
15+15, 2% B, 2# 24, 30 75, 3339, 85 15,+36 3,40b 45

dejamos en sus manos la demostracion de todos o algunos de ellos.

2.5 Factorizar el numero 136.
La factorizacién candnica es 136= Z[1L7 dos factores primos principales que son enteros

gaussianos, ya que z=(1+i)(1-i)=F+F= 2y w=(4+i)(4-i)= & + £ = 17.luego la facto-
rizacion gaussiana de 136 vendra determinada por

zw=((1+i)(1-1))° (4+0)(4- 1) =10? + 6" = 13¢
Ahora bien, si tenemos en cuenta que
z=A+)A+D)H)=Q+if =P+ =y w=4+)(A+4)H )=4+ =17

es la factorizacidn simétrica con unidad y que (1+i)2(4+i )(1+ 4)( -J) = 34 para la factoriza-
cion gaussiana del 136 resulta

2w=(1+i)°(4)(4+i)(1+ 4)( )=(2+1)° (4+i )@ # F 136 0+ %

Con un poco de paciencia se pueden encontrar los divisores gaussianos del numero 136, que
son
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L1+i, 4+ 4,2 2i2,2i8,815,4+# +4 4+4 U
5+3,6+10,8, 8 2,8 82,10i6,3i20,46 4,1
17+17, 20+ 1R, 32 i8, 34, 34 i34, 68,68i 68, 136

2.6 Factorizar el nUmero algebraico z=-48+ 97.

El conjugado de z=-48+ 97 es (—48+ 97 )48~ 9V F 117183 13 17 5Lla estructura de
cada uno de estos factores es la siguiente:

Para 13= &+ 1= 403+ £ 3+ 2= (3 R)3 23 (B i2)@i3(
Para 17=4k+1= 44+ £ A+ 1= (&4i )(&i F (4 )@ i4X
Para 53= &+ 1= 403 E 7+ 2= (F R)(7 i23 Fi2)R i 79(

Todos los factores primos son enteros de Gauss, por lo que la factorizacidn gaussiana resulta
(3+2)(2+3)(4+i)(w B)( & i)( 2iP()= 11718 47 2

Pero nosotros no buscamos esta factorizacién si no la de z=-48+ 97i. La presencia del asocia-
do positivo (i) pone de manifiesto que algunos de los divisores de z=-48+ 97 son simétricos

luego, vamos a probar con (1+4i) ycon (2+7):

Para (-48+ 97 ) (+ 4 )= 20 17y para (20+17 ) (2+ 7 )= 3-R donde el tltimo es el con-
jugadode (3+2)yquees (3—-2)()=3+2.
De acuerdo con lo expuesto, la factorizacidén gaussiana es

z=(1+4i)(3-2)( 2+ 7)= -48 97
o bien
z=(1+4i)(2+ 3)( 2+ 7)( )= 48 97

Esta ultima como factorizacion simétrica con unidad o elemento asociado.
Los elementos z= a+ biy Z= a— bison asociados en Z[i], siy solo si, z es cualquiera de los

cuatro elementos 1, +i, donde a,b0Z, a# 0, b# 0y z=a+ bi irreducible en Z[i]. Se

pueden dar cuatro casos:

z2=2: es el caso en donde b=0. Por ejemplo, z=(2+0i)(2-0)=Z+ G= 4
z=-7: esel caso en donde a=0. Por ejemplo, z=(0+3i)(0-3)=G+ 3= 9
z=7Zi: es el caso en donde a=b y por tanto z= a+ ai= g1+ i). Como z es irreduci-

ble y (1+i) no es invertible en Z[i], a=4=1, y por tanto, los elementos +1+i y
-1-i.
Z=-7i: es el caso que produce +1—i y —1+i.

Es facil deducir los reciprocos a partir de las igualdades

i(L-i)=1+,i (14 )= 14 i (B ¥ -1-i (- ¥ il-

10
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En el nimero algebraico z=-48+ 97i no existen factores primos, por lo que sus divisores son
todos gaussianos, a saber

1,1+4, 2+ 8, 2 i7,1% 10,15 26, 20i17 ,97i
2.7 Factorizar el nimero algebraico z=84+ 63 .

Observamos que el Maximo Comun Divisor de 84 y 63 es mcd(84,63)= 21 luego el nimero
algebraico planteado tiene una primera representacién como z=21(4+3i), un nimero aso-
ciado.
Como

(a+3)(a-3)=( 4+ 8)( 3 H)(i)= 2

y el nimero 25 admite también como factorizacién gaussiana

25=((2+i)(1+ 2))°( -
podemos establecer que
4+3=(+ 27 )
y, por tanto
z=84+63= 300 23 €i
En cuando a los divisores de z=84+ 63, tenemos
1,1+2,3, 3 b6, 43,7, ¥ 4, ¥2i 9, 21,21 428+ 21, 84 63

Teniendo en cuenta lo comentado sobre los nimeros asociados en el supuesto anterior, ob-
serven que entre los divisores de Zz=84+ 63 hayamos algunos, como por ejemplo

3+6=3(1+2); # 1ld= 7@ i2); 121 & 3@ 3);
Localicen los que faltan.

13.3 Factorizacién gaussiana con elementos del anillo Z[i].

3.1 Sean z=4+6iy w= 7-i dos numeros algebraicos. Calcular el
mcd(z W= d= z¢ w

Sean a y b dos nimeros enteros o algebraicos tales que al menos uno de ellos sea distinto de
cero. El Maximo Comun Divisor de a y b, que denotaremos como mcd(g B = d donde d es

el Unico entero positivo que satisface a las dos condiciones siguientes:

1. d|ay d|b, esdecir, d esdivisor comin de a yde b.
2. Siclay c|b, entonces c<d, esdecir, d esel mayor de los divisores comunes.

11
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A partir de este Algoritmo de Euclides, el Teorema de Bézout, descubierto por Etienne Bézout
(1730-1783), asegura que existen otros dos enteros s y t tales queel mcd(g h= d= as b

Este teorema o identidad nos proporciona una forma lineal dentro del anillo.

La factorizacién de los nimeros algebraico es la siguiente:

Para z=4+6i: z=(1+i)*(2+ 3 ) )= 4+ 6
Para w=7-i: w=(1+i)(1+2)*(-) = 74

El maximo divisor que divide a ambos nimeros es el (1+ i), por tanto

mcd(4+ 6i,7—i)= 1+
Sabemos que N(4+6i)=(4+8)(4- 6 ) 52y que N(7-i)=(7-1)(7+i)=50 El Maximo
Comun Divisor de ambos nimeros es mcd(52,50)= 2 Cémo N(1+i)=(1+i)(1-i)= 2, obte-

nemos el mismo resultado que con la factorizacion gaussiana.
La formalinealde z=4+6i y W=7—1 resulta

mcd(52,50)= 2=52(1)+ 50¢ 1
para nimeros enteros, donde s=1y t=-1
med(4+6i,7-i)= 1+ i=( 4+ 6)( -3+( 7¢)( *+ D
para los nimeros algebraicos, donde s=-2 y t =1+ 2.

3.2 Sean z=10+11 y w= 8+ i dos numeros algebraicos. Calcular
mcd(z W= d= z¢ w

Empecemos por factorizar los dos nimeros algebraicos. A saber

Para z=10+11 : z=(3+ 21 )(4+i )= 10+ 10
Para W=8+i: w=(1+21)(3+ 2)(i )= 8+i

Claramente podemos observar que el nimero que divide a ambos algebraicos es el (3+2).

Comprobamos:
0+11_ 4 - 10+ 10= (3 2)(4
3+ 2
8+l ol L sri=(3r2)( )
3+ 2 - ’

luego, el Maximo Comun Divisor de ambos nimeros es
mcd(10+11i,8+i)= 3+ 2

En cuanto a la forma lineal, si S=1y t =-1-i, tenemos

12
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mcd(10+ 11,8+ i )= 3+2i=(10+ 1L )1y &+i)(-14)

Si los nimeros algebraicos los transformamos en numeros enteros, tenemos
N(@0+11)= 22y N(8+i)=65

entonces
mcd(221,65)= B= 22( 2)+65(7)

3.3 Sean z=3+2i y w=1-i dos elementos de Z[i]. Encontrar c,r OZ][i] tales que
z=cw+ recon r =06 N(r)< N(w).

Un dominio de integridad conmutativo y con unidad D es un dominio euclideo si existe una
aplicacion N definida D* =D —{0} con valores en los enteros no negativos tal que

I. N(r) < N(rs) paratodo r,sO0D*.
I. Para todo t,sO0D, s#0, existen c,rOD tales que t=cs+r, con r=0 6
N(r) < N(s).

Sean z=a+ biy w=c+ di dos elementos de Z[i], con W# 0. El cociente z/w= r+ si sera
un punto del plano complejo de Z[i] tal que |r —m| <12y |S— ds]/Z.
Si anotamos

z=(7 Wwe cw[( = m+( s i
de tal forma que
[ -m)+(s= 3] w= - ez ]
entonces
N([(r=-m+(s= DW= N(r- m+(s n) N W<[@/4)+@4)] Ny Ny

Esto se conoce como divisidn euclidea de polinomios en el anillo Z[i].
Aplicado a nuestro caso, tenemos

(3+2) (1-i)= (@ 21+ (5 2)
Si ¢ =2i, resulta para

z=@iw+[(Y 2+ (L 2] w= @ W+ -
de donde

N()=1< 2= N (w)

13
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Como z=(2i)1-1)+1=3+ 2 y N(1)< N(@-i)=1< 2, la solucién se ajusta la divisién eucli-
dea de polinomios.

Observen que la descomposicidn no es Unica:
z=@)w+[(1/2)- (¢ 2)]w= @ w-i
donde z=(Bi)(1-i)+ (-i)=3+2 y N(-)<N(@-i)=1< 2.

3.4 Sean z=7-5i, w= 3+ 4 dos nimeros algebraicos. Calcular la divisién euclidea
tal que z/w=r+si.

Empecemos por dividir los polinomios:

z_(7-5)(3-4)_ 1 48
w (3+4)(3-4) 25

= (1/25)+ (- 2+ 7 25)

Tomemos para ¢ = -2i, entonces
(7-9)-(3+4)(-2 )= -1+
de donde
z=3+4i)(-2)+ (-1+i)=7- 5
por lo que
N(-1+i)<N@B+4i)=2< 25
No es la Unica factorizacién de esta divisién euclidea, por ejemplo:
z=(3B+4i)H)+ (3+2A)=7- 5y N(-I)<N(3+4i)=1< 25,

3.5 Sean z=20+17,w= 4+ 5 dos numeros algebraicos. Calcular la divisién eucli-
dea tal que z/w=r+si.

Empecemos por dividir los polinomios:

2 200170 __ 165/ 41y (37 41)

w  4+5i

Tomemos para c=4-1i, entonces
(20+17)-(4+ 5 )(4i F -Hi
de donde

2= (4+50)(4—-1)+ (-1+i )= 20+ 17

14
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por lo que
N(-1+i)<N(4+5)=2< 41
Observen que las factorizaciones de z y w son

z=20+17i= (2+ 3)(& T} F (26 17 )AF ROJ( 3 6
W= (4+5)(5+ 4)6 )= 41

El primer polinomio admite mds de una factorizacién, luego es reducible. El segundo polinomio

s6lo admite la factorizacién de la norma, luego es un primo irreducible. Efectivamente, el
Maximo Comun Divisor y la forma lineal de estos polinomios son

El mcd(20+17i,4+ 5 E (26 17 )(4y (# i5H 16 i<
que nos demuestra la presencia de un nimero primo en su estructura.

3.6 Sean z=44+5,w= 33 13 dos nimeros algebraicos. Calcular la divisién eu-
clidea tal que z/ w=r+ si.

Excepto asociados, empecemos por factorizar los dos nimeros algebraicos:
z=(1+6 )7+ 2)d )= 44 by w=(1+i)(4+i)(6+i )H )= 33 1B

No existe ningun factor comun, por tanto el Maximo Comun Divisor resulta:
mcd(44+ 5i, 33-13i)=1

En cuanto a la forma lineal, a partir de la funcién Identidad de Euler, tenemos
d=zx9+ Wt )=(44+5)(4- 131 (33 13 ) 12 1Py

Si comparamos estos resultados con numeros enteros:

z= N(44+ 5i)=1961= 37153= (6 + L )(7+ 2
w= N(33-13i)=1258= 27137 (¥ + £ )@’ +1°)(6°+ 1%)

de donde

mcd(1961,1258F 3’y d =37 =1961(9)+ 1258 4
Observemos que, mientras 1961y 1258 no son coprimos, pues ambos son divisibles por 37,
z=44+ 5 y w=33-13 si son coprimos. El culpable de este desencuentro lo tiene el nimero

37=6+Ff = (6+i )(6-i ) Efectivamente, si

(44+5)(6-1)=T+ 2 - z= (61 )(* R2F 44 it
(33-13)Y (6+i =5 B -~ w= (6 )& i3¥% 33 L

15
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el primero admite como factor gaussiano a (6—1i) y el segundo como (6+i), nimeros distin-
tos pero que ambos generan el conjugado 37.

La divisidon gaussiana viene determinada como

z _ A4+5

. 1+ 6)(7+ 2)
=g~ (1387/1258) (737 12585 GG o

J

Para c=1+i, tenemos

(44+5)- (33 1B)(Hi F—- 2 1t
Como
N(-2-15)<N(33- 13 F 22% 125

resulta una descomposicién euclidea de
z=33-13)*+iy €22 15 F@A+6)(7+2)H )= 44 5

3.7 Sean z=86- 24i,w= 5 2 dos nimeros algebraicos. Calcular la divisién eucli-
dea tal que z/w=r+ si.

La factorizacién de z=86— 24 es z=(1+i)* (12+ 43 )¢ 1)= 86- 2 En cuanto a w=5+ 2i,

es un entero de Gauss, ya que W=(5+2i)(2+ 5)H )= 29= 5+ 2
En cuanto a la forma lineal

mcd(86- 24i,5+ A= £ (86- 24)H (B i2¥ 18 I

son dos nimeros gaussianos primos entre si.
La division euclidea resulta

. _ (wi§ @2+ 4B
= (282 29) (297 29) -~

z 86— 24

Para ¢=13-10, tenemos

z=(86-24i)- (5+ 2)(13 1D ¥

Como
N@Q) < NGB+ 2)=1< 2¢

resulta una descomposicién euclidea de

z=(5+2i)13- 10  E (Fi ) (12+ 43 )¢ D= S-24

Para c=13-11, tenemos

16
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Como
N(-1+5)<N 5+ 2 )= 26< 2¢
resulta una factorizacién euclidea de
z=(5+2)13- 1L+ ¢ &+ BF 1+ ) (2+48)-1)=86- 24

con lo que se demuestra que los nimeros algebraicos propuestos no tienen un factorizacion
Unica.

3.8 Sean z=50+13,w= 4+ 3 dos numeros algebraicos. Calcular la divisién eucli-
dea tal que z/w=r+ si.

Tenemos que

z _50+13

_ _ (@ 4)ar 6
T ara (239/ 25)+ (98 25)——(1+ 1y

Sic=9-4i, r=2+2
z=(4+3i)10- 4 )+ (2+ 2 ( A)1% i6X ¥ 50 i
con
N(2+2i)< N (4+ 3)= 8< 2t
Si c=10-4i, r=-2-i
z=(4+3i)10- 4 € 2-i = (¥ #)1% 6)f ¥ 50 L
con
N(-2-i)< N(4+ 3 )= 5< 2t
Sic=10-4i, r=2+2
z=(4+3i)10- 4 )+ (2+ 2 ( A)1% i6X ¥ 50 i
con

N(2+2i)<N(4+ 3 )= 8< 2t

17
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13.4 Factorizacién euclidea con elementos del anillo Q+/D.

4.1 Sean z= N(2++/19i) y w=2+i dos elementos de QvD. Encontrar c,ro0Z[i].
talesque z=cw+ rcon r =006 N(r)< N (w).

Sea D un nimero negativo libre de cuadrados. El anillo de los enteros de Qv D es un dominio
euclideo siy sélo si D <0 y toma los valores de

D=-1-2-3-7- 117 19; 43, 6%, 1¢

gue son cuerpos cuadraticos imaginarios con factorizacién unica.
Si D >0, serdn un dominio euclideo para valores de

D=2,35,6,7,11,13,14,17,19,21,22,2331933,37,38,41
43,46,47,53,57,59,61,62,67,69,71,73,3/38,89,93,94,9

En estos casos, la norma euclidea es ¢(z) = N( 2.
Los enteros algebraicos z= a+ b/_[) con a,b0 Z del cuerpo Q\/B son de la forma

a+bJ/D si D= 2,3Mdd .4

a+ b(1+—;/_D) si D= 1(mod.4)

con a,b0Z.

El entero algebraico es raiz del polinomio x> + bx+ CDZ[ )i

El valor de lanormaes z= N(2+\/Ei)= (2+ J19 (2 J 19 ¥ 2{Ahora procedemos a la di-
vision euclidea.

z 23 .
—=——=(46/5-235% 9,2 4,6
2= == (46/5- 235 )= (

Para c=9-4i

23— (2+i)(9- 4 )= Hi
Como N(1-i)<N(2+i)= 2< 5, entonces
z=(2+i)(9-4i)+ (1-i )= 23=N (219
Para C=9-6i
z=(2+i)(9-6)+ 1+ 3)= 23=N (2 1P

Pero N(-1+3)>N(2+i)=10> 5luego r =—1+3 no es un elemento del anillo euclideo.

18
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Para c=9-5i
23— (2+1)(9- % )=i
Como N(i)<N(2+1i)=1<5, entonces

z=(2+i)(9-5)+ ()= 23=N (2+/ 19"

Lo que demuestra la factorizacidn no unica en el anillo euclideo.

4.2 Sean z= N(6-+/7i) y w=2-3 dos elementos de QvD. Encontrar c,roz[i].

talesque z=cw+ rcon r =006 N(r)< N (w).

La norma tiene como valor N(G—ﬁi) = (6—\/—_7)(6+\/—_7)= 43y el polinomio que la genera

es X*-12x+43=0
La factorizacién de este polinomio resulta

X2 -12x+ 43= X 12)x+ 43F (k- 6)+
por lo que la solucidén es
X=6+/7i

Para la divisidon euclidea, tenemos

z 43
—=—— =(86/13+ 129 1B 6,6t 9,92
w 2-3 (6/ 1B (

Sidamosa c=6+10i, obtenemos para r
r=43-(2-3)6+ 10 F T+ i2

por lo que el valor de w queda desglosado en
W=(2-3)6+10 )+ (- 2 4FN (6 7

yaque N(1-2i)<N(2-3)=5< 13
Pero, sabemos que

w= N(6-+/7i)= X — 12+ 42
o lo que es lo mismo

w=(2-3)(6+10 + (- 2 )Ex?>— 18+ 43
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Si hacemos operaciones

43=x° - 12x+ 43
= (x— 12K+ 41

de donde

12x— X = 0= 36— (x— 6§
por lo que

x=0,12

son las soluciones enteras de W= N(6—ﬁi)= X —12+ 43

4.3 Ssean z= N(9- 2/11) y w=4-3 dos elementos de Q+/D. Encontrar c,rOZ[il.
tales que z=cw+ rcon r =06 N (r)< N (w).

El valor de la norma es z= N(9+2JT1)= 37 que es generada por el polinomio

x® -18x+ 37= 0 La factorizacién de este polinomio es
X2 —18x+ 37= (x— 18)x+ 3= (k- - 4

de donde, sus raices resultan Xx=9+ 211
Para la divisidon euclidea

z_ 37 _ (6+i)a+8)6)
W 4-2i (+iY @+ 2)E D)

=(37/5+ 3710 = (7.4 3i7

Si tomamos para C=7+ 4i, obtenemos para r
r=37-(4-2)(7+ 4=
de donde
z=(4-2i)(7+4)*+ (- 2= 3=N (9 & 113 % - 18+ =

yaque N(1-2)<N((4-2)=5 20
Como

(4-2)7+4)+ (- RFx*- 18+ 3
haciendo operaciones, tenemos

37=x*-18+ 37= (x— 18x+ 3’
81- (x— 9 = 0= 1&- ¥
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por lo que x=0,18.
Observar que en esta comparacién entre el polinomio y su descomposicién en division eucli-
dea, las raices son O y b.

4.4 sean z= N(15- 2/29 y w=7+3 dos elementos de QvD. Encontrar c,rOZ[il.
tales que z=cw+ rcon r =06 N(r)< N (w).

La norma genera 109 como nimero entero y un polinomio de x* —30x+ 109= ( que tiene

como raices X=15% 2/ 29, un conjugado real.
Para la divisidon euclidea, tenemos

z _ 109 _ (10+ 3)(3 10 )i

W 7+3 @i+ B)A )

L (76358- 327 5B} (1316 5,5

Para c=13-506 13- 6 generaparar=3-40 3.

z=(7+3)13- 5+ (3- 4 = 10%x°— 30+ 10
z=(7+3))(13- 8 1+ (3 )= 10%=x2— 3R+ 10

ya que

N(3-4i)<N(7+ 3)= 25 5¢
N(3i)<N(7+3)= 3< 5¢

Se pueden encontrar otras representaciones, dado el margen existente de las normas.

7++/195
2

4.5 Sean z= N[ J y W=5-4i dos elementos de Q+/D. Encontrar

c,r0z[i]. tales que z=cw+ rcon r =06 N (r)< N (w).

El valor de la norma es z= N(

7+J§5J=£7+\/EBJ( 718
2

2 2

7++195
—

Ej= 61y la ecuacién que la

genera es X° —7x+ 61= 0, que tiene como raices X =

La division euclidea resulta

61 _ (6+5)(5+ 6 )Ei

Z
W 5-4i (4+5)E)

)= (305 41~ 244 41} (7,44 5,0¢

ParaC=7+6i yr=2-2 =—(1+i ), obtenemos
z=(5-4i)(7+G)+ (2= 2 B6EX’- %X+ 6

Como 61=x*— 7x+ 61 operando
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2
4—9—(x——7j =0=7x- X
4 2

de donde x=0,7.

10- 4/18
2

4.6 Sean z= N[ J y w=2-8 dos elementos de Q+/D. Encontrar

c,r0Z[i]. tales que z=cw+ rcon r =06 N (r)< N (w).

> ﬁ:97 y el polinomio

El valor de esta norma es z= N(

10- sz(lm 4/_1i8J( 16 4 1
2 2

generado es x> —10x+ 97= C con solucién X=5=+ 6.
Observen que el discriminante se ha modificado. Ha pasado de —18 a —2. También ha cam-
biado el denominador 2. Todo esto es debido a que 10 y 4 son divisibles por 2 y, por tanto

z= NG5+ 2/-18)= (5+ 2/18 )& 2/_11'8:) 9 generando el mismo polinomio con la misma
solucidn. Pero el discriminante se modifica por no ser libre de cuadrados, a saber

D=b’-4ac=10° - 497=-28& - 2072 - A=-

Esto ha sido debido a que 10 y 4 son nimeros asociados.
Procedemos a la divisién euclidea.

_ 97 _(9+ 4)(4+ 9)E

4 )_ B .
Wo2oE i@ 78419417k (285 1141

Para c=3+11i,r=3+2.Con N(3+2i)<N(2-8)=1% 68
El valor de z resulta

10- 4/18
2

z=(2-8)(3+ 11 )+ (3 2 97:N( J=x2—10x+97

Los ceros de este polinomio se determinan para x=0,10.

13.5 Factorizacién unica en los cuerpos cuadraticos K = Q(+/D).

5.1 Definicion de los cuerpos cuadraticos.

Sea K =Q(a) un cuerpo cuadratico donde @ es un entero algebraico y raiz de un polinomio

-b+ /b’ - 4ac
2

x? + bx+ c[J Z[ >] Sea a= K =Q+vb*-4c. Podemos establecer que

b? —4ac= nf d donde d es libre de cuadrados, y asi K =Q(m\/T:l) = q\/_d) Tenemos pues
que todo cuerpo cuadratico es de la forma K =Q(\/H) ={ a+rb/d: a kDQ} donde d esun
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entero libre de cuadrados, d #1. Si (9={X= a+ b\/a: X-s¥ O, s EZ} CSi xOO0 y
Ok=Z[a)] es el anillo de K =Q\/B, entonces

w=+/D si D 1(médd)y w=2 ;ﬁ si D=1(m6d.4)

0 OK es raiz del polinomio x* — Dx+

D++D
Como T

y O Z[x] se satisface que

Ok = Z{M}
2

Como en el polinomio minimo (\/E,Q) =X - d=( X+\/7d)( X—\/70) resulta que los elementos

de K sondelaforma a+ b\/a, donde a,bl] Q, la extensién K/Q es una extensién de Galois
y sus automorfismos son la identidad y el determinado por J(\/a) = —\E. A este automor-

fismo le llamaremos simplemente conjugado de K, y lo representaremos como una norma,
donde

N(a+ bv- D) = & + DI, si es un cuerpo cuadratico imaginario 6

N (a+ b\/f)) = & — DIF, sies un cuerpo cuadratico real

Asi, la diferencia entre un cuerpo cuadratico imaginario o complejo y un cuerpo cuadratico real
es que, el discriminante del primero es negativo y el del segundo positivo. Cuando D <0 hay
una cantidad finita de valores de a y b, si D >0, los valores de a y b son infinitos.

La suma y diferencia de los dos nimeros algebraicos se obtienen como

(a+ b\/ﬁ)) + ( a— b/ﬁ)) =238 como suma de los dos nimeros algebraicos.

((a+ b\/ﬁ)) -(a- b\/ﬁ))/(\/ﬁ)) como diferencia de los dos niumeros algebraicos.
5.2 Demostrar la relacién existente entre x? —6x+ 29y N(a+ b/5i)=29.
La factorizacién del polinomio es

X? —B6X+ 29= (x— 6)x+ 29= (x- 3j+ 2
con una solucion conjugada de Xx=3% 2\/73 .

Sea N(a+bJ/-5)=(a+ b/-5)(a- h/~-5)= %+5¥= 29 Sea (a+bJ/-5)+(a-b/-5)=2a

Por la factorizacién del polinomio sabemos que b=2 y 6 = 2a = 2[3B, por tanto
N(3+2/-5)= (3+ 2/-5)(3- 2/~ 5F 3+ 5= 2

La demostracion de que esto es cierto es que
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D=b’-4ac=6°-4R9=-80-- 514 - A=-"

y, por tanto

X

_-btb’-4ac_6+y6 - 4129_ 6+-80_ & 4—_5:3+ 2/5
2a 2 2 )

2
5.3 Factorizar z= N(a+ h/+5) =6 y generar el polinomio minimo.

Los factores 2y 3 son irreducibles en z=a+ bi con ZDZ[i] y a,b0Q ya que, como
-5 1(mdd.4), el anillo de enteros de Q\/—_S es Z[\/—_S]

Supongamos que 1+\/—_5= (a+ b\/—_5)(c— d\/—_5), para a,b,c,ddZ, entonces
6=(a’ +5b°)= (¢’ + 5d°)
Si a@” +5b? es un ndmero no negativo, a° +5b’=1,2,36 6

Para N(1+\/:'3)= f + 50f Como (1+\/—_5)(1—\/—_5)= 6y (1+\/—_5)+ (1—\/—_5)= 2, la ecua-

cién generada es x> —2X+ 6= 0, con solucién Xx=1+ J5i. Podemos probarlo mediante
D=b’*-4ac=2"-406=-20--25 . A=-!

donde D es libre de cuadrados.

Para N(2+/-2)=2+ 2 Como (2++/-2)(2-v/-2)= 6y (2+~/-2)+ (2- 2/-2)= 4 Ia

ecuacién generada es X° —4x+ 6= 0, con solucién X= 2++/2i. Podemos probarlo mediante
D=b*-4ac=4"-4016=-8-22 . A=-.
donde D es libre de cuadrados.

Para N(3++/3)=3F - 30 Como (3++/3)(3-v/3)= €y (3+~/3)+ (3-+/3)= 6, la ecuacién

generada es X° —6x+ 6= 0, con solucién x=3* V3. Podemos probarlo mediante
D=b’-4ac=6"-4006=12= 23 - A=

donde D es libre de cuadrados.

Para N(5++/19)= 5 -193f Como (5+/19)(5-+/19k €y (5++/19)+ (5-+/19)= 10 Ia

ecuacion generada es X° —10x+ 6= 0, con solucién X= 51\/1_9. Podemos probarlo mediante
D=b*-4ac=10"-4006= 76= 219 A= 1
donde D es libre de cuadrados.

Hemos demostrado las representaciones cuadraticas limitadas de 6 en el campo complejo e
ilimitadas en el campo real.
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Ahora, supongamos que

N(3+/6)= (3+v/6)(3- 6)= ¢
N(2++/6)=—-(2+/6)(2- 6)= -
N(3-+/6)= (3-/6)(2+/ 6)=+/ 6

Si
(2+6)/ (3-V6)= (5+ 2/ 6Fp,
(2+/6)/ (2-V6)= 5 2/ 6} p,
entonces
3=(3-V6fp, = (3-V6f (5+ 2/ 6,
2=-(2-6Yp,=-(2-V6f €5 2/ 6
V6= (3-6)(2-6)p, = 3V 6)(>V 6) 5 ¥ |
de donde

6=(3+V6)(3-/6)(2+V/ 6)(2 6)¢ 1
Otra factorizacion la encontramos en
(V6)? BOL+i P(-i) =12+ P+ 2=6=2[3

5.4 Factorizar N(a+ b/3)=2, N(a+ B/3)=11, N(a K 3k 22y N(a ¥ 33 3:te-
niendo en cuenta que Q\/é.

Si p,q son dos nimeros primos, entonces para Q(J—pq), -pg=+/— P/~ Pa=—( p( § que

representa la factorizacién irreducible de dos nimeros algebraicos. En el mismo caso se en-

cuentra para Q(\/ﬁ), donde pq:\/Fq\/?q: -( p( 9.

Para N(a+ b\/é) = 2, admite como solucién 2= (1+ \/é)(l—\/?’))(— 1) Teniendo en cuenta que

J24/2= 2, resulta que 2=(1+ \/?3)(1—\/73)(— 1= NEW

Para N(a+ b\/é) =11, admite como solucién 11= (4+ 3/73)(4— 3/73)(- 1) Si tenemos en cuen-
ta que V11J/11= 11 tenemos que 11= (4+ 3/73)(4— 3/73)(- 1= V111

Para N(a+ b\/é) =22, admite como solucién 22= (7+ 3/?5)(7— 3/73) Si tenemos en cuenta

que 21/ 2011= 22 obtenemos 22= (7+ 3/3)(7- 3/ 3x+/2011/ 2011

Para N(a+ b\/§) = 33, admite como solucién 33= (6+ \/?3)(6— \f3) Si tenemos en cuenta que

31/ 301= 330btenemos 33= (6++/3)(6-+/ 3 =~/ 3114/3011.
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5.5 Sean z=1+2/-5y w= 2+/- 5dos numeros algebraicos. Demostrar que no tie-
nen factorizacién unica.

Los valores de las normas de los dos algebraicos son

z= N(1+2/-5)= 21y w= N(2++/-5)=9
Sea

Z_\;:(1+ 2/-5Y/ (2++-5)=-2+ 3/~ Ey %:9/(2+J—_5): 2--5

Los nimeros algebraicos generados pertenecen al anillo Qv -5, mientras que JzOz.

Como \/v_v=\/2+\/—_5

Similarmente para 7, obtenemos \/E donde k=2+3J/-5.
Con simples operaciones encontramos

Como N(2+3y-5)= 49y N(2+\/—_5)= 9, obtenemos

3=v-wy-W =y 2+/-5{ 2--5
7=k =\2+3/-5/ 2- 3/- 5

de donde

21=-wy-wy-kJ=k'=y2+-5/ 2-/-5/ 2 §-§ 2 §- &

Ya sabemos que 21= (1+ 2\/—_5)(1— 2/— B) Consideremos ahora el campo Q[a)] donde

-1++/-3
a)=—\/7 es una raiz del polinomio B, = X2 + x+1, entonces [Q(a)) :Q] =2. El determi-

nante de la siguiente matriz nos revela que

2

1 1
ALW)=|(-144=3) (1--3) =(iV-37=3
|2 2 |

lo que nos lleva a que si (1++/—6)(1/—6)= 7, obtenemos otra factorizacion de 21

21= (-i/-3Y (1+ /- 6)(/- 6 F°
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5.6 Factorizar z= N(a+ b/- D) =21y generar los polinomios minimos correspon-
dientes.

Los cuerpos cuadraticos correspondientes a Qv-D =2,3,5,6,7,13,17,21,29, son dominios
euclideos con el valor absoluto de la norma, esto es ¢(a) = N(&). Como se trata de cuerpos

cuadraticos imaginarios, los valores de D deben ser D s\/2_1, esto es
21-%=20= 25, 2% %= 17; 21 %% I 223, 21°4
Para N(1+2/-5)=f+ 502 = 21

Si p=(1+ 2\/—_5)(1— 2\/—_5)= 2.y s=(1+ 2\/—_5)+ @ 2/—_5)= 2 el polinomio minimo
f(x)=> — sx+ [resulta X* —2X+21= 0,con x=1# 2/5.

Para N(1+2/-5)=f+ 502 = 21

Si p=(2++/-17)(2-~-17)F 2.y s=(2++/-17)+ (2-+/—17)F 4 el polinomio minimo
f(x) = — sx+ [resulta X* —4x+21= 0, con x=2++/17.

Si p=(B+2/-3)(3- 2/-3F 2: y s=(3+2/-3)+ (3- 2/~-3)%= 6 el polinomio minimo
f(x)=> — sx+ [resulta X* —6X+21= 0,con x=3= 2/3.

Si p=(4+/-5)(4-/-5)=21 y s=(4++/-5)+ (4-J-5)=8, el polinomio minimo
f(x)=> — sx+ [resulta X* —8Xx+21= 0, con x=4+ J5i.

5.7 Factorizar z= N(a+ b/ D)= & - DB =2° y generar los polinomios minimos co-
rrespondientes.

Sea N(5++/17)=5 - 1Tt = 8 donde a+b=(5+/17)+ (5-+/17)= 1(y ab=8. La ecua-

cién generada es x> —10x+ 8= 0, con X=5+*+/17. Podemos comprobar que
D=b?-4ac=10"- 4B= 68 2017con A=17,
libre de cuadrados.

Sea N(1+\/—_7)=12+ 70f = 8 donde a+ b=(1+\/—_7)+(1—\/—_7)= 2y ab=8. La ecuacion

generadaes X —2x+8=0, con Xx=1+ J7i. Podemos comprobar que
D=b?-4ac=2°-4[B=-28- 207 con A=-7,
libre de cuadrados.

Sea N(4+2/2)= £ - 202 = 8 donde a+b=(4+2/2)+ (4- 2/ 2)= ¢y ab=8. Ahora bien,
el mcd(4,2)= 2, entonces (2+J§)(2—J§)= 2,y por tanto
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[(2+v2)2-V2) =8

. . ;. 2 — —
esto nos lleva a un polinomio minimo de X —X+2=0, con X= y una norma de

N(1+\/__7J=2

2

1+/7i
2

Sea N(10+ 2/23)= 16 - 2312= €donde a+b=(10+ 2+~/23}+ (10- 2/ 23F 2y ab=8.
Pero, el mcd(10,2)= 2, entonces (5+\/ZS)(5—\/_23)= 2y el polinomio minimo generado es
x* =10x+ 2= 0, con X=5J_r\/z%.

Como (5+\/?3)(5— \/?3)= zy [(5+\/23)(5— \/?3)]3 = 8 tenemos como factorizacién de 8

8=[ (2+v2)(2-V2)| =[ 5+ 23)(5-V 23) = ¢

En la obra de los profesores Alaca y Willians, Introductory Algebraic Number Theory, encon-
tramos la siguiente solucién:

Sea a = (5+/17)2+ (5-/17¥?0R entonces

a® = (5+/17)+ 3(5+/17® (5 178+ 3B 17 &/ 17+ &/ 1
=10+ 3G+ 17 (54 17F (B 177 9 5V 17

=10+ 3((5+V 17)(5 17¥fa
=10+ 8%a
=10+ G

por lo que @ es una raiz del polinomio ménico x° —6X-10DZ[X]. Por lo tanto @ es un

numero entero algebraico.
La solucidn algebraica de la ecuacion es

2
x1=2—21+(x/ﬁ+5);(—g——3,
(75
2(_@_1}
x2=(\/ﬁ+5);[@——1J+;12,x3:(\/T7+ ¥+ 2 -
P ey [+ §

1/3
Como [(5+\/1_7)(5—\/T7)] = 2 lafactorizacion de 8 es

(5+/17)(5-/17)= ¢
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Solucién que es coincidente con la forma cuadratica.

13.6 Factorizacion polinomio ciclotémico.

6.1 Polinomio ciclotémico: definicién

Se llama polinomio ciclotémico de indice n a @ (2)=(z— R)(z P)-..-( z p), donde
R, P,.... A son las K raices primitivas n-ésimas de la unidad en el cuerpo de los nimeros
complejos, siendo k= (n) la funcién de Euler. Los polinomios @, tienen sus coeficientes en

Z, son irreductibles sobre Q vy verifican que z" —1:H<I>n(z). Estos polinomios deben su
d/n

nombre al problema de la division del circulo en n partes iguales que equivale a la resoluciéon
de la ecuacion @, (z) =0. Las férmulas siguientes representan la factorizacién del polinomio

Z" —1 en sus factores irreducibles

Z-1=2z-1

72 -1=(z-1)(z+1)

Z-1=(z-1)(Z+ =z1)
Z'-1=(z-1)(z+1)(Z+1)
Z-1=(z-1)(Z+ 2+ =71
22-1=(z-D)(z+1)(Z2+ 21)(Zz- 1)
7' -1=(z-1)(Z2+ 2+ 2+ 2+ 7+ %1
2-1=(z-1)(z+D( 2 +1)( 2 +1)
2-1=(z-1)(Z + z+1(2 + 2+1)

Z2°-1=(z-D(z+1)(Z- 2+ 2- z)(Z'+ 2+ 7+ #1])

Mediante la inversion de la funcidn de Mdébius podemos obtener los polinomios ciclotémicos
mediante la formula

®,(2) =[] (2 -1y

d|n

donde W es la funcién de Mobius definida como
0 si d es divisible pofp patgun primo p
u(d)=<(-1)" sid es producto de r primostilitos
1 si d=1

Asi, los primeros polinomios ciclotémicos son
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®,(2)=2z-1

D,(2=(Z-1(z-)*=z+1
O,(2=(Z2-)(z=Y)" =2 +2z+1
®,(=(Z-3(2-1)"=2+1

O (2=(-Yz-Y'="+Z2+2°+ z+1

O (D=(2-)(Z-H)(Z-1)'(zDd=2"-2z+1
O.(=(Z-D)(z=V)'=2°+2+ 2+ Z+ %+ %1
(2 =(Z-D(Z-9)7"=2"+1

D, (2=(2-)(Z2-D7"= 2+ 2+1

O (=20 -1)(Z-Y Nz 1)'=2" -7+ 2- z1

En las siguientes tablas se recogen valores para las funciones de Euler y Mobius:

n |1]2]|3[4[5]6]7|8|9]10 11|12 ]13[14[15]| 16|17 |18 [ 1920
g(n) (1 |1|2|2|4|2|6|4|6| 4|10 4 |12|6 | 8|8 |16|6 |18]| 8

n |1|2|3[|4|5]|6|7|8|9 1021121314 |15 |16 |17 |18 [ 19|20
umn) {1{1}{-1|o|-1f{1|{-1fjofofl1|-1{o0|-1|1|1]0|-1]0]|-1]0

El cuerpo ciclotémico de indice n es un cuerpo de dislocacién del polinomio ciclotémico @ .
Se le denota Q, 6 Q(w,) con w, raiz primitiva n-ésima de 1 en C, siendo [Q, : Q] = (1.
Si z"=1, con (n=1,2,3,...) son las raices n-ésimas de la unidad, la solucién compleja viene

7ik/n

determinada por €™", con (k=0,1,2,...n— 1) dénde k y n son coprimos. El nimero de

raices primitivas diferentes viene determinado por la funcién de Euler ¢(n). Si n es primo,
entonces todas las raices n-ésimas de la unidad son, excepto 1, son primitivas, y tenemos

n

qan(z)zzzn—_l:f ¥
k=0

De hecho, por el teorema de Moivre, para la ecuacién z" —1=0, las raices n-ésimas de la uni-
dad son

1, eZﬂi/n’ e477i/r‘|, éﬂi/ﬂ A é(n—l)ﬂi/ﬂ
Cuya suma resulta
1+e271i/n+ e4711'/n + éﬂi/n + ..+ é(n—l)’?ilﬂ - O
6.2 Factorizar los polinomios z7"-1connc8 y?'-1 cong 5

A partir de la formula @ (2) = I_l (2% =2“ vamos a factorizar alguno de los polinomios
d|n

propuestos.
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Para ®,(2) = I_l (29 -2 tenemos

d|n

Os(2) = (2 -1 O(Z -1y (Z2-21O(2-21©
= ¢-0 -0 2= 2- # 1

o bien
IR o D € e N
(Z2-1D)(Z-1) (z=1(z1 2+ #1)
Para ®,(2) = |_| (2% -1)*D | tenemos
din
D.,(2) = 271zl 26+1=z“—22+1

GPP0)0, (F-1)(Z+1) Z+1

o bien

J2_q= (z%-1) _ 2°+1_

S EDZey Zel l 7t
Para ®,,(2) = I_l (2% —1*@ | tenemos
d|n
2.1 #-1  _ 7+1

®,(2) = =2-Z2+74- 2+ 72— %1

@88, (7 -D(z+D) z+1

o bien
-1 _Z'+1

24-1= =
(Z-1)(z+1) z+1

=-2+7- 2+ 2- #1

Para @, (2) = |_| (2% -2)*@, tenemos

d|n

7°-1 2°-1 42+l

P s FDF ) Feal ¢ ArrTErETEM

o bien

s _q_ (2°-1) _Z%+ z“‘+1=28_27+25_z4+2_31
(Z2-1)(Z+ z+1) 2+ =71
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Para ®(2) = I_l (299 -1)*@, tenemos

d|n
o (=2t = F41
.0,0.95
o bien
A6 1= (216_1): (216_1)

(-1 (z-1)(z+D(Z+1)( +1)
El resto de polinomios los dejamos como ejercicios de practicas.

6.3 Calcular algunas de las raices de la unidad de los polinomios ciclotémicos indi-
cados.

La ecuacion z" =1, donde las soluciones w=¢e*™"" son las raices de la unidad, a veces llama-
das nimeros de Moivre en honor a Abraham de Moivre (1667-1754). Gauss demostré que la
ecuacion ciclotémica se puede reducir a la solucidon de una serie de ecuaciones de segundo
grado cada vez que es un primo de Fermat. En 1836 el matematico francés Pierre Wantzel
(1814-1848) demostro que esta condicidn no es sélo suficiente, sino también necesaria. Una
"irreductible" ecuacidn ciclotdmica es una expresion de la forma

z’ -1
z-1

=7+ 22+ +1=0

donde p es primo. Sus raices z satisfacen a |Z|| =1.

A continuacion calculamos las raices de la unidad de alguno de los polinomios ciclotémicos si-
guientes:

Para ®,(2) = 2>+ z+1, las raices de la unidad son
(o= {z= oY

Como +/-1= i, probamos que las raices de la unidad se verifican
(/D) =1y () =[] =1

Para ®,(2) = Z* +1, las raices de la unidad son

{{z=-31{ 23}

Para ®(2)=2'+ Z + Z + z+1, las raices de la unidad son
{{22-5/—_1} { z= (—1)2’5} { z=-(- 1)3’5} { =€ 1)4’5}}

Probamos que las raices de la unidad se verifican como
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(/) =0 =, () =02 =1 () =y =i
(~5/=iy* )5 =(-1)°=-1,

Para ®,(2) = 2> - z+1, las raices de la unidad son
f{z=94{ 2=t 3 *}

Las raices complejas de esta ecuacion son

(eZm4/6)=_£+£ 6 _(e2ni4/6)=_1_ﬁ
2 2 2 2

donde comprobamos que

(B0

2 2 2

Para ®,(2)=2°+ 2+ 2+ Z+ Z+ z+1, las raices de la unidad son

({=-) fe= 7} { o=} { = 0} { 2o €7} { = ¢ 1)
Para ®4(2) = Z* +1, las raices de la unidad son

[fe=-4) {z= 473 {=-c27) { = e )
Para ®,(2) =2° + Z +1, las raices de la unidad son

(== = cor} { =-c ¥} { =- e 7} { = ¢ ]
Para ®,(2)=Z' - Z + Z - z+1, las raices de la unidad son

(2= =7} (= €7} { = c )
Para ®,,(2) =2* - Z +1, las raices de la unidad son

O I TSRS

J1++/3i
2o T 2

Las soluciones a la ecuacién z* - Z+1, son z==

gue comproba-

mos

33



Rafael Parra Machio FACTORIZACION GAUSSIANA Y CUERPOS CUADRATICOS

z- NANE] z- RENERE Z—ﬁ——l
V2 2 | T 2 2
e V3,81

des /Gt

Z—Q—EJ(zﬁﬁ——lJ: Z-7+1
2 2

i(i +v3) (i i -3) _

2 2

Para ®,,(2) =2° - Z +1, las raices de la unidad son
(=} {z=-c} {z=-c} { = e ¥} { = € 7} { =- ¢ ]

13.7 Factorizacion tnica en los anillos Zp.

7.1 Demostrar la equivalencia de 7x* — 2x+ 1= 7( x+ 2)( x+ 4)(m6d 11y calcular sus
soluciones si las hubiera 7.

Elinverso de 7 respecto a 11 es 8, por lo que
8(7x* — 2x+ )= 8(7(+ 2)(x+ 4)Mod.11F X+6 %8

ambas ecuaciones son equivalentes respecto al anillo Z,;, ya que el desarrollo de la segunda
equivalencia es (X+2)(x+ 4)= ¥ + 6x+ 8.

En cuanto a las soluciones modulares, tenemos
7X* —2x+1= X + 6x+ 8= 0(Mo6d.11) -~ = 7,9(Mmdd. 11 Z

7.2 Demostrar la equivalencia de 8x* — 8x+ 3=8( x+ 7)( x+ 33)(mdd.41 y calcular sus
soluciones si las hubiera 7.

Empecemos por eliminar el coeficiente independiente 8. Para ello calculamos la forma lineal
entre 8 y 41, a saber mcd(8,41)= 1= 8¢ 5} 41(1 Si ahora multiplicamos la equivalencia plan-

teada, tenemos
-5(8x* — 8x+ 3)=-5(8( x+ 7)( x+ 33))(Mdd.41F X+ 40% 2

donde ambas ecuaciones son equivalentes respecto al anillo Z,,, ya que el desarrollo de la
segunda equivalencia es (X+7)(x+33)= X + 40x+ 23. y respecto al moédulo 41,
x* +40x+ 26.

En cuanto a las soluciones modulares, tenemos
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8x2 —8x+ 3= X + 40x+ 26= 0(n6d.41)— > 8,34(Mod .41) Z

7.3 Demostrar la equivalencia de x* —4x* — 7x+ 5= ( x+4)( X + 11x+ 6)(m6d19 y cal-
cular sus soluciones si las hubiera O0Z.

La factorizacién de la primera equivalencia respecto al médulo 19, es
X2 -4x% -Tx+ 5= X+ 15X + 12x+ 5(mdd.19
El desarrollo de la segunda equivalencia respecto al médulo 19, es
(x+4)(X° +11x+ 6)= X + 15¢ + 12¢ 5(mdd.1€
por lo que ambas equivalencias son iguales.
Para las soluciones modulares, obtenemos
XX —4x’ - 7x+ 5= ¥+ 15X + 12x 5 0Mm6d.19)~ % 15Ma6d.19) Z

7.4 Demostrar la equivalencia de x* —3x—4=(x+1)(x+ 7)(X + 5x 5)(m6d13y cal-
cular sus soluciones si las hubiera OZ.

Comprobamos que X* —3x—4= X'+ 10x+ 9= (x+ 1)(x+ 7)(X+ 5% 5)
La solucidn a la ecuacién comun, es

x* =3x—4=x'+10x+ 9= 0(Mo6d.13) —~ > 6,12Mod.13) Z

Vamos a comprobar a partir de la primera ecuacidn si este resultado es cierto. Para ello utiliza-
remos la Regla de Ruffini.

10 0 3 -4
6| 6 36 216 1278
|1 6 36 213 1274 > | X' +6x° +10x+ 5= 0(m6d.13

Ecuacién generada X° +6X° + 36x+ 213= ¥+ 6X+ 10¢ 5Mmod.13

1 6 10 5
12 216 2712

|1 18 226 2717 > | % +5x+5% 0(m6d.13)

12

Ecuacién generada X° +18x+ 226% X + 5x+ 5(MAd.13 Efectivamente, la ecuacién no tiene

5+./5
2

0 Q.

Queda demostrado que las Unicas soluciones que admite la ecuacidon son 6y 12.

soluciones en Z, ya que X=
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7.5 Demostrar la equivalencia de z° -1=(z-1)(z+1)(Z - z+1)(Z + z+1)( modL) y
calcular la solucion ciclotomica si las hubiera OZ.

Empecemos por simplificar el segundo miembro de la ecuacién.

(z+1)(z-1)= Z -1y (Z2+ z+1)(Z - z# 1= 2+ Z+1
(Z-)(Z+ Z+1)= 2-1

luego, ambos miembros son equivalentes.
Para Z° —1 respecto a 11, como el mcd(6,11)= 1= 6(2¢+ 11{ 1)obtenemos

22 -11= 2 +10(m6d 11

que tiene como soluciones z=1,10(mdd.11)

Las raices N primitivas de 1 son aquellas raices enésimas, y sélo aquellas p,pz,ps,...,p" del
cuyos exponentes son primos relativos con n, siendo p

p=cos(27/n )+ sen(2/n i)

Para z° =1, tenemos

p=cos@r 3¢ sen(2/ 3F %i +£23i > =cos(27/ 3 sen(@/ BF —| +E
p° =cos(r)+sengr)i=-1, p* =cos(4 3¢ sen(#/ BF-= —%
©° =cos(57 3+ sen (B 3):2 ﬁ 0° =cos(r)+ senr)i= 1
De éstas, p°=—1y p°®=1son raices cuadradas de 1y p° = %+ﬁ,p = —; ﬁ yp®=1

son raices cubicas de 1.

7.6 Demostrar la equivalenciade Z°-1=(Z-1)( 72+ 2+ 2+ Zz+1)( mod3)
y calcular la solucion ciclotémica si la hubiera OZ.

El mcd(10,43)= 1= 10(13y 43(-3 por lo que Z'°-1= Z°+42= 0(m6d43 y tiene como so-

luciones z=1,42(mA4d.43)
Las raices enésimas de la unidad vienen determinadas por Coq2t7/10)+ Seri2 4 /10)
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K
oporeb
in an arn An
z=e, z=¢€*, z= ¢, = &, rz-1,
_Aim 8 _anm dn
z=eb5, z=e%, z=e%5, ZF= &, F
En ambos casos las raices de la unidad son la 52 y la 102.
z1( modl)y

7.7 Demostrar la equivalenciade 7 -1=(Z-1)( 2%+ 2°+ 2+ 7+ %+
calcular la solucion ciclotomica si la hubiera OZ.

El mcd(14,31)= 1= 14(-11y 31(5 de donde la ecuacién que determinada como
7 -1=7"+30= 0(mod 31)

que tiene como soluciones z=1,30(mbéd31).
Aplicando métodos anteriores, las raices primitivas y de unidad son

in 2in an an Sn 23
z=e’',z=e", €, z &, =z €&, =2z e, =21,
_sin _5n An _3n _&n in

T, 2 e, z e, =2 €&, = e, =72

7.8 Demostrar que (z+1)°(Z-D)(Z+ zD=(z1)( # 1( z+ 21)( mGLB) no es una

equivalencia ciclotomica.
Los desarrollos de ambos miembros de la ecuacion son

(z+D)(Z-D)(Z+ 0= 2+3 2+ =423 & ]
(z-D)(z+1*(Z+ 2= 2+3 72+ =4 23 %% +]

En ambos casos obtenemos una ecuacion idéntica, por tanto, queda demostrada la equivalen-

cia algebraica, cuya solucion es

-1++/5
2

Y no es una ecuacidn ciclotémica, ya que no es de laforma z" =1, o de la forma

z=+1

Z"-1_ . _
="'+ 77%4+,...+1=0
z-1
En cuanto a la solucién modular, respecto al médulo 19, es equivalente a

2+37+ 7+1572+16 %+ # 1= O( mbdl9

que tiene como soluciones z=1,4,14,18(m6d19).
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