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15. FUNCIONES ESPECIALES Y CARACTER DE DIRICHLET

15.1 Funciones Aritméticas

1.1 Funciones Aditivas y Multiplicativas.

Una funcién aritmética es una funcion de valores complejos definida en los enteros
positivos.
Decimos que f es una funcion aditiva si

f(mn) = f(m+ (), mcd m)=1
y es totalmente aditiva si no hay restriccién para my n
Decimos que f esuna funcidon multiplicativa si

f(mn) = f(m f(n, mcd mj)r1
y si es cierto paratodo my n, decimos que f estotalmente multiplicativa.
Sean f y g dos funciones aritméticas tales quesi f(1)=1y g(1) =0, entonces

1. f es multiplicativa si f(p? 0..0p7 )= f(p®)0..O0f (RF) v si es multiplicativa, es to-
talmente multiplicativasi f(p? Cl.0p% )= (f(p)) 0. f(R))F.
2. g esaditivasi f(p?0.0p%)= f(p?)+...+ f(R") ysies aditiva, es totalmente aditi-

vasi f(prO.0p%)=¢ f(p)+..+ e f( p).
1.2 Funcidon Numero de Divisores 7(n).

El teorema fundamental de la aritmética dice que, cada entero n > 1 se puede repre-
sentar como un producto de factores primos de forma Unica, salvo el orden de sus factores. Si

n se descompone en N=p;* - p;* -...-p;" entonces cualquier f multiplicativa verifica que

f(n)= H £(p%).

e,

Si N=p*-p5*-....p7 esladescomposicion factorial de N, el nimero de divisores de dicho
numero vendra determinado por

I =(6-DL.Hg - 1= |'l (e+1)
Por ejemplo, si 728= 2" B [41', el nimero de divisores vendra determinado por
1
T8 = |_l (r+1)(2r+2)(r+1)= 12

que son 1,2,3,6,9,18,41,82,123,246,369,7
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1.3 Funcidn Suma de Divisores o, (p).

La funcién o,(p) es la suma de todos los nimeros naturales divisores de n. Si p es pri-
(e+1)

p 1
-1
de p® con 0 < s < e. En consecuencia

mo, entonces o(p°®)= . Esto es asi porque los Unicos divisores de p® son las potencias

p(e+1) -1

€y — 2 927
o,(p°)=1+p+p +---+p p—1

Para todo numero real o complejo a y todo entero n = 1 definimos an(p):Zd”
dlp

como la suma de las potencias o« —ésimas de los divisores de n. Las funciones asi definidas se
llaman funciones divisor.

Para el caso particular de o,(p°) si observamos que los divisores de una potencia de

un primo p° son 1,p,p’,--,p° luego

nle+1) 1

0, ) =14p+p’ +ofpt =E =
p -1
Que la funcién o (n) es multiplicativa puede ser demostrado via ejemplo.
Si py g son nimeros primos entre si, entonces o,(pg)=o0,(p)-o,(q).
Si tenemos en cuenta que los Unicos divisores de pq son 1, p, q, pq, desarrollando

o,(pq)=1+p+p+pg=(1+p)+q(l+p)=(1+p)l+q)
de donde
0,1+ p)1+q)=0,(p)-0,(q)

Si 0,(3-7)=0,(3)-0,(7) entonces, 0,(3-7)=1+3+7+21=32=4-8=0,(3)0,(7), con lo que
queda demostrado que ¢, (n) es multiplicativa.
Por ejemplo, para factorizar 1000 = 23 - 53, aplicando la funcién divisor, se trata de

resolver 02(23-53):01(23)-01(53). La solucidn la encontramos en

22(3+1) 1 52(3+1) 1

0,(2°-5%)=
o ) 221 521

=85-16276 =1.383.460

Si recordamos que el numero de divisores es 7(n)=(e+1), que para nuestro supuesto serian
7(2*-5°)=(3+1)(3+1) =16, sumando los cuadrados de todos ellos obtenemos

0,(1000)=1% +2° +4° +5* + 8% +10* +20% +25% + 40% +50° +
+100% +125” +200” 4250 4 500° +1000* = 1.383.460
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1.4 Funcidn Indicatriz de Euler (n).

La funcién @(n) se define como el nimero de enteros positivos primos con N y meno-
res o iguales a N, esto es, la sucesién {1,2,3,...,n — 1} que son coprimos con n. Si la descom-

posicion factorial de nes N= p°- pb P, la funcién ¢(n)=n(1—il)D.[(ﬂ—pi) o bien

p,

$(n)=(p," —p," —1)[L.0p," —p," —1)
resulta
Pin°)=p°-p° -1 6 ¢(p) = p-1
En general, la funcidn Indicatriz de Euler puede ser expresada como

#(n) =[] @-4)

pin

¢(n)

observar que ———= es multiplicativa y que
n

e e_ el
¢(ri): p ep —1
p

'1:3_|H

Por ejemplo, para 720 =2* 3’ (5 obtenemos

$(720) =720(1-1)(1-1)(1-1) =720()(2) () = 720(&) =0 =192,

30
Este resultado podemos expresarlo como
$(720) = ¢(16) [P(9) P (5) =16(1/2)B(2/3)B(4 /5) =8B =192
demostrandose que la funcion @(n) es multiplicativa.

Una de las propiedades de la funcién ¢(n) es que si n > 1 entonces, la suma de los en-

o . . . 1
teros positivos menores o iguales a n y relativamente primos con n es 7(p) :En¢(n).

1.5 Funcidon Mobius p(n).

La funcién de Augustus Ferdinand Mdobius (1790-1868) destaca que £(n) = 0O si, y sélo
si, n es divisible por un cuadrado distinto de 1. Las propiedades son que si n = 1 entonces
p@ =1, si n=p, [p, [L.LP, con p; primos distintos, entonces 4(N) =(=1)" vy, si & |n,
para algun N >1 entonces, p(n) = 0.

Esta funcidn, que para algunos autores es la mas importante dentro de la teoria anali-
tica de los numeros, puede ser definida como

()" = (1" sio(n)=Q(n)

M) = { 0 8i(n)<Q(n)
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donde w(n) obtiene el nimero de primos distintos que dividen al nimero N, y Q(n) obtiene
el nimero de factores primos de N, incluyendo sus multiplicidades. Claramente se denota de
que aw(n) < Q(n).

45

Por ejemplo, para 1 (45) = po = 0. Si ahora consideramos que 45=5[9, entonces

H@A9) =) u®) =0

ya que para U(5) =(-1)"=-1y para x(9) =0 luego (45) = u®)[x©) =(-1)[0=0.
Queda demostrado que la funciéon (n) no sélo es multiplicativa, si no que p* esla

funcidén caracteristica de los libres de cuadrados, esto es, los no divisibles por ninglin cuadrado
mayor que 1.

Vamos a probar la relacion de esta funcion con ¢(n).

Sea go(n)zz(n—lk) donde k recorre todos los enteros =n. Si nz1, tenemos
k=1 4
1] |1 sin=1 _ L - .
Z,u(d): == ) , féormula de la funcion de Mobius claramente cierta n=1. En la
T n 0 sin>1

suma Z,u(d) los Unicos términos no nulos proceden de d =1 y de los divisores de n que son
din

producto de primos distintos.
Para un divisor d de n fijo podemos sumar respecto de todos los k tales que 1=k=n
si,y sélosi, 1=g=nld, porlotanto

PN =32 D pld) =)y 1= )

1.6 Funcion de Mangoldt A(n).

La notacion A(n) se conoce como funcién de Mangoldt en honor a Hans C.F. von Man-
goldt (1854-1925), matematico alemdn que la adaptd de otra descubierta por Nikolay Bugdiev
(1837-1903), matematico ruso que la descubrié. La funcion Mangoldt se expresa como
A(n)=In(p) si n=p", con p primoy k=1, o A(n)=0, en caso contrario. La funcién Mangoldt
cumple la siguiente identidad donde logn = Z/\(d) que es lasumalos d que dividena n.

din
Por ejemplo, para log18= Z/\ d). Como los divisores de 18 son 1,2,3,6,¢y 18, tenemos

d|18
que logl8= Z/\ @)=A@Q+AN 2N BrA (6)- N\ (9% A (18 que es equivalente a
d|is
logn= Z/\(d) =0,log2,log3,0,l0g3,&6 log@2 3 3) log:
dnis

1.7 Funciones de Chebyshev 4(x) y ¥(x).

Las notaciones (x) y ¥(x) se conocen como la primera y segunda funcién de Chebys-
hev en honor a Pafnuy L. Chebyshev (1821-1894), matematico ruso que la descubrié. Se deno-
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tan como 9(X) =Z|0g p= Iogl_l py ‘Il(n):Zklog(p) y su relacién con la funcién de Man-

psx p<x n=x

goldt A(n) es que \I/(n):ZA(n).

nsx

La equivalencia entre ambas funciones viene determinada por

W)= > 9(x)

m<log 2x

Las funciones U(x) y ¥(x) cuentan el nimero de primos p <x vy las potencias principa-

les p*<x, respectivamente, con peso especifico de p. Claramente se observa de que
H(x) < P(x).

Estas funciones se usan frecuentemente en pruebas relacionadas con la distribucién de
los numeros primos.

Por ejemplo, para

3(10)=log2+log3+log5+log7
P(10)=3log2+2log3+log5+log7

1.8 Funcion de Liouville \(n).

Se denota como A(n)=(—1)"" la funcién Liouville en honor a Joseph Liouville (1809-

Q(n)

1882), matematico francés que la descubrid. La funciéon A(n)=(—1)" es completamente mul-

tiplicativa. Para cadanz=1 tenemos

> Ad)=

din

1 si n es un cuadrado
0 si n no es cuadrado’

ademas /\_l(n):‘u(n)‘ para todo n.

Para Z)\(d) =(1,2,3,6,9,18)={1,-1,—-1,1,1,-1}=-1

diig

1.9 Funciones Factor Primo w(n) y Q(n).

k
Sea n:pr" con numeros primos distintos p,,...,p,, entonces se define
i=1

,
Q(n)= Za,. como la funcién cuenta factores primos, distintos o iguales, en la que se descom-
i=1

pone un nimero como producto. Dado que £2(1)=0, esta funcién no es multiplicativa pero,
como los factores primos que aparecen en un producto de dos nimeros, m y n, son los que
aparecen en m mas los que aparecen en n, se tiene m-n)=QmM)+Q(n) luego,

gt = g MmN — M g% gue si es completamente multiplicativa.
w(n) w(n)
Sea n=||p" vy Q(n):Za, como la funcién que es igual a la cantidad de factores

i=1 i=1

primos diferentes que dividen a n. La funcién a

w(n)

es multiplicativa. Si m y n no tienen facto-
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res comunes, los factores primos que los dividen son distintos y entonces

w(m-n)=w(m)+w(n) y por tanto ™" = g™+ = gmMgein,

Por ejemplo, 18= 2[B tiene como solucién Q(18)= 3y «(18)= 2 ya que en el primero 3 fac-
tores, uno repetido, y en el segundo son dos factores primos, sin repeticion.

15.2 Funciones Eulerianas y afines

2.1 Funcion Gamma (¥*)

Se trata de la funcién Euleriana de primera especie o funcion gamma que se denota
por la notacion de T'(z), notacién ideada por Adrien - Marie Legendre (1752-1833). La funcién

o0
gamma tiene como expresion fo x*te* dx si x>0 y z> 0. Es una funcién que extiende el
concepto de factorial a los nimeros complejos. Si la parte real del nimero z es positivo, en-
o0
tonces la integral I'(2) :j; Xte* d converge absolutamente, si N es un entero positivo,

entonces I'(N) =(n—1)!, lo que demuestra la relacién de esta funcién con el factorial. De

hecho, la funcién gamma generaliza el factorial para cualquier valor complejo de n.

(*) La funcidn gamma fue introducida por primera vez por el matematico suizo Leonhard Euler (1707-
1783), con el objetivo de generalizar la funcién factorial a valores no enteros. Mas tarde, fue estudiada por ma-
tematicos tales como Adrien-Marie Legendre (1752-1833), Carl Friedrich Gauss (1777-1855), Christoph Gudermann
(1798-1852), Joseph Liouville (1809-1882), Karl Weierstrass (1815-1897), Charles Hermite (1822-1901, entre otros.

Algunas de las propiedades de la funcién gamma son:

I'0)=cc

ry=1

'(n+1)=n!6 I'(n)=(n-1)!

I'(n+1)= nl'(n), es la férmula de recurrencia.
I'(p)=(p-1) I'(p—1), para p-

F(p):fooc xPte * dx 6 también T'(p) :2f000 P le ™ dx
N fr=2[Te®
F(z)—\/;—Zj; e’ dx

Por ejemplo, para n=0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, obtenemos:

T(0)=co, TM=1LT (2= 1> (2 Dk 1

I'@)=2— (3- 1= 2, T (4= 6 (4 1= ¢

[(5)= 24— (5- 1)k= 24; T (6 120> (6 Lt 12

I['(7)=720— (7- 1) 720;T (8- 50406- (8 1 50
T(9)=40320— (9- 1= 40320 (16} 362880 (10 2)! IED

Por ejemplo, para p=2,3,5,7,.. obtenemos:

r@=["x"e*de1 r=2 e del

r@=[ x'e*de=2; r@=2[ e de2
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rs)= j X le dx= 24; r(5):2j: %G & dx 24

r(7)=[ x"e*dx=720; T ()=2[ X" e de72C
Por ejemplo, para p=1/2,3 2,3 3,.. obtenemos:

ry2=vm-rg2=9 e de=Jn

F(3/2)=% N I_(S/ 2)= ]Lme_><2 dx:g
F(5/2):¥ ~TEH2=@3 3.[:9- dx:i_ﬂ _1__351/’

22 4

2.2 Probar que '(}/2) es un nimero trascendente.

Sea p un numero real tal que 0< p< 1. La funcién gamma I'(p) verifica la igualdad

T 2
I'(p) T'(1— p)=———, llamada férmula de los complementos. Como [F(%)] =mx de donde
sen pr

oo 2
F(l) :\/; =2 e dx esto prueba en particular que I'(3) es un nimero trascendente.
2 0 2

2.3 Calcular la funcién (13 2).

Tenemos que D['(&)= 11975311 (1) — 10395 [ _ 10395 Eqte mismo resultado podia-

mos haberlo obtenido aplicando alguna de las integrales, Oxx%s_le”‘ dx:w

64
2[5 e * e 10395
2.4 Foérmula de Duplicaciéon para nON.
La férmula de duplicacién es un caso especial del teorema de multiplicacidn, asi
1) (- 2)( 0o 2) [ 5532
F(n+§j—£n 2)(n 2][ ZEFZEFZJ\/TT
=2£n (- )(B- 3).5 BT
- (2”)'\/7—_[

2%"n!

Por ejemplo, para '(4+1/2)

ot
HBZF( 3 2Er293r( j

7 geclr( - o hn-L09n
2222 16
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22[44[

(2m)! 105/—
(ae)erl3)- G-
Por ejemplo, para I'(3+5 2)

(o3 (s)- 242

{32220

2755 32
2.5 Calcular la funcién B(p,q), para p=3,q=7.

Se trata de la funcidn Euleriana de segunda especie o funcion beta que se conoce con

1
la notacién de B(p, 0). La funcidn beta tiene como expresion j; xPH(1-x)"" dx, es decir,

B(p.9= [ "3 (1™ dxpara p,q> 0.

Algunas propiedades de la funcién beta son:
B(3.3)=m
B(p, 9 = B(g P, concepto de simetria.
B(p. =% B(p+1 g-1), conp- 0, ¢ I
F(p)(q)=T(p+q)B(p,q)
- e L (Pr(a)
B(p.g)=| ¥*(1-X""d
I r(|O+ a)

e (P~D(q-1)!
(1+ ><)‘”q (p+a-1)!

B(p.o=]

B(p.a=["

(1+e )p+q o

Aplicando los valores planteados para B(3,7), demostramos las propiedades de esta funcion:

1 1
B(3,7)=#B(B+17- 1)= 2—
3.7)= S a 504 252

F(3)(7)=T(3+7)B(3,7) =2 720 =362880 GZE =1440

rer{)_2mz0o_ 1

B3,7)=[ (1~ xJ" Ldx= _
0 r(3+7) 362880 25:

e X @-D7-D 1

B@3.7)= j @+x*7 mx_jo @+x)*" T (B+7-1) 252
x3 e e?<7 3 1
B(3 7) I_WWWX—I_WWWX—Z—SZ
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2.6 Calcular la funcion B(p, g), para p=2, q=+.

W 15V 315
5 7y POTQ) _ GWmGSr) 3 38 5
Tenemos que B(3,7)= TGl T(6) =Ty T 120 — 256

Igual resultado podiamos haber obtenido de aplicar la funcién integral

1 g . too eX5/2 37_‘_
BS.)= [ ¢ (x-1)" tax= [ reye 7 ¥ 256

2.7 Calcular la funcién B(3,2).

Primero calculamos la funcién gamma y después la funcién beta:

Fa
B, 9= DI _ o _ G
202/ 7 1@y T T T@) T @nr 39916800 256

Por la funcidn integral

B(2 9)— 1X3/271 )92 g = [ x®2 d— o
5’3)—j; (x-1) X—fo L+ X722 256

2.8 Calcular la constante ()).

Conocida como constante de Euler - Mascheroni, (**) se ignora su naturaleza aritméti-
ca, es decir, si es racional o irracional, algebraica o trascendente, si es claro que tiene cierta
importancia en teoria de nimeros.

. 1 1 1
La sucesion tiene como valor, v = lim 1+E+§+...+—— Inn|= 0,57721€ En notacion su-
n

n—oo

m
matoria podemos expresarla como v = Z% —Inm
k=1

(**) Lorenzo Mascheroni (1750-1800) fue un matematico italiano que logré una aproximacion geométri-
ca del nimero 77, denominado método de Mascheroni. En el afio 1790 publicé Adnotaciones and Calcu-

lum Integrale Euleri, un célculo aproximado de la constante (), que tiene un valor aproximado de
0,5772156649015328606065120900824024310422....
2.9 Calcular la funcién (z), para z=1,2,3,4,..

La funcidn digamma (n) se define como la derivada del logaritmo de I'(n) vy tiene

como expresion (2) = dlndF(Z) :11:((22)) que podemos escribir como i—k(kj—_l 1)_7
z k=1 Z—

donde « es las constante de Euler y k un entero no negativo.

er = _
Si usamos la expresion N'(z) =— rl 1+2) 1&" donde y es la constante de Euler - Masche-
z L

roni, podemos tomar el logaritmo In(I'(2)) =-yz—-In Z—Zln(1+—§)— Z 1y derivando respec-

n=1

to de Z, obtenemos
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N S = z-1
=—y-1+YInE-L)=—-p+) ¢-—L1)= _
I/I() y z ; (n rH—z) y é(k # k1l ;lk(k_l_z_l)

Dando valores a z, obtenemos

§ 2ol 31125 137 49 363 761 7L
P k(k+Z 1) 2'6'12" 60' 20 140 280 25

De haberse utilizado la funcién PolyGamma del programa Mathematica, el resultado hubiera
sido:

3 11 25 137 49 363 761 = 7129
Tabld PolyGamnjald 100} =-yl-y—-y—=-V—V— V= Vi— Vi Vi
¢ PolyGammald i = ¥ e T 12 0 20 V140 " 280" 2520

donde y denota la constante de Euler - Mascheroni.
2.10 Calcular la funcién ¢,(z) para n=1y z=1,2,3,4,5,6,"
En matematicas, la funcidn poligamma de orden N se define como
Y2 =) W(=(F" logl (2
donde

_r'a

W(2) =4ho( “T®

es la funcién digamma.

Para ,(2), con z=1,2,3,4,5,6, obtenemos:

7\ (7 [(7_5)(n*_49)(n*_208) (n*_ 5269 (m*_ 536
6’6'64’636’614’6360 6 360!

Otra forma de calcular la funcién poligamma es

> (-)™n! & (-)"' 5369
) Z n+1 Z +1
< (k+z-1)"™ S (k+7-17" 6  360C

cuando ¢, (7).
2.11 Calcular la funcion (z), =(5,7).

Se trata del simbolo factorial creciente (z), de Pochhammer(***), que tiene como de-
(z+ n=1)!
(n=1)!

Aplicado a nuestro caso, (5), =7(7+ 1) ... (H 5 1E=

sarrollo (2), = n(n+1)-... (4 z- 1)=

(5+7-1)! 11

— == 5544(
(7-1)! 6!

10
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(x+ n—l)!: I'(n+ 2

La funcién (2), tiene la propiedad de (2), = (n—1)! T(n)
n—1)! n

, que podemos

!
comprobar, (2), = F(;(;L)S) = 1;((172)): %': 55440

_(h=1! (51!

= = = 55440 donde
B(zn B(7,5)

Otra de las propiedades de la funcién (2), es que (2),

B(z n) es la funcion beta de Euler.

(***) Leo August Pochhammer (1841-1920), fue un matematico prusiano, conocido por su trabajo sobre
funciones especiales. Introdujo el simbolo Pochhammer, usado hoy en dia para expresar funciones hi-
pergeométricas.

2.12 Demostrar los primeros valores de (z), para n entero y positivo.

Si N es un entero positivo y (2),, es el simbolo de Pochhammer, para los distintos valo-
res de N se generan los siguientes polinomios:

(2),=1

(9,=12

(2,=24z+1)= 2+ :

(2,=42z+1) (2 2)=2+3Z7+22

(2),=2(z+1) (z+2) (z+3=2"+6Z7+11%+ &

(2);=22z+1) (2 2) (# 3)( #4)=2"+10Z' + 352+ 507+ 24:

Si resolvemos la ecuacién z° +107' + 357+ 50Z+ 24z C obtenemos como soluciones:

Zl:O! ZZ:_l! z= -2, Z= -3, = -

Las soluciones de estos polinomios recorren todo el sistema completo de restos respecto al
grado de dicho polinomio. Dejamos en manos del lector la comprobacién de esta aseveracion.

15.3 Funciones Especiales

3.1 Series de Dirichlet.

o0

En matematicas, una serie de Dirichlet es toda serie del tipo Z—Z, donde sy a,,

n=1
n=1,2,3,... son numeros complejos. Las series de Dirichlet juegan un papel muy importante
en la teoria analitica de los numeros. Se llama Dirichlet en honor a Peter Gustav Lejeune Di-
richlet (1805-1859), matematico aleman.

Son series famosas de Dirichlet

¢(s) :Zn_]; qgue es la funcién zeta de Riemann, donde para s=2,4,6,8,10,.. obte-
=1

1 27 P

nemos ¢(§) =) —=—,———— ...
<) len 6 90’ 945 9450 93555

11
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( ) z , donde w(n) es la funcion de Mébius. Para s=2,4,6,8,10,. obtene-
C S) m

mos —— = z& 6 90 945 9450 93555 ..que se conoce como inversion de Mdbius.

(s) ~ 5 2

C(S(_)l) :Z¢r(lsn)’ donde ¢@(n) es la funcién Indicatriz de Euler. Para s=3,4,5,.. ob-
S n=1

tenemos

C( "1) z¢(”) 7 9(@3) 7t 94% (5) m° 9450 (7)
“ o 6¢3 7 "9 & '9g (7)) T

o
. . . n ,
Quizas la mas famosa de las series sea L(x,s)= g X(s ), donde x es un caracter de

Dirichlet y s una variable compleja cuyo componente real es >1. Esta funcién tiene como
(0"
identidad L()Y, S)l_l (1—)(—5] donde se demuestra que existen un numero infinito de
p Y

ndmeros primos en cualquier progresion aritmética de la forma ax+ b con (a,b) =1.

Un caracter de Dirichlet es una funcién aritmética completamente multiplicativa x(n)
tal que existe un entero positivo k con x(n+ k)= x(n) para todo n y x(n)=0, siempre que
mcd(n,k)>1. Para el caso particular de la progresién 4k+1, donde

) (=212 para n impar
n)y=
X 0 para n par

es decir
x(n)=1si 4k+1y x(n)=—1 si 4k+3

Es facil comprobar que x(m-n)= x(m)- x(n), es multiplicativa.
La funciéon L(y,s) se define como

<, x(n) 1 1 1
L, s)=Y AF=1-"4 -
(X ) por nS 35 55 75

La Identidad de Dirichlet toma la forma de

p;°p;

donde p; son nimeros de la forma 4k+1y p, son nimeros de la forma 4k +3.
En definitiva, obtenemos

10

Cg_Noxn)
L(k'j’s)_; e g SB) C( ) 945 945 C(7) 9450 ), 93555

donde k es el médulo, j eselindicey S esun complejo arbitrario.

12
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3.2 Funcion Zeta de Riemann

La funcién ((S) es conocida como funcién Zeta de Riemann y estd intimamente ligada
al estudio de los nimeros primos. Definida para nimeros complejos s, su especificacién es

OO0

1 .
((s)= Z—S que converge absolutamente si s>1, donde S=0 + it tales que o >1. Su con-
n=1 n

cepcién actual se debe al matematico aleman Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866)
no obstante, desde Euclides (afio 300 a.C.) se sabe que la sucesidn de nimeros primos es infi-

- 1
nita. Arquimedes (287-212 a.C.) pudo probar que la serie Z—n =§ es convergente, es lo que
n=1
ahora se llaman series geométricas. Por otra parte, Nicole Oresmes (1323-1382), el que fuera
obispo de Lisieux, en sus obras De Proportionibus Proportionum y Algorismus Proportionum,

prueba que la llamada serie armodnica Z— es divergente, ya que
n=1

1 1 311 25 137

~n 12612 60

En el afo 1672 se publica en Italia un libro sobre la cuadratura del circulo denominado
Il Problema della Quadratura del Circolo, de Pietro Mengoli (1625-1686), un clérigo matemati-
co formado bajo la influencia de Bonaventura Cavalieri (1598-1647), donde ataca por primera
vez el uso de las series infinitas mediante la suma de una serie arménica alternada

(_ 1)1+1

n

+...

Pl

1 1
e e
2 4

Wl

donde

n+l

i% - log(2)

En 1730 Leonhard Euler (1707-1783), comienza sus trabajos sobre la funcién zeta de

. . . 1 .
Riemann. Sabe por estudios anteriores que Z— no es convergente, sin embargo la suma de

n>1

los reciprocos de los numeros cuadrados converge hacia un valor interesante, esto es

1.7
2—2 Y y lo prueba

n>1

49 205 5269 5369 266681
"36 144 3600 3600 1764006

donde

538 _ 266681 7, 491380<1 511797<1 6449;
3600 176400 6

los nimeros convergen pero muy lentamente.

13
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En 1749 las observaciones de Euler de que el producto

donde p recorre todos los nimeros primos P y n los nimeros naturales, sera el comienzo

de las investigaciones de Riemann sobre esta funcién.
Por ejemplo, para ¢(S), s=2,4,6,8,1(obtenemos

2 , 4 10

1 =1
(@=> =5« ):Z;F (6)_ C(8)_9450 ~ 93555

n=1 n n=

Existe una relacion importante entre la funcidn zeta y la funcion gamma. La funcién

1 %0 xt 3
zeta la podemos expresar como ((S)=—— dX o como ((s)= Z—S Por otra parte,
I'(s) € — =in

la funcién gamma puede ser I'(s) = (s—1)! o T'(s) :fts te'dt
0

Por ejemplo, para s=4,8,...obtenemos

Para I'(4)= (4— 1)\= f “t* et dt= 6.

Para [(4)= (8—1)l= f t*%e ' dt= 5040
~ 1

Para ((4)= Zn“ fex 1 90

Para C(B)Zzn f 9450

n=1 O

En el caso de que S sea racional, operamos como si fueran enteros.
Ejemplo, para s=3/7,11 7,.. obtenemos

Para [(3/7)= (37— )= fo “t¥7 e tdt= 2,067512.

Para TAY 7)= (11 7- D= [ """ e dt= 0,8906177

Si [(6)=(6-1)!=120 {(6)—i(éi—w—6 donde 120E|i_@ también se cumple que
Y ST e T s 945 &' Ped
e _s8nt

r@e}e®=|, o " 63

14
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3.3 Funcion Zeta de Hurwitz

En matemiticas, la funcidn zeta de Hurwitz es una de las muchas funciones zeta que
existen. Fue descubierta por Adolf Hurwitz (1859-1919), un matematico aleman que la definio
formalmente para un argumento complejo S y un argumento real a como

(LW

Por ejemplo, para S y a=1, obtenemos

{(2s1)= Z

1 AR A 0 e M 3617
6

<(k+1)% 690’ 945 9450 93555 638512875 1824332856415685 0

kS 78 m 8n
Si T'(8)=(8—-1)!=504C 8,1 donde 5040F4—=— bi
i r@)=38-1) y ((8,1)= ;(n—i—l) 945 onde YRR , también se

cumple que

151z

re}¢ey=| 21 _2 dz=

8rr

3.4 Funcion Zeta de Lerch

La funcién Lerch transcendente es una funcién especial que generaliza la funcion zeta
de Hurwitz y el polilogaritmo, por lo que también es conocida como funcidn zeta de Hurwitz -
Lerch. Su descubridor fue el matematico checo Mathias Lerch (1860-1922) y se denota como

1,z Z
(n+a) a (a+tl)® (at2)®

®(z,5 9= Z

Por ejemplo:

0

935%

Para ®©(1,10,1)= Zis = es la funcién zeta de Riemann.
n=0 n

Para ®(1,4,) = Z( e D) —% es la funcién zeta de Hurwitz.

Para ®(-1,5.1) :i )" ( _ 21‘3)((5)2 151(6(5), s=5, es la funcién 77(n) de Di-

o (_1\n-1
richlet. La funcién eta de Dirichlet se define como 77(n) = Z% =(1-2"°)(9).
n

n=1

n-1
(=1 =2°0(s2)-2°¢ (S,’ﬂ—ﬁ s= 7 es la funcién beta

Para ®(-1,53) = Z(z e 1y 144

de Dirichlet.

15
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6-1-3 6 6
Para CD(1,6,3)=LJA t—e_tdtzi —%+ﬂ =_£5+L donde I'(n) es la
()% 1-1e 120 8 63 @ w5

funcién gamma de Euler.

3.5 Serie de Farey

La serie de Farey de orden n, Fn, John Farey (1766-1826), se define como la serie as-

cendente de todas las fracciones irreducibles entre 0 y 1, cuyo denominador no excede de n,
esto es, la fraccion a/ b pertenecera a la serie de Farey de orden nsi, y sélosi, 0<a<b<ny

mcd( g B =1. Se llama mediana de dos fracciones a/b, c/de Q, lafracciéon (a+ c)(b+ d).
Las series de Farey cumplen las siguientes propiedades:

1. Dos términos consecutivos de F,, a/h, a,,/b.,, cumpleque b +h,, > n
2. Sin>1entoncesen F,, las fracciones consecutivas no tienen el mismo denominador.
3. Dos términos consecutivosde F,, a/h, a,,/b,,, cumple que a_,h —ab,, =1.
4. Tres términos consecutivos de F,, a/h, a.,/b, a,/b, cumple que
4._8+18,
b, B+bh.,

5. El nimero de fracciones irreducibles con denominador 1< m< nes ¢(m), de modo

n
que el numero total de fracciones en la serie es de N, =1+ Z¢(n) y la suma de

k=1
1
ellasvale 3N,.
Por ejemplo, para F,, n=1,2,3,4y 5obtenemos
. 0 . .
Para F: 2.3 Términos extremos.
Para F,: 2,33 Se intercala un término
- 01121 : L
Para k. 1,535 Se intercalan tres términos
. 0111231 : . P
Para F,: T.2:5%25am1 Se intercalan cinco términos
- 011121323341 ; Armi
Para Fy: 1,535 8 35r3rarsiy  Se intercalan nueve términos

Por ejemplo, calcular las fracciones de la serie F,, n=7 Yy 9y demostrar su relacién con la fun-
cion Indicatriz de Euler ¢(n).

Para n=7, al ser nimero primo, w(?):?[g]: 6 numeros primos con 7, esto es,

{1,2,3,4,5,6 las fracciones de F, son

11776757 4777375777 2777157717147 5767 7711

Observar que en los numeradores se repiten todos los nimeros de la funcién ¢(n).

Para n=9, como 9:32, @(9):9[%]:6 ndmeros primos con 9, que son

{1,2,4,5,7,8
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01111121213 23 415 _435_253 7_45 6_7_8_1
Para Fy tenemos 7,g, g, %, 5rgraiziaiaisrrrorarar 116 61 4 7 a1 35 5 T 8 9

Observar que en el numerador, aparte de los nimeros generados por (n), se repite el 6 co-
mo multiplo de 3 y éste como multiplo de 9, niUmero propuesto.

3.6 Probar la relacion en las funciones ¢/(n,s) y {(n,s), para s=3,5.

La relacion que vincula a las funciones poligamma y zeta es que se igualan como
@, (n9=0(n+1,9=% (k+ §°
k=1

luego, para resolver (N, s) tendremos

-p**un _ 5 _~ (=pTtu 205 7
4,(3) = ;(k_l_s) 1)1+1 4+ 6 y ¢ (5 _;(k+5_1)1+1_ 144+ 6

y para resolver {(n,s),

(a+19=3 (kr3y =2+ 7y 2019 = D (k)™= 208, 7

3.7 Probar la relacion entre las funciones digamma y poligamma

Esta funcidn (/(2z), estudiada anteriormente, se denomina funcién psi o digammay se
define como ¥(2)=d/ dzZnT'( 2= d dZ'( )ZT'( )zsuponiendo que la parte real z sea posi-
tiva, esto es, que el argumento de z sea menor que 7/ 2. Para su solucion podemos utilizar

dt+1

7 i t
‘[(t +z)(e*t tzz{(ﬂ (& 11
2z

In(z) -

o también

w2 = Zk(k+z )

k=1

Las funciones ;,(n, Z) denominadas poligagmma, representan derivadas sucesivas y se
definen como ,(n,2)=(d/ d2"¢(n 3=( d dZ™ InT( ): siendo n el orden de derivada y
suponiendo que z no sea cero o entero negativo. Si n es igual a cero, entonces, 1,(2) = ¢( 2.
La solucidn se puede plantear mediante

00 1 n+1
wm=3 I
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3.8 Probar la relacion entre las funciones Indicatriz de Euler y zeta

Recordemos que ¢(Nn) = m%-%-...-ﬁ) es la funcién de Euler. Si hacemos que

Z

H(:H_ 20 4 2(p) <~ _|_ .) resulta que H - 425(;)1).

1—25

3.9 Probar la relacion entre las funciones Maébius y zeta
Recordemos que p(n) es la funcién Maobius que es 0 si no tiene algun factor cuadrado,
(—2)" si n es producto de r primos distintos o, 1 en los demds casos. Si comparamos las sumas

o
de ambas funciones, Z"r(] Z L ——1

&
n=1
3.10 Probar la relacion entre las funciones Mangoldt y zeta

Se conoce como funcidn de Von Mangoldt a A(n) que se define por A(n)=In p si
n= p* conpprimoy k>1 o por A(n)=0 en caso contrario.

A(n)

Como ((s)= Zni, si ahora derivamos respecto a s la igualdad In{(s) = ZW’ obtenemos
= n=
! )
S - L . .
CC(( )) = _Z A{:S), con lo queda demostrada la relacién existente entre ambas funciones.
S n=2

3.11 Probar la relacion entre las funciones 7(x) y ¢(9)

La funcion w(x) se relaciona con la funcién ((s) porque In¢(s)= Sf ETX(SX 5 dx El

teorema de los nimeros primos afirma que para grandes valores de x, esta funcion esta
préxima a 1%, lo que quiere decir que lim - o) — 1,
X—00
3.12 Demostrar que para todo entero N=>1, existe por lo menos un entero m dife-
rente de N tal que o(m)=p(n), siendo ¢(X) la funcién Indicatriz de Euler.

Se trata de la conjetura o hipdtesis de Robert Daniel Carmichael (1879-1967). Aunque
laborioso de encontrar, hay muchos, lo que no se sabe si su conjunto es finito o infinito.
Probemos con el 7 y el 14. Para ¢(7)=T7(=*)= 6y ¢(14)= 7&*- =)= 6. El primero es pri-
mo, por tanto tiene tantos primos con él como nimeros compongan su sistema completo de
restos. El segundo es compuesto 14= 2. 7, luego tomamos dos numeros en el desarrollo y ob-
tendremos 6 ndmeros {1,3,5,9,11,18 que son primos respecto al nimero 14.

Por este procedimiento pueden encontrarse algunas parejas como

2(25)= »(33)= 2( | p(61)=(77)= 6C| »(203)= ¢ (215)= 16!
(41) = (55)= 4C | p(84)= ¢ (90)= 2Z | L (488)= ¢ (496)= 24

18
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3.13 Demostrar la utilidad de la funcion \(n).

La funcion A(n) se utiliza para la busqueda de nimeros de Carmichael. Si n es un

numero compuesto tal que satisface la congruencia a"=a(modnn y mcd(a n=1, n es un
ndimero de Carmichael.

Si la congruencia es de la forma b"* =1(méd ) o 2" = 2(mAd.n), se consideran pseu-
do-primos de base b o pseudo-primos cuadraticos, respectivamente.

Es de observar la similitud que existe con el teorema de Fermat, que exige que n sea
primo.

Al tratarse de mddulos compuestos, su calculo se reduce considerablemente aplicando
el Sistema Chino de Restos.
Como muestra, vea la siguiente tabla:

a" = a(mod ) b"* =1(méd n 2" = 2(mdd.n)

12 =12(6d.91; 2*°=1(mbd.341, | 2**=2(m6d.341)
16" = 16(n6d 51; 2=1(m6d.561) | 2= 2(m6d.561
23 = 23Mod. 759 2% =1(m6d.2821 | 2°%° = 2(m6d.645)
107*'=107(n6d 321 | 12°=1M6d.91) | 27%=2(m6d.1729
617%= 617(6d .1234 | 148" = 1n6d.745 | 2%%' = 2(m6d.2821

15.4 Grupos Multiplicativos

4.1 Concepto de grupo

Un conjunto no vacio G sobre el cual se ha definido una operacién binaria o (adicion
o multiplicaciéon) se llama grupo con respecto a esta operacion si para cualesquiera a,b,c] G
se verifica que:

I Para todos a,bd G, aobO G, G escerrado mediante o.
Il.  Paratoda a,b,c0 G, (acb)oc=ac(be § esuna propiedad asociativa.
M. Existe un el] G tal que ace= e a= @ paratodo allG, como un elemento de iden-
tidad o neutro.
V. Para cada alJG existe un elemento bJG tal que a- b= bo c= € existencia de inver-

S0sS.
V. Paratodo alJG existe un @G tal que aca'=a’'o a= uUcomo elemento simétri-
co.
VL. Si a,b,cd G, como aob=ho ¢ también boa= co g entonces b=c es laley de can-
celacién.
VII. Para a,bl G, cada una de las ecuaciones ac x=b e yoa=Db tiene una solucién uni-
ca.
VII.  Si adG, el simétrico del simétrico de a es a es decir, (@) ™" =a

IX.  Paracualesquiera a,b,...,p,00 G, es (@acbo...o po @) = o plo..o bo &'
X.  Si, demds, aob=bo a para todos a,bl G, entonces G es un grupo conmutativo o
abeliano.

El adjetivo abeliano es en honor al matematico noruego Niels Henrik Abel (1802-1829).
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Para cualquier a0 G vy cualquier mO Z", se define

a™ = aoc ac ac...o ade m factores.
a’ = e el elemento neutro de G.
am=(a")"=a'oa’o da'o...o a'de m factores.

Paratodo allG, a"ca"=a™"y (@™)"=a™, con m,nd Z

Con la suma ordinaria, Z, Q, R y C son cada uno un grupo abeliano. Ninguno de ellos es
un grupo mediante la multiplicacidn, pues 0 no tiene inverso multiplicativo. Sin embargo
Q*, R* y , los elementos no nulos de Q,R Yy C, respectivamente, son grupos abelianos

multiplicativos.

Si (R,+,0] es un anillo, entonces (R,+) es un grupo abeliano; los elementos distintos
de un cuerpo forman un grupo abeliano multiplicativo.

Para nOZ", n>1, tenemos que (Z,,+) es un grupo abeliano. Si p es primo, (Z*p,[ﬂ

es un grupo abeliano.

Para cualquier grupo G, el nimero de elementos de G es el orden de G que pode-
mos denotar como |G| Cuando el nimero de elementos de un grupo no es finito, decimos
que G tiene orden infinito.

Se entiende por orden de un grupo G el nimero de elementos del conjunto y por or-
den de un elemento alJG el menor entero positivo N, si existe, para el cual a"=¢€ es el
elemento neutro de G. Si a#Z0 es un elemento del grupo aditivo Z, entonces, puesto que
na# 0 para todo entero positivo N, el orden de a es infinito.

Sea G :{ a b C,..} un grupo respecto a o. Cualquier subconjunto no vacio G' deG se

llama subgrupo de G si G' es él mismo un grupo con respecto a o. Evidentemente G'=g,
donde € es el elemento neutro de G y G mismo, son subgrupos de cualquier grupo G.

4.2 Grupos ciclicos y generadores

Un grupo ciclico es un grupo que puede ser generado por un solo elemento; es decir,
hay un elemento g del grupo G, llamado "generador" de G, tal que todo elemento de G

puede ser expresado como una potencia de g. Si la operaciéon del grupo se denota aditivamen-
te, se dird que todo elemento de G se puede expresar como Ng, paran entero. En otras pa-
labras, G es ciclico, con un generador g, si G :{ g"| nd Z}. Dado que un grupo generado por

un elemento de G es, en si mismo, un subgrupo de G, basta con demostrar que el Unico sub-
grupo de G que contienea g es el mismo G para probar que éste es ciclico.

Por ejemplo, G :{e d,q, d, g“} es ciclico. De hecho, G es esencialmente igual (esto es, iso-
morfo) al grupo {1, 2,3,4 bajo la operacidn de suma médulo5. El isomorfismo se puede hallar

facilmente haciendo g - 1.

Salvo isomorfismos, existe exactamente un grupo ciclico para cada cantidad finita de
elementos, y exactamente un grupo ciclico infinito. Por lo anterior, los grupos ciclicos son de
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algin modo los mas simples, y han sido completamente clasificados. Por esto, los grupos cicli-
cos normalmente se denotan simplemente por el grupo "candnico" al que son isomorfos: si el

grupo es de orden N, para N entero, dicho grupo es el grupo Z, de enteros{O,l,... n- Z} bajo

la adicion mdédulo n Si es infinito, éste es, como cabe esperarse, Z.
4.3 Clasesy d6rdenes

Si la congruencia X = a(maod n) es una relacién de equivalencia que permite clasificar

a los nimeros enteros, y por tanto los naturales, en clases de equivalencia, conjuntos forma-
dos por cada numero entero y todos sus congruentes. En este caso se llaman clases de restos o
residuales, porque cada clase se puede representar por el resto que resulta al dividir cualquier
elemento entre el modulom

Las clases modulo 17 se representan por Z/mZ 6 por Zm.

1. Para Z/2Z ={O,f} , que son los dos restos producidos al dividir entre 2. El elemento 0
representa a los numeros pares y el 1 a los nimeros impares.

2. Para Z/5Z ={0,1,2,3,}4 en el que, por ejemplo el elemento 3 representa a los nime-
ros 3,8,13,18,23,. que dan resto 3 al dividir por 5.

La clase Z/MZ contiene exactamente m elementos: {0,1,3, 4,5,6,. m- }1 A veces se

usan restos minimos, admitiendo nimeros positivos y negativos, mediante la eleccidn entre a
y a—m del nimero con menor valor absoluto.

En los sistemas algebraicos las clases de restos tienen estructura de anillo para la suma
y el producto. El grupo aditivo de ese anillo es ciclico, pues para cada elemento a del mismo
existe un h tal que alh=0. Ese nimero h ha de ser divisor del médulo m

No todos los elementos tienen inverso. En caso afirmativo, se llaman inversibles, y su
conjunto coincide con las clases representadas por nimeros primos con M, incluyendo el 1.

Por tanto, su nimero coincide con @(m) = rT(l—ZI/ Q) o ,( -7 Q) , denominado Indicatriz de
Euler. El inverso vendra determinado por @™ =1(mod m).
Los elementos inversibles forman un grupo multiplicativo, al que representaremos
como Z:n, que son las clases residuales reducidas. Este cardcter de grupo da lugar a que, si a
es inversible en Z*m, existe un nimero natural r tal, que a' =1. El nUmero r minimo que
cumple la anterior igualdad se llama, para todos los grupos orden, indice o gaussiano de a.
Es facil ver que si @" =1(mdd. n), el exponente n deberd ser maltiplo del orden r. Otra

consecuencia es que, si @ es primo con M y se cumple que a* =a entonces, han de ser
X=Y. Si m es primo, seran inversibles todos los elementos y constituirdn un cuerpo.

Si @, m son dos enteros positivos mcd(@ m =1, si ¢(m) =g entonces a° =1(mbd )
y se denota como ord,_, = a El orden multiplicativo de @ modulo m es el menor entero positi-

vo e que cumple & =1(mAd n). Por ejemplo, para determinar el orden multiplicativo de
4 médulo 7, 4° = 2(m6d.7)y 4° =1(mbd.7), por lo que ord,4=3.
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Algunas de las propiedades de los drdenes multiplicativos son:

Si ord, a=g entonces &' =1(mbd n) si, y sélosi e| n
Si p es primo, entonces ord_a| p—1. En particular ord a|¢(m.

3. Siord a=g entonces & =a'(mod M si, y sélo si s=t(madd &. Como med(a M =1,
esto implica que d*™* =1(mod ).

Referente al ejemplo anterior, como 4> =2(m06d.7) y 4° =1(mod.7), 4° =4%(mod.7) equiva-
lente a 4 —4°=1(m6d.7).

Por ejemplo, comprobar la relacién entre ord,,7. y ord;;5. Como mcd(5,13)= 1= mcd(7,13)
calculamos 5°,7°= 1(mdd.13) donde e esiguala 5,5 ,5, 5= Mdd.13F 5,12,8, por tanto
5" =1(m6d.13)y el orden multiplicativo ord,,5 = 4.

Ejemplo, encontrar todos los elementos de ord,,5. Como ¢(21)=¢ (3)¢ (7)= 216= 12 los fac-
tores positivos de 12, son {1,2,3,4,6,1p suficientes para valorar ord,,5.

Como 5,5,5, 5, B= od.21F 5,4,20,16 luego 5° =1(mMdd.21)y ord,,5=6 es el orden

multiplicativo.
4.4 Raices de la unidad y primitivas

Si zOC y n=2, z es una raiz n-ésima de la unidad si z" =1. Si tenemos en cuenta
que en forma polar z=ré?, entonces, por la formula de Moivre z" = r"€’ luego, para que z
sea raiz n-ésima de la unidad, debe cumplirse z" =1 O (OKOZ)r@= 2kr. Como r =0 es un

numero real, debe tenerse en cuenta que r =1, y la condicion sobre 8 es (D(DZ)6?=&,
n

i2kmr
luego todos los nimeros complejos de laforma z=e " son raices n-ésimas de la unidad.
Si elegimos r D{O,l, 2,..0n— }l. tal que k=, r, es decir que k=r +nt, con t0JZ, entonces

&7 = g g s

Una raiz n-ésima de la unidad es cualquiera de los nimeros complejos z que satisfa-
cen a la ecuacién z" =1. Las n raices de la unidad son los ndmeros ", donde k y N son
coprimos y representan N a la raizy k numerando las correspondientes soluciones para los

enteros comprendidos entre k =0 y k =n-1, o lo que es lo mismo

052X 4 sen? T i con (k=0,1,2,.n- 1
n n

Las raices n-ésimas de la unidad no reales aparecen en pares de conjugados.
Una raiz primitiva de la unidad z es primitiva si todas las demas son potencias de z

Por ejemplo, i es una raiz cuarta de la unidad primitiva, pero =1 no lo es, puesto que sus po-
tencias impares son =1y las pares +1.
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El nimero de raices primitivas diferentes viene determinado por la funcion Euler,
#(n). Por ejemplo, para Z' =1 sélo hay una raiz primera de la unidad, igual a 1. Para z° =1

hay dos raices: z = €""?=-1y z,=€"%?>=1. Para Z° =1 hay tres raices: z = €"¥*=1,
zZ,= g3 :—_l+2i\/§ Y 4= emz/?’:—_l_zi\/é.

Las raices de la unidad de la ecuacidn cubica corresponden a los llamados enteros de
Eisenstein, en honor a Ferdinand Gotthold Eisenstein (1823-1852), y se representan como
+1, tw, *f.

=271 /n 271 /n

La raiz primitiva € 0 su conjugada € se denotan a menudo como @),, espe-

cialmente en las transformaciones discretas de Fourier.

Como los ceros del polinomio P(2) = Z' =1 son precisamente las raices n-ésima de la

unidad, cada uno con multiplicidad 1, el polinomio ciclotdmico n-ésimo estd definido por el
hecho de que sus ceros son, precisamente, las raices primitivas n-ésima de la unidad, cada una
con multiplicidad 1.

Si n=2, la suma de las n raices de la unidad vale 0. Como e k=0,1,..n- 1la

n-1
suma resulta S=Z €™/ Sj tenemos en cuenta que e”™/"

k=0

=(€™M)*, entonces resulta

n-1

S=Z(é”"”) Como n=2 y €™ #£1, obtenemos

S:( 2m/n) (e2n|/n) B 1_1

1-¢ 271 /n 1_ lezi/n =0

Por ejemplo, para z’ =1. Si tenemos en cuenta que 2’V =1 . Z-1= 0, utilizando
la férmula de Moivre, obtenemos
z,=cos( 1/ 6} sen(®r/ @)

z,=cos(/ 6}t sen(R/ GF 1+£

z,=cos(1/ 6)+ sen(Rr/ Gy —E+§i

z,=cos(Xs1 6} sen(Rr/ GF-
5,

£

z,=cos( 1/ 6)+ sen(Rr/ GF -

N[~

z,=cos( X1/ 6)+ sen(Rr/ 6)=—

2im 2n an 4n _bm b
Ahora, si S= Z ™ =7 +e” +e’ +e’ +e '+ €, tenemos
k=1
1-1
S= & =0
l-e”’
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4.5 Estructura de los anillos

El anillo de los enteros (m&d m) se denota como Z/NZ, es decir, el anillo de enteros
madulo, el ideal MZ = m que consta de los multiplos dem o porZm. El anillo de enteros
médulo lo denominamos (Z/nZ)*.

Veamos algunos ejemplos de clases con exponentes de 2.

Para Mddulo 2 tiene sélo una clase de congruencia con primos relativos, 1, por lo que
(z/2Z)* O{1} , es trivial.

Para M6dulo 4 tiene dos clases de congruencias con primos relativos, 1y 3, por lo que
(Z/4z)* OC,, es el grupo ciclico de dos elementos.

Para Modulo 8 tiene cuatro clases de congruencias con primos relativos, 1,3,5 y 7. El
cuadrado de cada una de ellas es 1, por lo que (Z/8Z)* OC, [C,, es el grupo ciclico de cuatro
elementos.

Para Modulo16 tiene ocho clases de congruencias con primos relativos
1,3,5,7,9,11,13 y 15 que representamos como {il,i7} UG, [C,, es el subgrupo 2-torsién es
decir, el cuadrado de cada elemento es 1, por lo que (Z/16Z)* no es ciclico. Las potencias de

3,{ 1,3,9,1}. es un subgrupo de orden 4, al igual que las potencias de 5,{ 15, 9,13 Asi
(Z/162,)* 0C, [T,.

El modelo que se muestra para el 8 y el 16 es vélido para potencias superiores a
2 k>2:

es el subgrupo 2-torsién, por lo que (Z/ZkZ)* no es ciclico y las potencias de 3 son un sub-

grupo de orden 2“2, luego
(z/2Z)* OC, [T,..
En las potencias de los nimeros primos impares de la forma pk, el grupo es ciclico:

(z/2z)*0C 0OcC

P (p-1) $(2)

Por el teorema chino del resto si n= p p¢ g¢..., el anillo Z/MZ es el producto direc-
to de los anillos correspondientes a cada uno de sus factores de exponentes primarios:

z)mz. 0Z) 2L § 2T §Z...

Del mismo modo, el grupo de unidades (Z/mZ)* es el producto directo de los grupos
correspondientes a cada uno de los factores de exponentes primarios:

/w2y U(2) §7)* (2] 8:D)* 0] §*...
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El orden del grupo viene determinado por la funcidn Indicatriz de Euler :
|(Z/miz)*| = ()
este es el producto de los érdenes de los grupos ciclicos en el producto directo.

El exponente viene determinado por la funcién de Carmichael A(m), que es el Minimo
Comun Multiplo de los érdenes de los grupos ciclicos. Esto significa que, dado m

a'™ =1(méd m
para cualquier a relativamente primo con m y donde A(m) es el menor nimero.

(Z/mZ)* es ciclico si y sélo si @(m) =A(m). Este es el caso precisamente cuandom es

2, 4, una potencia de un primo impar, o dos veces el exponente de un primo impar. En este
caso, el generador es una raiz primitiva médulo m

Ya que todos los (Z/nZ)* con m=1,2,3,...,7son ciclicos, otra forma es que: Si m<8
entonces (Z/NZ)* es una raiz primitiva. Si m=>8 es una raiz primitiva si m es divisible por 4 o
por dos primos impares distintos.

En general, hay un generador para cada factor directo ciclicos.

La funcién de Carmichael (ver http://oeis.org/A002322), en honor a Robert Daniel
Carmichael (1879-1967), puede ser definida como:

P (p-1) sim= ff, =3, k2
A(m) =4 22 sim= 2,k 3

mem=[A( #),( #),.(8)]  sim[], b

Utilizando A002322 o la funcidon Carmichaellambda[m] de Mathematica, obtenemos los valo-
res de los 30 primeros nimeros, que son:

m 1|2|3|4|5|6|7|8|9|10]|11|12|13|14|15| 16|17 |18 |19 20
A(M) (11|22 |4|2|6|2|6| 4|10 2|12|6 | 4|4 |16| 6 |18]| 4

Por ejemplo, para (Z/21Z)* OC, [C, tenemos

Exponente: ¢(21)= (3— 1)(7- 1= 1:
Grupo 2® = 7?=1(mo6d21)={1,2,4,5,8,10,11,13,16,17,19,
7' = 7 =1(m6d21)={1,2,4,5,8,10,11,13,16,17,19,

Si tenemos en cuenta que ¢(21)= (3— 1)(7- 1= 216= 1z donde los factores positivos
de 12 son 1,2,3,4,6y 1:nUmeros posibles para valorar ord,,5, 5= (4+ 6)/ 2,ysi
5,5,5,5,5= mod .21F 5,4,20,16
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donde 5° =1(m6d.21), entonces ord,,5=6, que esigual a A(21)= 6.
Como

25,22 728= 1méd .21
207,20 ,26 ,26 ,28 201,26 ,20 20 %8 mid

podemos decir que este grupo multiplicativo tiene dos generadores: g =2, 20.

Los valores para z° —1=0 son

z=41, z=(-)"P==+""=—¢ 3, z=—(-1)"*= ,
(-1) St = (-1 5T, = ¢
7= (_1)2/3:_£+_3:€2%77 Z:_(_1)2/3:£_ﬁ:_€217n
2 2 ' 2 2
)3 +ir\3
y dado que (i(—l))Sz[i%igJ =[i—eJ =+1, podemos asegurar que W =-1 con
w=exp(ri/ 3)

La tabla siguiente recoge algunas caracteristicas de los grupos multiplicativos

n{ @nz>]gm | Am |9 n [ @mz*]em]|an |9

2| {3 1 1 |1 12| c,xC, | 4 2 |57
3 C, 2 2 | 2 13| C, 12 | 12 | 2
4 C, 2 2 |3 14| G, 6 6 | 3
5 C, 4 4 |2 15| C,xC, | 8 4 2,14
6 C, 2 2 |5 16 | C,xC, | 8 4 3,15
7 C, 6 6 | 3 17| C, 16 | 16 | 3
8| c,xC, | 4 2 [37] [18] 6 6 | 5
9 C, 6 6 | 2 19| C, 18 | 18 | 2
10| cC, 4 4 |3 20| c,xC, | 8 4 319
11| C, 10 | 10 | 2 20/ C,xC, | 12 | 6 [220

15.5 Funcion caracter de Dirichlet

5.1 Funcion Caracter.

Sea G un grupo abeliano finito, escrito de forma aditiva. Caracter de grupo es un
homomorfismo y:G - C*, donde G* es el grupo multiplicativo de los nimeros complejos

no nulos. Entonces x(0)=1vy x(9,+9,)=x(9)x(g,) para todo @,,9,0G. Si x es un
caracter del grupo multiplicativo G, entonces x(1)=1y x(9,9,)=x(a)x(g,) para todo
0,,9,0G. Se define el caracter de x(0) en G por x,(9) =1 para todos los g0 G.

Si G es un grupo aditivo de orden n ysi glJG tiene orden d, entonces
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Xx(9) = x(dg) = x(0)=1

y por tanto x(g) es raiz de la unidad.
Se define el producto de caracteres Y; y X, como

XX-(9) = x1(9) x»(9)

para todo gL G. Es un producto asociativo y conmutativo. El caracter ), es una identidad
multiplicativa, tal que

XoX(9) = Xo(9X(9) = x(9

para cualquier caracter y,gUG.

El inverso del caracter x es el caracter y ™', que podemos definir como

X(9) = x(-9)

El conjugado del caracter ¥ es Y que podemos definir como
X(9) = x(9)

El dual de un grupo ciclico de orden n es un grupo ciclico de orden n. Presentamos las funcio-
nes exponenciales

&)= €™ o bien (X = ) = &

Las raices n-ésima de la unidad son los nimeros complejos €,(d) para todo a=0,1,...n- 1 Si
G es un grupo finito de orden n con un generador.

En teoria de numeros, los caracteres de Dirichlet son un cierto tipo de funciones

aritméticas que se derivan de caracteres completamente multiplicativos sobre las unidades
Z/kZ. Si xy esun caracter de Dirichlet, se define su serie L de Dirichlet de la siguiente forma:

donde S es un nimero complejo con la parte real mayos que 1. Por continuacién analitica,
esta funcién puede ser extendida a una funcién meromorfa en todo el plano complejo. Los ca-
racteres de Dirichlet son llamados asi en honor a Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet.
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Como definicién axiomatica, un caracter de Dirichlet es cualquier funcién y de nume-
ros enteros a nimeros complejos, con las siguientes propiedades:

Existe un entero positivo k tal que x(n) = y(n+ k) paratodo n.

Si mcd(n KB >1 entonces y(n) =0; si mcd( n K =1, entonces x(n)#0.
x(mn) = x(myx(n paratodos los enteros my n

xO=1.

Sia=b(mdd R, x(a) = x(b).

Para todo a primo relativo con k, x(a) es una ¢(n)— ésime raiz de la unidad com-

ok wnN R

pleja.
Estas propiedades son importantes:

Por la propiedad 3), x(1)=x@DQ)=x Wy (1); puesto que el mcd(1, K)=1, por la pro-
piedad 2) tenemos X(1) # 0, que nos lleva a la propiedad x(1)=1, que es la forma principal o
trivial.

Las propiedades 3) y 4) nos muestran que cada caracter es completamente multiplica-
tivo, asi la propiedad 1) dice que un caracter es periddico con periodo k; se dice que Y es un

caracter segun el méd k Si el mcd(l, K=1, por la funcién Indicatriz de Euler tenemos
a’® =1(m6d K), por tanto y(a’®) = x(1)=1y x(@’"“)=x(a)’".

Un caracter se llama real si sus valores son reales Unicamente. Si el caracter no es real,
se dice que es complejo.

El signo de un caracter y depende de su valor en —1. Especificamente, se dice que Y
esimparsi y(-1)=-1yparsi y(-1)=1, esto es

() = (<)Y sin es Impa
0 sin es Par
Si Z*n es un grupo multiplicativo del orden ¢(n), y Z, su inverso, dado un caracter de

Dirichlet yUZ
pletamente multiplicativa. En efecto, si y:N - C tenemos

*

es posible extenderlo a N de manera que sea una funcién aritmética com-

n?

x@ si (a,n)=1

X@ ={ 0 si(a,ny 1

Sea Y:N - C un cardcter de Dirichlet mddulo n, entonces algunas de sus propieda-
des son:

. x(a)=x(b), sia=b(maod
. x(ab)=x(ax(b, Oa BN
m.  x(@-=0,si(,n>1

V. |x(a)|=1 si(a,n)=1
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_|¢(n)  sia= 1nbd n)
v a(msz‘a)‘{o sia 16dn )
_jen)  six=x
VL. X(mzm)((a)—{o Sy % 1,

Sin=nn, conmcd n §)=1, entonces
(Z/nZy D(Z/nD)**(Z] n2)*

asi que cada caracter multiplicativo y(mod ) es producto y; Oy, de los caracteres multiplica-

tivos y,(modn) y x,(médn), por lo que quedan establecidas las relaciones de ortogonali-
dad de los grupos multiplicativos médulo n.

5.2 Tablas

A partir de los conocimientos que tenemos de los grupos multiplicativos con mdédulo n,
vamos a proceder a calcular la funcién y del caracter de Dirichlet. Los datos que nos serviran

de base seran los valores de:

| n| @nz)* | () | Am [ 9 ]G |

5.2.1 Tabla del numero 2

n| @nz)* | ¢ | 4m | 9| G
2| G 1|1 |1 {g

En ¢(2)=1 hay ¢(2)=1caracter(mdd2).Tenga en cuenta que Y depende totalmen-
tede x(1) yaque 1genera el grupo de unidades del médulo 2.

n 1
xi(n) 1

5.2.2 Tabla del numero 3

Z/nZ)* | ¢(n) | An) | 9| G
3 C, 2 2 |2 {13

En ¢(3)=2 hay ¢(3)=2 caracter(mod3). Tenga en cuenta que )Y depende total-
mente de X(2) ya que 2 genera el grupo de unidades médulo 3.

n 1|2
X 1] 1
X.(n) [1]-1
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5.2.3 Tabla del niumero 4

n| @mnz)* | ¢ | An | 9| G
4 C, 2 2 |3 ]{L3

En ¢(4)=2 hay ¢(2)=2 caracter(mdd4). Tenga en cuenta que ) depende total-
mente de X(3) ya que 3 genera el grupo de unidades médulo 4.

n
X (111
Xo(n) | 1]-1

5.2.4 Tabla del numero5

n | (Z/nz)* | g(n) | A | 9 G
5 C, 4 4 |2 |{1234

En ¢(5)=4 hay ¢(5)=4 caracter(modS). Tenga en cuenta que x depende total-
mente de X(2) ya que 2 genera el grupo de unidades mdédulo 5.

n 1 3
Xl(n) 111 1 1
Xo() (1] 0| -i|-1
Xo(n) [1]-1]-1]1
XA(n) 10 -i i -1

5.2.5 Tabla del numero 6

Z/nz)* | g(n) | A | 9| G
6 C, 2 2 |5 ]{Lg

En ¢(6)=2 hay ¢(6)=2 caracter(mod6). Tenga en cuenta que ) depende total-
mente de Y(5) ya que 5 genera el grupo de unidades médulo 6.

n 1(5
xin 1)1
X.(nN) [1]-1

5.2.6 Tabla del numero 7

(z/nZ)* | ¢(n) | A(n) | 9 G
7 C, 6 6 |3 ]{L23455%

En ¢(7)=6 hay ¢(7)=6 caracter(mod7). Tenga en cuenta que ) depende total-
mente de Y(3) ya que 3 genera el grupo de unidades médulo 7.
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n 1 2 3 4 5
X |1 1 1 1 1 |1
2imr i 2im i
X2(M [1] o3 | 3 |e3 | e3 |1
2imr 2imr 2imr 2im
XM 1| o3 | e3 | e |e2 |1
X.(n) |1 1 -1 1 11
2imr 2im 2im 2imr
Xs(M 1| o3 |e3 |e3 | g3 |1
2 i 2in i
XeM 1| o3 | e3 | g2 | e3 |1

5.2.7 Tabla del niumero 8

(Z/nzZ)* | $(n) | A(n) | 9 G
8 | C,xC, 4 2 [3,7]{L357%

En ¢(8)=4 hay ¢(8)=4 caracter(mod8). Tenga en cuenta que Y depende total-
mente de Y¥(3) y x(5) ya que 3y 5 generan el grupo de unidades modulo 8.

n 1|3 7
xm 11111
Xo(n) | 1 101
X [1/-1]1]-1
X.m |1|-1|0]1

5.2.8 Tabla del numero 9

n | (z/nz)* | ¢(n) | An) | 9 G
9 C; 6 6 |2 |{124578

En ¢(9)=6 hay ¢(9)=6 caracter(mod9). Tenga en cuenta que ) depende total-
mente de X(2) ya que 2 genera el grupo de unidades médulo 9.

n 1 2 4 5 7 8

xm 1] 1 1 1 1 1
i 2imr i 2imr

XN |1 a5 | g2 | g3 |e3 |1
2imr 2imr 2imr 2

XM 111 05 | g3 | g3 | g3 |1

X, 1| -1 1 -1 1 |-
_2im 2im 2im _2im

XM 111 0% | g3 | g3 | @3 |1
_im _2im i 2im

XM |11 &3 | g3 | @3 | g3 |1
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5.2.9 Tabla del numero 10

n | (Z/nz)* | ¢(n) | A(n) G
10| C, 4 4 {13,7,9
n 1|3 9
xm (1111
Xz(n) 1 [ -i | -1
Xa(n) [1(-1]-1|1
Xon) (1] -i|i|-1
5.2.10 Tabla del numero 12
n | (zZ/nz)* | ¢(n) | A(n) | 9 G
12| CxC, | 4 2 |57|{1571})
n 1|5 11
X |11 1
X.(n [1]-1 -1
Xo(n) (1)1 |-1]-1
X [1]-1(-1|1

Observar que, una de las propiedades de estas tablas, es que la suma de filas y colum-
nas es cero, salvo en la primera fila correspondiente a x;(n).

5.2.11 Tabla del numero 14

n

(Z/n2)*

$(n)

A(n)

G

14

C6

6

6

{1,3,5,9,11,1B8

Los valores de ), vienen determinados por

X ={LED° - 177,60 177 - € 10 }1={
n 1 3 11 13
xm 1] 1 1 |1
i i 2imr 2
2imr 2ir 2 2imr
Xsn) 1] -1 -1 111
2ir 2imr 2imr 2
i i 2 2imr
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5.2.12 Tabla del nimero 18

n | @/nz)* | ¢n) | A | 9 G
18| G 6 6 |5 |{1.5711131

Jim _2n in ar
Si X, es equivalente a {1,—(—1)2’3,—(—1 BEenBen '3,—P. {1,6 3 el e,ed ,—J} y

{11—@' ~1-V3 1B -1#/B

— 1. , confeccionar la tabla de caracteres de Dirichlet.
2 2 2 2

=-1, la tabla requerida podria tener

s :—1+2\/§ = e%r, w’

Si tenemos en cuenta que w=(-1)

una estructura como

n [1]| 5 7 | 11 | 13 |17
xm |1 1 1 1 1 |1
Yo [ 1 w | w | -w | -w | -1
Xo(M) |1 W | -w | -w | w |1
X.n) 1| -1 1 -1 1 |1
Xs(M) | 1] -w | W | W | -w |1
Xs(M | 1] -wW? | -w | w | w | -1

También podemos comprobar que la suma de las n raices de la unidad vale 0, lo que
nos proporciona una comprobacion fehaciente de que el valor de la tabla es correcto.

5.2.13 Tabla del numero 21

n | (Z/nz)* | ¢(n) | A(n) | 9 G
21| C,xC, | 12 6 |220]|{124,5810,111316,17,19)

Si el valor x; es {L(-1° -(1)° - €17° 1€ 1°~ € 1f°~ 1 1§° A B~ B>}

2imr _2m  inm 27

i 24
equivalente a {1,e3 e?®,e?lée e’ -1¢&,

i

@™

i
, €8~ } confeccionar la tabla de ca-

racteres de Dirichlet.

1+J3 _ 7
Observar que w=(-1)"? :T\/_: e3, W’ =-1, por lo que la tabla requerida podria tener

una estructura parecida a la del apartado anterior. Por ejemplo, para );; obtenemos

n 1 2 4 518 10 11 | 13| 16 17 19 | 20
Xll(n) 1| —w \I\I2 w1 —\N2 VV2 -1 -W —\/\I2 w | -1

por lo que tiene informacion suficiente para confeccionar la tabla requerida.
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AYUDA INTERNET

http://en.wikipedia.org/wiki/Abelian_group

http://en.wikipedia.org/wiki/Dirichlet_character

http://en.wikipedia.org/wiki/Multiplicative_group_of integers_modulo_n
http://hplusplus.files.wordpress.com/2009/01/investigacion-de-la-funcion-gamma-para-variable-
compleja.pdf (Excelente trabajo de investigacidn sobre la funcion Gamma y sus funciones generadas del
profesor Harold L. Marzan)

http://lombok.demon.co.uk/mathToolkit/group/multiplicative (Orden multiplicativo de un grupo)
http://mathworld.wolfram.com/ (Todo el saber sobre Matematicas (en inglés))
http://mathworld.wolfram.com/FundamentalUnit.html

http://maxima.programas-gratis.net/ (Programa de Matemdticas gratis, que puedes descargar e instalar)
http://www.branchingnature.org/Teoria_Grupos_Anillos_Dario_Sanchez_2004.pdf (Trabajo del profe-
sor José Dario Sanchez Hernandez, que recomendamaos)
http://www.di-mgt.com/cgi-bin/dirichlet.cgi?k=13&submit=+Go+ (Generador de Caracter de Dirichlet)
http://www.esacademic.com/searchall.php?SWord=funcion+zeta+de+riemann&stype=0
http://www.miscelaneamatematica.org/Misc33/balanzario.pdf (sobre la funcién Zeta)
http://www.numbertheory.org/php/php.html#quadratic_residues (Programa teoria de niimeros)
http://www.uam.es/personal_pdi/ciencias/fchamizo/posgrado/STN_Caracteres.pdf (Importante trabajo
del profesor Fernando Chamizo Lorente).

http://www.wolframalpha.com/examples/ (Programa de matematicas en linea. Realiza todo tipo de
operaciones)



