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11. ECUACIONES DIOFANTICAS

11.1 Ecuaciones diofanticas de grado dos

1.1 Ndmeros de laforma 4k +1y 4k + 3.

Aunque de los numeros pueden hacerse todas las clasificaciones que se nos ocurran, todos se
encuentran bajo dos patrones bien diferenciados: los de la forma 4k +1, llamados de Fermat
en honor a Pierre de Fermat (1601-1665) y los de la forma 4k + 3, llamados de Mersenne en
honor a Marin Mersenne (1588-1648). El que se les llame de Fermat o de Mersenne no signifi-
ca que tengan que ser de uno o del otro, como ya quedd demostrado en el capitulo Il, |a clasi-
ficacién es mas por la forma que toman.

Cuando un numero de la forma 4k +1 es primo, tiene la particularidad de que es suma de dos

cuadrados, esto es, 4k +1=X + y2 Por ejemplo, 4[¥+1=5+ Z = 29 No ocurre asi si el

ndmero no es primo. Por ejemplo, 4B+ 1=5 + 2= 3% es suma de un cuadrado y un cubo,
pero no de dos cuadrados, ya que 4[B+1=33= 32+ 1= 29 2= 24 3= 14 4 33 2
Un ndmero de la forma 4k + 3, tanto si es primo como compuesto, hunca sera suma de dos
cuadrados. Por ejemplo, 4011+ 3= 47= 46+ 1= 43 2= 38 3 3 4 °2 °3 °83 *
Las dos formas anteriores de representar a los nUmeros nos llevan a lo que se ha venido en
llamar la ecuacién de Fermat generalizada que representamos como X 12y2 = N donde N
es primo. De hecho esta ecuacidén se conoce como conjetura de Albert Girard que dice que to-
do nimero primo mayor que dos, de las formas 4k +1 6 4k + 3, se puede obtener como resul-
tado de la suma 6 diferencia, segun sea el valor de K, de un cuadrado y un doble cuadrado.
Albert Girard (1595-1632) fue un matematico francés que demostré la existencia de las raices
imaginarias y calculd el area de las figuras poligonales trazadas sobre una superficie plana.
También hizo aportaciones en la teoria de los nimeros. Ademas, fue el introductor de los sig-
nos numéricos sin, cos, tan, en representacion del seno, coseno y tangente.

1.2 Ecuaciones de la forma x° +2y*= N.

En la solucién de la ecuacién de la forma X 12y2 = N influye la paridad de k y el valor de
N. Si k es par, como X*+2(-1* y?= N, la ecuacion es suma de un cuadrado y el doble de
otro que denotamos como X +2y*= N. Si k es impar, como X* +2(-1)***'y?= N, la ecua-

cién es diferencia de un cuadrado y el doble de otro que denotamos como X —2y2 =N.

En cuanto al valor de N, si es primo la ecuacidn tendra siempre solucién, salvo en el caso de
los de la forma 4k +1, si es compuesto puede que no tenga solucién o que la solucién sea con
un valor de y distinto a 2.

Hemos llevado a cabo un estudio sobre los 200 primeros niumeros, 100 de la forma 4k +1 vy
100 de la forma 4k + 3, donde se incluyen nimeros primos y compuestos, y los resultados
quedan reflejados en los cuadros que detallamos a continuacion.

La muestra recoge los siguientes nimeros en donde los primos estan sombreados:

Numeros de la forma 4k + 1
5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53 57 61
65 69 73 77 81 85 89 93 97 101 105 109 113 117 121
125 129 133 137 141 145 149 153 157 161 165 169 173 177 181
185 189 193 197 201 205 209 213 217 221 225 229 233 237 241
245 249 253 257 261 265 269 273 277 281 285 289 293 297 301
305 309 313 317 321 325 329 333 337 341 345 349 353 357 361
365 369 373 377 381 385 389 393 397 401
Numeros primos




Rafael Parra Machio ECUACIONES DIOFANTICAS

Numeros de la forma 4k + 3

3 7 11 15 19 23 27 31 35 39 43 47 51 55 59
63 67 71 75 79 83 87 91 95 99 103 107 111 115 119
123 127 131 135 139 143 147 151 155 159 163 167 171 174 179
183 187 191 195 199 203 207 211 215 219 223 227 231 235 239
243 247 251 255 259 263 267 271 275 279 283 287 291 295 299
303 307 311 315 319 323 327 331 335 339 343 347 351 355 359
363 367 371 375 379 383 387 391 395 399
Numeros primos

El resumen de los resultados ha sido el siguiente:

Ecuacion 4k+1 | 4k+3 | Total
Primos que admiten la ecuacién )(2 + 2y2 =P 14 40 54
Primos que no admiten la ecuacién X2 + 2y2 =P 24 0 24
Compuestos que admiten la ecuacion X2 + 2y2 =C 21 24 45
Compuestos que no admiten la ecuacion X2 + 2y2 =C 41 36 77
Totales 100 100 200

Si partimos de que la ecuaciéon X* + Dy2 =N con N>0 ydonde N puede ser primo o com-
puesto, tiene otra ecuacion equivalente con distinto signo y con igual o distinto D, los resul-
tados obtenidos en todos los nimeros han sido de la forma x* + Dy* = X+ O y*= N Asi, pa-
ra el nimero 13 hemos obtenido 1° + 3 = - 413= 1.6 19 -2(F = 6+ 1115= 317El
valor mds alto para D ha sido 34, obtenido para los numeros 255 y 395,
15+ 300f = 17- 3411= 25y 20°+5[F =19 - 3411= 39t

De un total de 78 nimeros primos, 24 correspondientes a la forma 4k +1 no admiten la conje-
tura de Girard contra 54, 14 de la forma 4k +1 y 40 de la forma 4k + 3, que si que la admiten.
De un total de 122 nimeros compuestos, 45, 21 de la forma 4k +1 y 24 de la forma 4k + 3,
admiten la conjetura de Girard, por el contrario, de los 77 nimeros restantes, 41 de la forma
4k +1 y 36 de la forma 4K + 3, no admiten dicha conjetura.

Numeros primos como 23,31,47,103,139,199,211,251,307, de la forma 4k + 3, o nimeros
compuestos como 15,27,63,75,159, 203,231, 275,319,. de la forma 4k +3, no admiten la
conjetura de Girard, ¢por qué? Influye la estructura del nimero, su forma, su composicion,
équé? Girard se adelanto en su tiempo a las formas cuadraticas dentro de los campos comple-
jos y reales, o sea, cuerpos algebraicos cuyo estudio lo abordaremos mas adelante. Mientras
tanto, es un tema que dejo al lector para que lo investigue.

1.3 Ecuaciones de la forma x* +3y* = Z.

Francois Viéete (1540-1603) fue un matematico francés impulsor de un avance importante hacia
la moderna notacién algebraica, representando las incdgnitas mediante vocales y las constan-
tes mediante consonantes. También fue uno de los primeros en crear generadores para resol-
ver ecuaciones de mds de una variable. Para las soluciones enteras de la ecuacion

X2 +3y2 = Z* tomé dos nimeros enteros & y b, primos entre si, con a®>9ab’, y cred el si-
guiente generador para el cdlculo de las variables X, Y, z,

x=a’-9alf, y=3d& b- 38y z= & + 3.

Para a=3 y b=2, obtenemos: x=3-9BIF=-8ly= 3802 82= 3 vy
z=3+3[2 = 21 por lo que, la solucion resulta (81 + 3(BG = 2% = 9261 0bservar que
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uno de los componentes es negativo, esto es debido a que 3* =27 y 9B = 108 donde
27< 108,y no al revés, como recomienda Viete.

Para a=7 y b=2, resulta 97 + 327G = 63= 226981Esta ecuacién también admite la so-
lucidon de x=427, y= 122y z= 61.

1.4 Ecuaciones de la forma xX° + Yy’ = Z.

El conocimiento del teorema de Pitagoras es milenario y no obstante haber sido demostrado
en muchas formas diferentes y de que, aparentemente, ya se conoce todo con respecto a este
teorema, muchas propiedades sorprendentes siguen estando ocultas.

Una terna pitagdrica consiste en tres enteros positivos a,b y ¢ que cumplen que a° + b* = ¢°.
El nombre deriva del teorema de Pitagoras, el cual plantea que cualquier triangulo rectangulo
con una longitud entera de sus lados forma una terna pitagoérica. Lo inverso también es verda-
dero, cualquier terna pitagdrica forma un triangulo rectangulo.

Si (a,b, €) es una terna pitagdrica, también lo es (da, dly dQ para cualquier nimero entero po-
sitivo d. Una terna pitagdrica primitiva es aquella en la que el maximo comun divisor de a,b y
c es 1. Si (a,b,C) es una terna pitagorica primitiva, entonces el nimero d es el maximo
comun divisor de los tres nimeros mcd( da db d¥= dLos tridngulos que se forman con una
terna pitagdrica no primitiva son siempre proporcionales a otro tridngulo cuyos lados forman
una terna pitagorica primitiva.

Si m> n son enteros positivos, entonces a=n’ - rf, b=2mn & M+ hes una terna pi-
tagdrica. Es primitiva siy sélo si m y n son coprimos y solamente uno de ellos es par (si ambos

m y nson impares, entonces a,b y C seran pares, y la

terna no sera una terna pitagdrica primitiva). No todas las
ternas pitagdricas pueden ser generadas con las expre-
siones anteriores, pero todas las ternas primitivas surgen
de este modo de un Unico par de numeros coprimos
M> n Asi pues, existe un numero infinito de ternas pi-
tagoéricas primitivas.

También se puede considerar la siguiente, que sefiala que
la diferencia entre la hipotenusa y el cateto par es siem-
pre un numero impar al cuadrado; y con el cateto impar, el doble de otro nimero al cuadrado.

Sean p,q dos nimeros naturales a=2pg+ of, b=2pag- 2P, & 2 pad P+ .

Se observa que si p=q se obtiene la terna mas conocida (3,4,5) o cualquiera de sus derivadas.

Aqui tenemos la férmula original de los pitagdricos para generar ternas primitivas:
Para cualquier par de nimeros enteros positivos Yy > X impares y coprimos, donde el produc-

to Xy=1i es el cateto impary (y>—x)/2=p es el cateto par, siendo (y*+x°)/2=h la
hipotenusa y el radio del encentro x(y— X /2= r, teniendo ademas que y(Xx+y) 6 Yy +(xy)
es igual al perimetro del triangulo y si sabemos que el perimetro por el radio del encentro es el
duplo de su &rea, podemos deducir que Xy(X+ Y)(y— 3/2° serd igual al area del tridngulo,
recordando que h— p= X es facil obtener h+ p= X de cualquier terna primitiva.

Para m y n coprimos, Mm—N=Xy m+n=y 6 (y—-X/2=ny (y+x/2=m donde
n(m-n=ry (m-n(mt ) mr= Aentonces A/(r/2) esigual al perimetro.

Si consideramos (X, Y, 2) como una terna pitagérica, podemos establecer la siguiente relacion:
r=x+y-z a= x- I, b= y- r. De la ecuacién (a+b+r)>=(r+a)’+(r+b)* se desprende
que r?=2ab. Ahora podemos plantear s=a+ b-r, j=a-§ k= b- sy sustituyendo en
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r? =2ab obtenemos (j +k+95)*=2(j+s)(k+ 9 y s* = j°+k® De donde se deduce que to-
das las ternas pitagoricas estan relacionadas entre si. La formula resultante es la siguiente:
Para toda terna que cumpla g = j2 +Kk? se pueden hallar hasta otras 8 ternas combinando
numeros positivos y negativos del tipo (X, Y, 2) tal que

Xx=42k+2s+ |, y=12jt 25+t k, =+ 2% 2(j k}k ¢
Los generadores de ternas pitagdéricas mas habituales son:

1. Para z—y=2: x=2n, y=(If-1) y z= (A+1). con N de cualquier paridad. Por
ejemplo, para N=7, 14+ 48 = 5¢ y para n=8, 16° + 63 = 65

2. Para z—y=1: x=n, y=Y2(rf-1)y z= L 2(A+ 1) con N impar ya que de ser
par, las ternas serian racionales. Por ejemplo, para N=7, 7° + 24 = 25 y para n=38,
8 +(69 2)2 =( 63 32 aparecen los racionales.

3. Para z-y=d: x=2mn y= (M- A) y =z ( A+ 1), con N de cualquier pari-
dad donde, la diferencia de m—n= d, para m> n, genera el cuadrado de d. Por
ejemplo, para mM=8, n=7, tenemos 112 + 15 = 1183 con m—-n=d=8-7=1y
z-x=113-112= =1 Para m=17,n=6, tenemos 204 + 253= 325 con
17-6=11y 325- 204= 12F 11

Resultando que todas las posibles soluciones estan relacionadas entre si en forma de arbol, tal
como muestra la tabla siguiente:

9,40,41
7,24,25 105,88,137

60,67,109
84,187,205
512,13 48,55,73 | 297,304,425
105,208,233

44,117,125
28,45,53 | 207,224,305
95,168,193
57,176,185
39,80,89 | 377,336,505
180,299,349
217,456,505
10,1 3,45 | 20,21,29 | 119,120,139 | 696,697,985
220,459,509

52,165,173
36,77,85 | 319,360,481
175,288,337
120,209,241
33,56,65 | 252,275,373

51,140,149
115,252,277
8,15,17 65,72,97 | 396,403,565
136,273,305

85,132,157
12,35,37 | 133,156,205
16,63,65

1.5 Las ternas de Alhacen.

Abu Ali al-Hasan Ibn al Haytam, mas conocido en Occidente por Alhazén 6 Alhacen, nacid en
Basora en el afio 965, cuando ya declinaba el liderazgo cientifico de Bagdad, si bien alli co-
menz6 sus estudios. Pero la mayor parte de su vida transcurrié en Egipto, donde el califa fatimi
al-Hakim habia fundado una Casa del Saber, y alli hizo sus mas importantes descubrimientos,
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interesandose por la fisica y por la parte mas aplicada de la ciencia matematica, por eso es co-
nocido por Alhacen el egipcio. Fallecié en el afio 1040. Su obra mas importante titulada Trata-
do sobre la resolucion de un problema numérico, dedicada a la teoria de nimeros, resuelve
mediante aplicacidon de congruencias y utilizando el Teorema Chino de Restos y el Teorema
Wilson. El algebrista Al-Samawal Ibn Yakya Al-Magreb (1130-1180) asegura que Alhacen se in-
teresd por las ternas pitagoricas, e ided un sistema para resolver triangulos rectangulos numé-
ricos. Es verdad que el mismo Al-Samawal critica a Alhacen porque sdlo encuentra una solu-
cion al problema.

Partiendo de la diofantica X° + y2 = 22, Alhacen resuelve la ecuacién mediante la igualdad

2+ a’-1 2= a+1)
2 2

2 _a)\? 2 2
Por ejemplo, para a=7, 72+(72 1} =(7 +1j o T+24=25

2

A partir de esta férmula, Al-Samawal propone

, [a*-b° 2_ 2+ |, (a?-b? 2_ a2+ b’
a-+ = y b®+ =
2b 2b 2a 2a

donde cada valor racional de @ y b, a>b, proporcionan un triangulo con infinitas solucio-

nes.
Por ejemplo, para a=7y b=5

2 _ 2\ 2, =2\ 2 2
) () - 85

2 _2)\2 2 2\ 2 2 2
o Rl I i B 52+(i2j :(_37)

207 217 7 7

1.6 Ecuaciones diofanticas de la forma x>+ y* = Z + (.

A partir de (a®+Db%)(c*+ d?) =(act bd*+( ad DC, recogido por Claude Gaspard Ba-
chet de Méziriac (1581-1638) como proposicién IlI-7 de sus Purismas, lo aplica en el siguiente

. - 20 \2 = .
caso para dar solucidn a una ecuacién de la forma X"+ y° = Z+ U

(F+2°)(2+ )= (6+ 2+ (3 4F= 8+ 1y
(F+22)(2+ )= (6- 2F+ (3 4Y= 4+ Tdonde
65=8+Ff=7+ 4

En la Aritmética de Diofanto de Alejandria, que Bachet comenta, se plantea la siguiente des-
composicién a partirde 65=& + = 7+ 4
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65 = (8+ )&+ T ) (49 16j+ (28 28 33 5

65 = (7" + &)(7+ £ )= (64 15+ (& 8)= 63+ 1t
s o _[(56+ 4y + (32- 7§= 66+ 25

65 =T+ 4)E+ f)_{(56— 4Y + (32+ 7§ = 53+ 38

de donde

3F¥+56 =63+ 16 _ 62
60° + 25 = 52+ 39

1.7 Ecuaciones diofanticas de laforma xX*+y*=c 6 X—- y= Z.

La ecuacién X* + y* = c tendra solucién si, y sélo si, ¢ es primo de la forma 4k + 1. Si
C=pP- P ... R laecuacion tendra solucion si, y sélo si, p,- p,-.... [, son de la for-
ma 4k + 1, caso de que alguno no lo sea, la ecuacion no tendra solucidn.

Por ejemplo:

Para x>+ y* =149= 7+ 1G ya que 149= 487+ 1

Para x2 +y?2 =65=12+82=4%2+72ya 65=4-21+1y factoriza como 65 =421+
1, dos nimeros de la forma 4k + 1

Para X°+ y2 =91 no existe solucién ya que 91= 7013= 4022+ { donde 13=4-3+ 1y
7= 4.1+ 3.Este ultimo no es de la forma 4k + 1.

Para la ecuacion diofantica del tipo X° — y2 =Cconc>0ya>b, tiene solucidn si,y sélo sic
se puede factorizar como C= a- b siendo a, b ndmeros de la misma paridad, es decir, am-
bos pares o impares. Si existe solucidn ésta serd de la forma x=(a+ b)/2 e y=(a— b)/2.
Por ejemplo:

Para X’ —y*=17,si 17=117,resulta x=(1+17)/2=18/2= 9e y=(1-17)/2=16/2= ¢
luego 9° -8 =17,

Recordemos la ecuacidn descubierta por los mesopotamicos en donde para un nimero N re-

2 2 2 2
sulta que n:(nTﬂj —(n—zlj . Si N es impar, n:(172+ 1) —(172 1} =9 -8 =17 la so-

y , _(20+1) (20-1) ( 22% ( 19°_ y
lucién es entera, si N es par, = 2 - > = —2 - —2 =20 la solucidn es en-

tera pero sobre bases racionales.

.z T 2 2 _ . . . .
La solucion de la diofantica X" —y" = Z se basa en que la diferencia entre dos nimeros trian-
gulares consecutivos es un cubo, esto es

¥ :[n(n2+1)T _ n“+2j+ nz' ¥ {n(nz—l)T _ n4—2£rl13+ rf yZ=n
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Esto lo podemos escribir como

o = n’(n+1)? _( n(n+1)j2 , _N*(n-1) _( n(n—l)j2
T U2 )Y T U2

y, por tanto Z = IT.
Con lo que resulta

2_ 2= n*(n+1)° _ n’(n+1)° = 3
4 4

Por ejemplo, para n=7, 28 -2¥=7
Basandose en esta propiedad, Euler crea el siguiente generador utilizando los enteros my n

(m? + nf)*=(nf+ ) *( nf+ 1)
+mrf j+ (fne AY
- 3nrf 3+ @i A j

de donde

x=nmt+mri, =mMnr A z M N
x=nm'-3mrf, y=3mMnm A z A+ 17

Por ejemplo, para m=3 y n=2, 39+ 26 = 13
1.8 Ecuaciones diofanticas de laforma x*+ y*+ Z = &+ If---.

Sea n(2n+1), donde N es un entero cualquiera. Si N=1,2,3,4,.. obtenemos

4
Para n=1, 1[{2+1)= 3donde X’ +y*=a* - 3°+4°=5"_, z k2= 2E
k=3

12
Para N=2, 2[{4+1)=1Cdonde X*+y*+ Z = &+ If - 10*+11%+ 12°= 13+ 14 > k’= 36

k=10
La ecuacién N(2n+1)= 2rF + n, es una paréabola que tiene como raices n=0yn=-1/2.5i

sacamos su derivada, resulta 2n’ +n=4n+ 1, estructura que permite la suma de cuadrados.

1.9 Ecuaciones diofanticas de la forma x* + y*+ 72 = t.

Sean M, N, S tres enteros cualesquiera a partir de los cuales se puede establecer un generador

que permita la solucién de X° + y2 + Z = t. Veamos:
x=2ms y=2ns z 5 (fm ) yt ’s (™ 7}
Para m=2, n= 3, s= 5,tenemos

x=2[206=20,y= 2035 30z= 5 & 33 19t= °2 {2 23)
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que tiene como solucién 20° + 30 + 172 = 38
Para m=3, n= 7, s= 13 obtenemos 7& +187 + 111= 227
Para m=11, n=13, s= 19 obtenemos 418 + 494 + 71= 651

Si m, n, p, gson enteros cualesquiera, podemos obtener el siguiente generador:

x=(mf-rf)-(F+d), y2mr2 pg 22 mp2 nqyt(°m 2o (°p *)
Para m=3, n=3, p= 1, g= 2 obtenemos 3* +14 + 18 = 23

Diofanto de Alejandria resuelve esta ecuacion creando un generador a partir de los enteros
r,s,t donde

X=—r’+s*+t>, y=2rs, z= 21ty t= F+ s+ ¢
Parar=-7,5S=6,t= 5 obtenemos 12° + 8# + 76 = 1108

Fermat, por el contrario, resuelve la diofantica a partir de la propiedad numérica 4k +1 y su
n+1 n-1)°

2
representacion mesopotamica n= (Tj _(Tj . Resolvamos por via de ejemplo.

Sea N=4k+1= 407+ 1= 29= 2+ 5 Como 2[%”) =15y (%1) = 14 resulta la solucidén

1#+5+ 2=15%

1.10 Ecuaciones diofanticas de la forma

Koy aZ=(- Y+ Dk D,

Supongamos que la suma de las diferencias es igual al doble de la diferencia entre el mayory
el menor, y es también igual, por hipdtesis, a la suma de los tres cuadrados.

Sea ZZ =1 el menor cuadrado y X° =(a+1)° = a + 2a+1 el mayor. El doble de la diferencia
entre éstos es 2a” + 4a y la suma de los tres cuadrados es a’+2a+2+ f luego, el cuadrado
mediano sera y2 =a’+2a-2, que debe ser un cuadrado. Por ejemplo, de la ecuacion

a’+2a-2= (a— 9Y, resulta para a= 83/ 20, entonces

x* = (83 20+ 1f = (108 20)
y? =(83 20F + 2(83 20y 2 (97 26
72 = 400= 20

de donde
103 + 97+ 26 = (10?.’:— 97-} (927— 2?0+) (1@3 3(

es la solucidn a la ecuacion.
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11.2 Ecuaciones diofanticas de grado tres

2.1 Numeros que generan series de cubos.

Como ya que se comentd en el Capitulo |, al neoplatdnico Tedn de Esmirna (aprox.130 d.C.) se
le atribuye la suma de los cubos que, en notacidn actual podemos expresar como

Zm:n3 =1*+2°+3+..n°= n*(n+1)” :( n(n+1)J2
)3 5 2

y que como se puede comprobar, la suma es un cuadrado. Por ejemplo:

5 13
Para m=5, Y n’=225=15 ¢ para m=13, ) n’=8281= 9f

n=1 n=1

Por otra parte, la suma de cubos genera nimeros de la forma 4k +1, lo que nos permite des-

5
glosar dicha suma en suma de més de un cuadrado, asi » n°=225=15= + 12 que po-
n=1

demos representar como 2+ 22+ 3+ 3+ 5= F+ 17

Para i n® =784= 28 ,la serie de cubos puede tener una equivalente en otra de cuadrados
n=1
P+22+3+3F+5+ 6+ 7 = 28
=29 %28
=28 ‘4
= ‘W4 APHI14+14°
=%+ 3+ 7+ 14+ 2%

Recordemos que un nimero perfecto es un entero natural igual a la suma de sus divisores que
son estrictamente inferiores a él. Algunos de estos nimeros son:

6=1+2+3

28=1+ 2+ 4+ 7+ 1¢

496=1+2+4+8+16+31+62,+124+2

8128= 1+2+4+8+16+32+64+127+254+508+1016320406<

Estos numeros se forman mediante suma de cubos de nimeros impares. Veamos:

S (2k-1f =+ = 2

k=1

i(Zk—l)S:f+§+ B+ P+ F= 49¢
k=1

S(K-1F=F+F+ 5+ P+ G+ 13+ 13+ 15= 812
k=1
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Otros numeros perfectos son
64
> (2k -1)° = 33.550.33
k=1
256

3" (2k - 1 = 8.589.869.05
k=1

512

" (2k -1y =137.438.691.3z
k=1

32768

Z (2k—1)3 = 2.305.843.008.139.952.1
k=1

A Platon (428-347 a.C.) se le atribuye la suma de los cubos de tres nimeros que es cubo de un
cuarto numero. Platdn se baso en que el cubo, cuya arista es igual a 6, equivalen a la suma de

los volimenes de 3 cubos, en los que sus aristas que son 3,4y 5, resulta 3* + 4°+ 5° = 6. De

esta igualdad se desprende una propiedad que podemos expresar en la tabla siguiente y que
desarrollaremos mas adelante.

1 P+2F+26=14+ 30
2° 2°+5°+30°= 14+ 29
3 F+0+4=F+ 4

4 4£+18+ 4= G+ 43
5 5+0°+9°=5+9

6° 6°+36°+ 36 =35+ 37
7 7°+61P+83=52+ 87
8 8 +14+55= 23+ 54
9 | ®+117+ 238= 121+ 23%

2.2 Ecuaciones diofanticas de laforma x*+ y*+ 7 = .

En el 1591 Francois Viéte desarrolla una férmula para poder generar suma de cubos. El gene-
rador que permite dar solucién a la ecuacion X + y3 +72=¢
Sean m, n dos enteros cualesquiera, para los valores de X, Y, Z Y tresulta

x=mni-27), y= -7, z oM ¥, = nm Y
Por ejemplo, para m=2y n=1, obtenemos 12*+15 + &= 18

Por ejemplo, para m=3y n= 2, obtenemos 33’ + 70°+ 97 = 108
Euler y Jacques Binet (1789-1856) propusieron el siguiente generador

x=—-(m-3nN(n+3R)+1, y (m 39(f+ 3hr 1,
z=—(nt+30°+(m-3n, E(mM+31F-(m 3}

Que claramente se nota su similitud con el de Viete.

Por ejemplo, para m=5 y n= 3, obtenemos 209’ + 727 + 2690= 270¢

10
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Por ejemplo, para m=2y n= 7, obtenemos 2870 + 3472+ 22778= 2283

2.3 Diofanto y la ecuacion cubica.

En los problemas uno y dos del libro IV de su obra Aritmética, Diofanto de Alejandria aborda la
solucidn de la ecuacién cubica que ha servido de referencia para todos aquellos que han crea-
do generadores posteriormente. Veamos la solucion de estos problemas.

Ecuacion X+ Yy’ = a, x+ y= b

Sean a=370,b=1Cy x=a+5, y=a -5, entonces (a+5)’+(a—5)*=3W?*+ 250= 37
donde @ =2, x=7,y= Zylasolucién resulta 7° +3* =370, 7+ 3 1C

Segun Bachet de Méziriac (1581-1638), para a,b arbitrarios, x=a +b/2 e y=b/2-a sien-
_ K3 _ K3
da-b donde da-Db
120
planteado, X=a+b/2=2+10/2= 7 y=b/2-a=10/2- 2= 3 siendo la condicién nece-
4a-b’ _ 4B70- 16 _ 4a-b’ _ 4B70- 16

12b 12010 3b 3010

do condicidn necesaria que a? = debe ser cuadrado. Para el supuesto

saria a® = =16= 4.

Ecuacion X’ —y’=a x— y= b

Sean a=504,b= €y x=a +3, y=a - 3, entonces (a+3)° - (a -3)° =18&°+ 54= 50: don-
de a=5,x=8,y= 2ylasolucién resulta 8° - 2° =504, 8 2= 6

Segun Bachet, Xx=a+b/2=5+6/2=8 y=a-b/2=5-6/2= 2,siendo la condicién nece-
da-b* _ 40504 6 da-b* _ 40504 6

saria a% = =25=5%, =100= 1G
12b 12006 3b 36
Ecuacién X° + y3 =a- b’ para a>20
Sean a=2, b=1 X——s—b = a—ﬂ Si aplicamos los datos facilitados, obte-
’ Ve Y 2+ P '
3a’b 3P0 3ab’ 3
=———-b=———-1=5/3, y=a- =2- =4/3 vy | lucié -
nemos X P10 PEE y e PO y la solucién re
sulta (5/3)3 +(4/3f=2-F
Ecuacién X°—y* = a’+ b’, para & <2b
_ _ _ 3apb’ _ 3ab L o
Sean a=2,b=1y X_3—b3+ a y=—; b3-b . Si aplicamos los datos facilitados, obtene-
a — a —
3ab’® 3[pE 3a’b <jndnl L,
mos X = R +a= PENPE +2=20/7, y= R -b= PEPE -1 =17/7y la solucién resul-

ta (20/7f -7 7§= 3+ 1

11
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Ecuacién X°—y* = a’— b’, para a®<2if

3
Sean a=5,b=4y X=§Lb3—b, y=§Lb?3-a . Si aplicamos los datos facilitados, obtene-
a’+b a+hb
_ 3a’ 3B 31504

mos 5~ 4= 248/63,y=m -5=5/6% donde la solucion resulta

@+ 5+4

(248/ 63§ - (5 63)= 8- 2
2.4 Ecuacién diofantica x*+ y’+ Z-3xyz= 0+ v+ W3 uw

Probablemente, las mas elegantes de las ecuaciones de tercer grado son

X3+y3:u3,

XC+y=u+ Vv

La solucidn de la primera es imposible en nimeros enteros diferentes de cero, de la segunda
ya vimos su solucién en un apartado anterior.

Para la ecuaciéon X°+ y*+ Z-3xyz= d+ v+ W3 uwy si denotamos como miembros de la
solucion P(r,s,t)[(P(m n Pp= R x y X desarrollando, obtenemos las siguientes combinacio-
nes:

X=mr+nt+ ps u=mr+ ns+ pt
y=ms+ nr+ ply v=mt+ nr+ ps
Zz=mt+ nst pr  w=ms+ nt+ pr

Ejemplo, para P(r,s,t)=(2,3,5),P (m,n,pF (7,5,11 tenemos

X=7[2+50b+ 1113 7z u=7[2+ 5B+ 1115 84
y=7[B+ 5[+ 1115 8ty v=7[0b+ 5[+ 1113= 78
z=70b+50B+ 1112= 72 w=7[B+ 5[5+ 1112= 6¢

por lo que resulta como solucion

7P +86+ 73— 372186173 €4 78 68 3(B4 78 68) 45.
2.5 Ecuacién diofantica X* + y° = U>+ W',

A partir de la ecuacién de Platén 3* + 4° + 5° = 6, mateméticos de todas las épocas han crea-
do generadores que dan solucion a la ecuacion X+ y3 =¥+ W. Para r,s enteros cuales-
quiera, tenemos:

x=28r’+1¥s—- &
y=21r* - 1¥s- 4&°
u=35r"+ 7rs + 65°
v=-42r* - Trs - 5

12
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Para valores de r,S, he aqui algunos resultados:

Ecuacidn
3 +73=17+ 76
172 +55 = 24+ 54
147 - 126 = 363- 36t

N R R =
W Ny

.. . 7 3 —
Para la solucién de la ecuacién X* + y* + Z2 = £, el generador resulta:

x=20r’ +10s- ¥
y=12r> -10s- 5
u=16r°+ &s+ 65°

v=-24r" - &s- 45°

Tenemos para I =1,5=5, 5 +163 + 164= 208 opara r =1s=-3, 3+36’+ 37 = 46

Atribuyendo a r y S diversos valores enteros podemos obtener toda clase de soluciones a la
ecuacion. Si en estas circunstancias los nimeros obtenidos tienen un factor comun, podemos
dividir o multiplicar las ternas. Por ejemplo, cuando r =1 y S=1, las variables X, Y, z t equi-

valdran a 36,6,48;- 5¢0 que, al dividirlas por 6, dardn valores de 6,1,8~ 9 Por consiguiente,
si partimos de la ecuaciéon 3* + 4% + 5° = 6°, multiplicandola por un entero, podemos obtener

6°+8+10=12,12+ 18+ 20= 24,30 48 S0 60,80 B0 160
2.6 Ecuaciones diofanticas y método de Demjanenko.

El Método de Demjanenko encuentra la descomposicién de cualquier nUmero entero, no con-
gruente con 4 6 5 modulo9, esto es, n# +4,+5(mdd.9), para determinar la suma de cuatro

cubos. Para ello utiliza las siguientes formulas:

6x= (X-1)+(-x)*+(-x)*+(x+1)?

6x+3 = X +(-x+4)*+(2x-5)*+(-2x+4)>

18x+1 = (2x+14)>+(-2x-23)*+(-3x-26)*+(3x+30)°

18x+7 = (x+2)*+(6x-1)+(8x-2)+(-9x+2)?

18x+8 = (x-5)%+(-x+14)3+(-3x+29)3+(3x-30)?

54x+20 = (3x-11)*+(-3x+10)*+(x+2)*+(-x+7)?

72x+56 = (-9x+4)3+(x+4)>+(6x-2)*+(8x-4)*

108x+2 = (-x-22)%+(x+4)*+(-3x-41)3+(3x+43)?

216x+92 = (3x-164)%+(-3x+160)+(x-35)>+(-x+71)?
270x+146 = (-60x+91)*+(-3x+13)*+(22x-37)+(59x-89)?

VVVVVYVYYVYY

Si nes equivalente a N=164,96,1892,2324,2756,4052,4486d .64 se utilizara la formu-
la 54x+2 = (29484x*+2211x+43)*+(-29484x°-2157x-41)*+(9828x’+485x+4)>+(-9828x°-971x-22)>

Si n=254,902,1442,1874,1982,2414,3062,3494,3602,4032,5144,5222,5654,5762,63020d 480), se uti-
lizara el método debido a Demjanenko que puede dar resultados de cientos de digitos.

En el resto de los casos se reemplaza N por —n y luego se multiplican las soluciones por -1.

Para X=1, obtenemos los siguientes resultados:

13
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Férmula Valor ecuacién Igualdad de cubos
6x O+ (-1°+ 1%+ 2P=6 6+L+P=0+2=8

6x+3 P+3+ 3P+ 2=¢ 9+3F =P+ 2+ F= 36

18x+1 16° + (25§ + 29F+ 33= 1 19+ 25 + 26 = 18+ 33= 40.03
18x+ 7 F+5+6+ (-7P= 25 25+ 7P =3+ 5+ 6= 36¢

18x+8 (-4 +13+ 26+ € 27§= 2t 26+ £+ 27 =13+ 28= 19.77
54x+20 | (-8PF+7*+3F+6=74 74+ F+ &= 3+ 6+ P= 58¢
72x+56 | (B +5+ £+ £=12¢ 128+ G+ 5= 4+ 4+ 5= 25:
108x+ 2 | (23 + 5+ (-44f+ 46= 11( 110+ 23 + 44= 8+ 48= 97.46
216x+ 92 | (-161¢ + 157+ € 34+ 76= 30 | 308+ 34 + 161= 706+ 157= 4.212.8¢
270x+ 14€ | 3P +10+ 15§+ € 30j= 41 416+ 0+ 4= 9+ 28+ 38= 69.33

Para n=6,9,19,25,26,74,128,110,308,4i6{d =9) 6,0,8,2,2,2,2,.
Para n=8,36,40033,368,19773586,253,97461,428289337(nod .9 8,0,1,8,1,1,0,2

En ninguno de los casos los restos, respecto al mOdulo9 son +4 6 + 5, de acuerdo con las

indicaciones del método.
Estos numeros nos permiten ampliar el nimero de cubos en la ecuacidn, como podemos com-

probar en la tabla siguiente:

Férmula lgualdad de cubos

6X 0°+0°+0*+ 2*=8= 0+ G+ G+ G+ 2

6x+3 0°+2+ 22+ F=36= G+ G+ £+ 2+ 3
18x+1 22+15°+ 19+ 3f= 40.033 % 1+ 15 f& ¢
18x+7 0*+3+5+6°=368 3+ 3+ 4+ 8+ §
18x+ 8 P+177+19+ 26= 19.773 & 2’ 13 fo 32
54x+ 20 0*+3F+6°+7°=586= 3+ 3+ 4+ 8+ 7
72x+ 56 0+4+4£+5=253 1+ I+ 3+ 8+ 6

108x + 2 12+ 27+ 3%+ 36= 97462 X B % 8 4
216x+ 92 | 19°+10G + 118+ 118%= 4.212.893 *8 °* B84 &y 13
270x + 14€ 1P+12+ 258+ 37= 69.33% 13 £3 26 326 2

Nota: El Método Demjanenko esta desarrollado en la obra de Henri Cohen, Number Theory Volumen I: Tools and
Diophantine Equations y en http://www.alpeltron.com, Dario Alejandro Alpern tiene habilitados programas para

facilitar los calculos de estas formulas.
2.7 Ecuaciones diofanticas y método de Ramanujan.

La anécdota que se cuenta sobre el nimero 1729, matricula del taxis que trajo a Hardy a ver a

Ramanujan al hospital, en donde Hardy considera lo anodino del nimero y Ramanujan le con-
testa que era el menor nimero que podia ser representado como suma de dos cubos de dos

formas diferentes, esto es 1729= 2+ 12= 9+ 16 dio pié a una generaciéon de nimeros de

estas caracteristicas denominados numeros taxicap.
Aunque, sin saberlo, Ramanujan mezcla el método ideado por Viete y el ideado por Euler.

., _ .3 . ..
Para resolver la ecuacién xC + y3 = ¥ -V, Viete emplea el siguiente generador:

x=2mn-rf, y=mM-2mh, & i 1, ¥ adm °i

14
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Por ejemplo, para m=3, n=2 - 93+ 33= 105 7t

Por ejemplo, para m=7, n=3 - 1977+ 2023= 2596- 111

Para resolver la ecuacion X° + y3 + Z2= W, Euler utiliza el siguiente generador:
x=m(m-2r), y=rM2m- h), z o 3, w MM 3

gue es una modificacion del anterior.

Por ejemplo, para m=2, n=1 - 13+ 18+ &= 1%

Por ejemplo, para m=3, n=2 - 33+ 76+ 92= 10!

11.3 Ecuaciones diofanticas de grado cuatro

3.1 Ecuaciones diofanticas y método de Euler.

Euler, a partir de la terna pitagérica X* + y2 = Z, resuelve mediante el generador primitivo
x=nf—rf, y=2mn =z M+ Ny establece laigualdad:

x=(0), y=(y3, =(zx w(‘z *x?%
que le permite resolver la ecuacién x* + y“ +7'= W

Por ejemplo, para m=3,n=2 - x=3-2=5y= 2182 12,= *3 °Z  que da

solucién a 5° +12° = 13 Sj ahora sustituimos en la igualdad, obtenemos:
x=5M12= 60, y= 12113 1567= I35 65n= 13 2[5 2E2 24
que nos permite resolver 60° + 156" + 65 = 24961

Por ejemplo: para m=5, n=4 - 360+ 1640+ 369 26961¢
Este método fue modificado posteriormente creando el siguiente generador:

x=2mn(nM-A), y¥2mafm+ N, z(m D w W14 nin ©
Por ejemplo, para m=3, n=2 - 60+ 156+ 65= 249616:
Por ejemplo, para m=2, n=1 - 12+ 20+ 1%5= 481
3.2 Ecuaciones diofanticas de la forma x' + y*+ 7' =2 w..
El profesor Robert Daniel Carmichael (1879-1967), en su obra Diophantine Analysis, comenta

que es facil encontrar bicuadrados de tres nimeros cuya suma sea igual al doble de un cua-
drado, de hecho, éstas son ofrecidas por la igualdad x*+ y* +(x+ Y)*=2(X+ xy+ ¥)% Aho-

ra, la relacion X* + xy+ Y =( &+ ab+ B)®se cumple para x=a — I, y=2ab+ B.

15
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Si sustituimos los valores de X e Yy en la primera ecuacién, obtenemos la igualdad:
(@>-b?)*+(2ab+ B)*+ (&+2ah*=2( &+ ab B

Esto permite una solucidn con dos pardmetros bicuadrados en tres nimeros cuya suma es
igual al doble de un niimero bicuadrado. Como caso particular tenemos, 3* +5' + 8 = 2007
El profesor Carmichael dice, que con la igualdad X* + xy+ y* =( &+ ab+ B)* se puede encon-

trar la soluciéon de 4 +6*+ 8+ '+ 14'= 15
A partir de la igualdad de Carmichael, en el Congreso Internacional de Procedimientos Ma-
tematicos celebrado en 1912, el profesor Martin presenta el siguiente generador que resuelve

la ecuacion X'+ y*+ Z'+ U+ V= w:

X=85 +40st— 24f , y= 63— 44st 18 , z 14 4st 4%
U=9s + 27, v= 45+ 12 , w= 158+ 4%

Ejemplo, para m=4, n=2 - 352+ { 328)+ 24+ 252 112 42
La igualdad anterior fue modificada posteriormente convirtiéndola en el siguiente generador:

x=4nf —12rf, y= 2m - 12mmr 6A, z 4/ 12h
u=2nf+12mn- 61, = 3mMm+ 9A, w 5M+ 15h

Ejemplo, para m=4, n=2 - 18+ € 88)+ 112+ 104 84 14

3.3 Ecuaciones diofanticas y método de Hardy.

A partir de la solucion de Euler, en su obra An Introduction to the Theory of Numbers, G.H.
Hardy (1877-1947), propone otra solucién de la ecuacion X'+ y*=u*+ V' mediante el si-
guiente razonamiento:

Sean x=a+b y=c-d uw= a h ¥ & dentonces

a=n(nf+mM)(-M+18mM A- A), B2 MM 10 MR mMm*A 4 °)
c=2n(@nf+ Mt A+10M A+ A), & nfAr NE M 18 M’A 4

. . ., 4 _ .4 .
Que es un generador que permite soluciones de la ecuaciéon x* + y* = u*+ V*, como por ejem-
plo:

59'+158 = 133+ 134, 7+ 239 15#% 227, 183 282 7286

11.4 Ecuaciones diofanticas de cualquier grado.

4.1 Ecuaciones diofanticas de grado cinco.

En 1967, los profesores Lander y Parkin, crearon el siguiente generador para dar solucién de la
ecuacion de quinto grado X° + y5 + 2+ 0P+ V= W

16
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x=-a +750°, y= &+ 250, = a- 258
u=10a’t*, v=50ad, w= a+ 758

Porejemplo, para a=2, b=1 - 43+ 57+ 7+ 80+ 100= 10"

Por ejemplo, para a=5, b=3 — 15100+ 9200+ - 2950) 11750 20250 21%

Estos mismos profesores crearon, en 1997, otro generador que ofrece la solucién a la ecuacion

X+ Y +227=C+ U0+ V+ W:

x=-a’ +4ab+9F, y= &+ 8abr 3B, z 34+ 12ab 21b,
t=a’+12ab+230¢, u= 3+ 16abr 178 , v— &+ 1P , w FH+ &b 1

Por ejemplo, para a=2, b=1 - 13+ 23+ 2(57= 5% 6% °3 2

Por ejemplo, para a=3, b=2 - 51+ 68+ 2(18°= 173 19+43+79.

Los profesores Kuosa, Meyrigna, Shuwen, Sastry y Chowla encontraron la solucién para la

ecuacion de quinto grado con el siguiente generador:

(NP +25r° )+ (nT— 2517 >+ (10mi f )°= (mi+ 750+ (M- 75R)%* € 50 mA’
Que como podemos comprobar, es una modificacién del generador de Lander y Parkin.
Porejemplo, para m=2, n=1 - 57+ 7+ 80= 107+ o 43} - 100
Por ejemplo, para m=3, n=1 — 268+ 218+ 270= 3f8 168 —( 15C

4.2 Ecuaciones diofanticas de grado sexto

Los profesores Lander y Parkin proponen el siguiente generador para la solucién de la ecuacion

de sexto grado:

x=3a'+9a’b+ 184 F + 21ai+ 98, ¥ 24+ 4ab 54 b 12ab 9f
z=-a'-10ab-17& - 12aB, + 4- 3ab 144 b 15ab 9b
v=3a'+8a’b+ 98, w= 24+ 1248 b 194 B+ 18ab+ 9b

Porejemplo, para a=2,n=b - 243+ 11+ 188= 103+ 148 24
Por ejemplo, para a=3, b= 2 - 2025+ 23%+ 155 108% 9%9 20
En el afio 1937, el profesor Chernick propone el siguiente generador:

x=-10-9K-5, y=—4 &K+ ¥ ,=z- 8 ¢ K ,s- 6 1% %
t=4+5k+9K?*, u=-6+ X+ & ,\v=- 16 kK ® ,w- 8 1k k

17
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Porejemplo, para k=2, - 48+ 46+ 16+ 28= 50+ 3 W 4
Porejemplo, para k=2, - 24+ 28+ 8+ 14= 25+ 16+ & 2

Observar este segundo ejemplo, cuyas bases son la mitad del primero, ya que el maximo
comun divisor de éste es 2.
Poco después, este generador fue modificado en los dos casos siguientes:

Primer caso: Las bases son coprimos

x=-3k’-20-1k, y= - 12 k, = K- 16 1k ,s- k- 8 1%
t=4k*+8+ 3k, u= X -16-k, v= K- 26 1%, w- X- 12 1k,

Porejemplo,para k=2, -~ $+Ff+ 58+ 7= 5+ 2+ P+ §
Porejemplo, para k=8, - 25+ 21+ 2+ 16= 24+ 1% %5 2%
Segundo caso: Las bases no son coprimos

x=-3k’-80-2X%, y= & - 48 X,= X- 64 2R ,s- k- 32 3t
t=4k*>+32+ 6k, u= X - 64 X,v= K- 80 2& ,w- E- 48 3 .

Porejemplo, para k=2, - 34+ 7+ 28+ 24= 165+ 1% 3 3
Por ejemplo, para k=10, - 50+ 31+ 7+ 36= 4% 18 20 4

En el primer ejemplo las bases han sido divididas por 4, que es su maximo comun divisor, en el
segundo caso, las bases han sido divididas por 12.

4.3 Ecuaciones diofanticas de grado séptimo.

Para dar solucién a la ecuacién de séptimo grado X' +y +Z'+ g+ r'= s+ t'+ U+ V+ W
en 1966 el profesor Sinha propuso el siguiente generador:

Xx=45-184%&+ 17K ,y= 25 15+ 208 = 35 9% X
q=105- 426+ 42%° r= 95 382+ 398 |,

$=35-19%+ 243 , £ 45 13R+ 8 U= 25 10¢ ®
v=105- 424+ 42%° ,w= 95 38k+ 38

Porejemplo, para k=2, - 53+ 785+ 1+ 135+ 126= 89 15 3% 139 1
Por ejemplo, para k=1, — 38+ 74+ € 18)+ 102+ 106= 86 —-( 6y 22 110 ¢

Observar que, en este ultimo ejemplo, todas las bases son divisibles por 2 por tanto, también
podemos dar solucién como 19 + 37 + 9 + 51+ 53= 43+ 3¢ 1% 55 4
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4.4 Ecuaciones diofanticas de grado octavo.

En el afio 1911, Barisien y Visschers propusieron la solucién de X* + y® + 22 =2(wW?® mediante
el siguiente razonamiento:

Para @ y b, a> Db, dos enteros cualesquiera, tenemos X= a -1, y= g+ y z= 2atsi
sumamos (a’—b?)%+(a’+ b))%+ (2ah’=2(d+14d B+ ) resulta como valor para
w=a’+14a'b' + 1F

Por ejemplo, para a=4,b=2 - 12+ 26+ 18= 2(123136

Por ejemplo, para a=5, b=3 - 168+ 34+ 30= 2(1105936

Estos mismos autores crearon una variante de esta ecuacion a partir de la igualdad
X4y +(CE ) =25 R f+ Y

Por ejemplo, para X=5, y=3 - 5 +3F+ (5+ F) = 2(5'+ 503+3%*

Porejemplo, para X=7,y=5 - 7°+5%+(7°-5°)"= 2(7*- 7"[6°+ 5)°

Por su parte, en 1967 Lander propuso la siguiente solucién para la ecuacion de octavo grado:
(@ =2 @ @D (@)% @)= @+ Y

Por ejemplo, para k=1 - 4098+ 2048+ %+ 7(2856¢ 32) 408

Por ejemplo, para k=2 — 1048578+ 262144+ 8+ 7(8182 @Y=104%77

4.5 Ecuaciones diofanticas y el método de Chen Suwen.

En 1997, un joven estudiante de matematicas de la Republica Popular China llamado Chen Su-
wen, presentd la siguiente ecuacion diofantica con resolucién para k=1,2,3,4,5y ¢

1“+19+ 20+ 5+ 57+ 86+ 89= o+ 1% 3%+ 40 69 ‘M |

Dos afios después, presento esta otra para k=1,2,3,4,5,6,7,8,9,10

1“+12+ 25+ 66+ 9%+ 130+ 174 21¥3 238 2% 292 30!
=4 +6“+ 3%+ 58+ 105+ 11%+ 18% 199 246 2%¥8 298 3

4.6 Ecuaciones diofanticas y la serie de Weisstein.
Eric Weisstein nacid en Indiana EE.UU. en 1969. Profesor de matematicas y enciclopedista, es
cofundador de la National Sciencie Digital Library de la Universidad de lllinois y es creador de

MathWorld, perteneciente al grupo Wolfram Research, creadores del programa Mathemati-
cas. Junto con el profesor de matematicas John E. Schoenfield nacido en 1948 y creador de
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Advanced Encryption Standard, descubrieron una serie de los menores nimeros cuya n-ésima
potencia es suma de menores numeros con potencias distintas. La serie es

1,3,5,6,15,12,25,40,84,47,6:
cuyos resultados son:

3=2+1, 5=4+3, 6= B+ 4+ 3, 15 14 9 B8
122=4+5+6+ 7P+ 9+ 11

255 =T+2+3+ 5+ 6+ P+ 8+ 6+ 16+ 12+ 13 1% 1% ¥ 8

40 =T+3+5+ 9+ 12+ 14+ 16+ 1+ 18 26 22+ 72 26 28

8 =2+2+3+ 5+ P+ G+ 16+ 11+ 12 1% 1% 15 fo & ¥ o
28 +23+ 24+ 28+ 28+ 2%+ 2O 3 33 35 3¥ 88 39 U1 U2 %
45 + 46+ 4P+ 48+ 48+ 5%+ 5 53 5F 5F 58 80 B1 B3 B9
A7 =P+ 2+ £+ P+ 18+ 14+ 18+ 18 26 2% 3B 31 32 33 36 B
39° + 43

63°=1%+ 2%+ 4°+ 5%+ 6+ 8% 12% 15% 16% 17% 20¢ 2¥ 2%

26° + 27°+ 28°+ 303°+ 3é°+ 37+ 38+ 48 5B 62

El resto lo dejamos como ejercicio que pueden comprobar http://www.research.att.com, se-
cuencia A030052.

4.7 Ecuaciones diofanticas multigrados.

Sea 1+ 5= 2+ 4= 6 donde I' + 5 = 2' + 4 = 6 es verdadero. Si sumamos 5 a cada uno de es-
tos numeros, 6+10> 7+ 9 -, 16> 1'donde 6'+10' = 7+ 9 también es verdadero.

Si ahora cambiamos el orden de los lados, 1 + 5 + 7+ 9 = 2+ 4+ 6+ 10 admite para
k =1,2.Supongamos que a la ecuacién anterior le sumamos 10, obtenemos

11 +15 + 17+ 19= 15+ 14+ 16+ 2¢

esta ecuacién sigue admitiendo k =1,2 como exponentes. Si intercambiamos los lados

+5+ 7+ F+ 12+ 14+ 16+ 26= 5+ & & 16 194 15 1¥

ahora la ecuacién admite para k los valores de k=1,2,3

Supongamos ahora que la igualdad 1“ + 5 + 8+ 1= 2+ 3+ 10+ 11 admite valores para
el exponente de k=1,2,3.Si incrementamos sus cifras en 2 unidades, obtenemos

F+7+10+14= £+ 5+ 15+ 18

que, como se puede comprobar, también admite para k=1,2,3

Todas estas manipulaciones nos han llevado a la consecucién de series de nimeros multigra-
dos.

En el afio 1944, en su obra Einige Zahlenthecretische Untersuchungen und Resultate y basan-
dose en las estructuras de los cuadrados magicos, los profesores A. Moessner y A. Gloden die-
ron a conocer los nimeros multigrados.
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| . | .
La ecuacién multigrado es una ecuacién diofantica de la forma Zmi' = Z n' con j=1,2,..k,
i=1 i=1
siendo my n los | vectores. Las identidades de los vectores siguen siendo validas si se agrega
una constante a cada elemento de m y N, de modo multigrado siempre se puede poner en
una forma en que el componente minimo de uno de los dos vectores sea 1.
Moessner y Gloden en 1944, dan un grupo de ecuaciones multigrado de orden k=1,2,3y 4
con los vectores m=[1,6,€i yn =[2,4,q . El célculo lo llevaron a cabo mediante los sumato-

rios siguientes:

S =Y =15 - 1+6+8= 2+ 4+ 9

i=1

S =S (f=101 - T+ 6+ 8= 3+ 4+ §

i=1

De los mismos autores, siguen dos grupos mas

S mi=Y =26 - 145+ 8+ 12= 2+ 3+ 10r T

i=1

me=in2=234 L f+ 548419 24 3+ 10k T

i=1

S = [7=2366 i+ 8+ 8+ 13= 2+ 3+ 10+ T
S m=Y =63 - 1+5+8+ 12+ 18+ 16= B 3 & 13 16 :

Y=Y =910 - P+ 5+ 8+ 13+ 18+ 10= 2 3 & 13 16

6

S =Y [7=15057 - i+ 8+ B+ 12+ 1B 1= 2 3 9 13 6

i=1

S =Y =260755 - i+ 5+ 8+ 19+ 18 10 2 3 ‘9 13 16

Reconociendo que Moessner y Gloden dieron una forma cientifica a las ecuaciones multigra-
dos, entre 1912 y 1913, G. Tarry propuso dos vectores m=n que satisfacen valores de k en-
trely 7.

En 1912: g:+...+ g con m= n=[87,233,264,396,496,546[ 90,206,309,366,524 que satis-
facen valoresde k=1,2,3,5,7

En 1913: g '+...+ g, con m=n=[0,4,9,23,27,41,46,36:[ 1,2,11,20,30,39, 8B que satisfacen
k=1,2,3,4,56,7

En el afio 2000, Perter Borwien, Petr Lisonet y Colin Percival, crean alk +...+ alko con dos vecto-

res m=n=[0,12,125,213,214,412,413,501,61462p  E38,182,242,384,444,493,620,b que
satisfacen k =1,2,3,4,5,6,7,8,¢
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11.5 Ecuaciones y Demostraciones.

5.1 Solucién de la ecuacién x° + y* = Z.
Presentamos a continuacion algunos generadores que resuelven esta ecuacidn:
x=s'+65t-3t, y=-4+63t+3f, z 6s(&% 3%
Ejemplo, para s=3, t=2 - 249+ 183= 464
Ejemplo, para s=4, t=5 —. 781+ 4019= 25572
x=s'+8sf, y=—-43# 4f, = & 20%% §
Ejemplo, para s=3, t=2 - 278+ ¢ 15%= 410~
Ejemplo, para s=4, t=5 — 4256+ 1220= 28096
5.2 Solucién de la ecuacién x* + y* = Z.
El siguiente generador da solucidn a esta ecuacion:
x=6st(3$ — 4t), y= (3§+ 4f )(98- 40851+ 16t ), z I 16&*% i
Ejemplo, para s=3, t=2 - 6444+ 14294626 2808
Ejemplo, para s=1, t=1 - 6*+268f=13°
5.3 Solucidén de la ecuacion xy=15".

Se trata de una ecuacidn trivial. Usando la factorizacion 15= 3[b, se tiene que, dado n, todas

. - - 2 .
las soluciones son de la forma +3"2[5" ", con 0=<a,b= ny un total de 2(n+ 1) soluciones.
Para la solucién numérica podemos establecer

x=+FF, y=+3?B° con = bya C
Ejemplo, para a=1, b=2,n=6 — 18= 75151875 113906
Ejemplo, para a=4, b=6,n=7 - 15= 13511265625 170859
5.4 Solucién de la ecuacién x° + y*=15".

Como X°+y*=(x+ Y)( %= Y, podriamos despejar X— y=+3"5", x+ y=+3 25" con
2(n+1) soluciones. También se puede probar la forma X* + y* = (X+ y)( X— Y), esto signi-

fica trabajar en el anillo de enteros algebraicos Z[i] y nos arriesgamos a que la factorizacion
de 15 no sea 35, de hecho, 15=3(2+i)(2-i ) en el sentido de que 3, 2+iy (2-i) no se
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puedan escribir como producto, sin tener en cuenta las unidades 1, *i, asi tenemos que

(x+y)(x=y)=3"(2+i)" (2-1)".

La propiedad de que X+ Yi y X— Vi sean conjugados restringe mucho las posibilidades, de
hecho, para n impar no hay ninguna solucién, y para n par nos vemos obligados a escoger
3"2(2+i)*(2-i )" para un factor y el resto para el otro, salvo multiplicar por unidades.

En resumen, para N par las soluciones son:

x=3"2R[e(2+1)*(2-1)"?], x= 32T [e(2+i )*(2-i )" ?]
Con £D{l,—1,i ,—i} y 0=as=n, en total 4(n+1) soluciones.
Ejemplo, para n=4 - 135 +186= 1%
Ejemplo, para n=6 — 3240 +945= 1%

5.5 Solucién de la ecuaciéon x° - y* = 7.

. . +n n“-n
Sean N,k dos enteros cualesquiera. Si hacemos que X= > y y= > ) resulta la

K + 2 K 2
., n n n-n
ecuauon( 5 J —( j =n*"?, con z= "

2
Ejemplo, para k=2, n=2 - 3-f= 3= 2'= g 3

Ejemplo, para k=3, n=7 - 175 -168= 7= 7'= 2404 *

k1 k-1 _ k1 2 k-1 \2
Si hacemos x= n n yy= n n , resulta n n_fn n =n, con z=rf.
2 2 2 2

Ejemplo, para k=3, n=5 - 15 -16= 8= 12

Ejemplo, para k=5, n=3 - 47 -3§= 8= 24

Nk 4+ nkt nk — pit N« + n<t 2 ik — et 2 et
Para X=|——— | y y=|————|, resulta - =n“", con
2 2 2 2

z=n?

Ejemplo, para k=3, n=3 - 18 -9= 8= 8%'= 24

Ejemplo, para k=4, n=8 - 2304 -1792= 8= &'= 20971!
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5.6 Solucién de la ecuaciéon x> -y’ = 7.

3
, n“+n n-n) 3+
Planteamos el sistema > - > = 2 gue nos permitird resolver la ecua-

cion X -y = 7.
Ejemplo,para k=2,n=3 - 6-3= 3+ 213= (8% '+ 3)/4 189 %

Ejemplo, para k=3, n=5 - 65 -60= 48+ 85+ B35 B% 58625 °F 26

ne + <t 3 ik — et 8 F3@rt+1 o

Para - = , obtenemos los siguientes resultados.
2 2 4

Ejemplo,para k=3, n=2 - 6-3= 2+ 2+ 2= 2** @2+ 1)/4 208 B 1

Ejemplo, para k=3, n=6 - 126 -96= 3+ 213+ B+ 3+ 3+ Q8= 1271326 324 10

5.7 Solucién de la ecuacién x* - y*= 7' para k= 4,5

4 4 _
L (n"+n n-n <+ s
Resolvemos la ecuacién - = .

2 2 2

Ejemplo, para k=2, n=3 - 6 -3= 213+ 8= (3°'+ 3°)/2 121

Para k=4,n=5 - 318 -310= 3% 2% 273 R2° [@°% @' (25 02 61035:

n“+n) (nf-n) _sd +100°%+ i
2 2 16 '

Resolvemos la ecuacién (

Ejemplo,para k=2,n=3 . 6-3=3+ 8+ 8= ®%¥ '+ 18# % 3)/18 75
Ejemplo, para k=2, n=7 - 28 -21= 417+ €7+ 7+ 2% 131262

Es de observar que, en estas ultimas ecuaciones, el valor de z se desglosa en una serie de po-
tencias que tienen como base N, bien sélo o bien con coeficiente dependiente.

5.8 Solucion de la ecuacion X" —y"=Z.

2

es el entero utilizado, si es primo, o uno de sus factores, si es compuesto; g es el co-

n
. ., [n“+n n—n .
Como en casos anteriores, planteamos la ecuacién > - =n°q, donde n

eficiente dependiente de ny e, el primer exponente de los conforman el valor de z

Ejemplo,para k=2, n=3 - 6-3= 3.7 3+ 213= 189 O %
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Ejemplo,para k=2, n=4 - 10 -6= 2 17 2+ P= 8704 3 f6 1
Ejemplo, para k=2, n=5 - 15-16= 8.21% 5 2% B35 % 65%W7 *2 °H6 3¢ 74

Observar que en el segundo ejemplo, al ser n compuesto, la base 2 es un factor de 4.

k k-1\" kK _ ke1\"
n“+n n‘-n .
Para el caso de > - > =n°qg, tenemos

Ejemplo, para k=3, n=3 - 18 -§= 80% 3+ 213= 5108 fa £

Ejemplo, para k=3, n=7 - 196 -147= #014197 '+ B'" 2% B'* 05

5.9 Demostrar la solucién de la ecuacién x> — Dy’ = Z.

En su obra Diophantine Analysis publicada en 1915, el profesor Robert Daniel Carmichael
(1879-1967) partiendo de las ternas pitagdricas, propone para la solucién de x*> — Dy* = 7 el
siguiente generador:

x=nt+ Drf, y=2mn = - Df
Por ejemplo, para

m=5n=3,D=7 - x= 5+ 7T18= 88y= PBH3 30&= *5 [7°3-
88 - 7[BG = 38

Por ejemplo, para

m=6,n=3,D=11- x= 6+ 1003= 135y= 2 B3 36= °6 Dis3-
135 - 11136 = 63

En el primer caso la soluciéon, mediante nimeros algebraicos, podemos plantearla como
(5+3v7) (5-3/7) =(88 3¢ }( 88 30 )= 88 736 2

Esto es una forma cuadratica dentro de los campos reales. Si tenemos en cuenta que la suma
de (5 + 3\/7) + (5 - 3\/7) = 10, el polinomio minimo resulta x2 — 10x + 38 = 0 que tiene
como solucién x = 5 + v/13i, y teniendo en cuenta que esto es una cuadratica

(5+v=13) (5-v=13 =( 5+ 139" = 3t

Hemos transformado la ecuacién pasando de una solucién en campo real a una en campo
complejo.
Dejamos en manos del lector la transformacion de la segunda ecuacion.
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5.10 Demostrar que existe un entero n para el cual 2° + 2" + 2'es un cuadrado.

Sea k?=2°+2'+ 2'= 2"+ 2304 2+ 48 entonces k® —48 = (k- 48)(k+ 48F 2
Si k-48=2> y k+48=2, p+q=n entonces tenemos 29-2°=96=312 ¢
2P (2P -1)= 31

Por factorizacién unica, p=5y q— p=2, luego p+q=n=12, de donde
2 + 2%+ 27= 807
es la solucién a la ecuacion.

11.6 Conjeturas y Teoremas

6.1 Conjetura de Fermat-Catalan.

Sea la ecuaciéon X+ y?=7Z con x,y,z coprimosy p,q,r>1. Tomando fracciones unitarias,
se plantean los siguientes casos:

Caso 1:

pla+n+ar_,

1/p+Yq+2r>1 donde
par

Las soluciones son infinitas y se pueden expresar en funcién de pardmetros, como ocurre en
las ternas pitagdricas. En este caso comprenden aquellas en las que (p,q, ) toman los valores

de las ternas (2,2k),con k=2, (2,3,3), (2,3,4y (2,3,5), en cualquier orden.
Ecuaciones descubiertas:

1? + 2° = 3, descubierta por Cataldn.
8+28 =36, 12+ 104= 112 , 24 76 14descubierta por Catalan.

Caso 2:

]/p+]/q+1[r: 1, donde le.
par

Catalan consiguid la terna (2,3,6), y existen otras como (2,4,4)y (3,3,3), encontradas por
Fermat y Euler. Son soluciones finitas.

Caso 3:

pla+n+ar_,

1/p+Yq+¥r<1,donde
par

Mediante la aplicacion de la Conjetura ABC, propuesta por Joseph Oesterlé y David Masser en
1985, se pueden generar infinitas soluciones. Para las ternas (p,q,r), algunos valores son

(2,3,7),(2,3,8),(2,3,9),(2,4,5),(2,4,80,4,7),(3,3,4),(3,3,5ktc
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Utilizando distintas ternas, a continuacidn les ofrecemos algunas de las soluciones a la ecua-
cién X" +yi=17.

Terna Algunas soluciones encontradas

(223)| T+22=F1+2°=F, 12°+104 =112 24+ 76 = 140
(2,3,3) 249 + 183 = 4644 4256 + 1220= 28090
(2,3,4) 3 +46°=13 , 351 + 17766 = 249*

(2,3,5) 10+3F=7,654+127=19 1°+2°=7F

UV+22=3,2"+17P = 7%, 1414 + 2213459= 65
0262 + 15312283= 11317 + 762731 = 210639%
2,38)| P+2°=3F, 33 +1549034= 15613 43 + 96223 = 3004290’

(2,3,7)

(2,3,9) 13+7°=72
(2,4,5) *+77=3, 3 +11 =127
(2,4,6) 3P +6'=45
(3,3,4) 2+2=2
(3,3,5) F+6°=3

Aungue son dificiles de encontrar, les invitamos a buscar nuevas soluciones.
6.2 Conjetura de Erdos - Straus.

En 1948, los matematicos Paul Erdos (1913-1996) y Ernest G. Straus (1922-1983) conjeturaron
que, para cualquier entero n con n=2, el nimero racional 4/n puede ser expresado como
suma de tres fracciones de la unidad. Para todo entero n= 4, existen nimeros enteros positi-
vos X, Y,z con x>0,y>0,z> Otales que

S
x |~

1 1
+ -+ =

y z
Se trata de una fraccion unitaria o egipcia para representar al nUmero 4/n. Por ejemplo, para
N =83, existe una solucidn donde X =28, y= 83, z= 232:que expresamos como

4 1 1 1

—+
83 28 83 232

Haciendo operaciones obtenemos para n el valor de

40xy2) __ 4(2808312324) _ 21603904,
Xy+ xz+ yz 28(83+ 2324y 8312324 260288

o bien

4 _28(83+ 2324y 8812324 260288
n 2808312324 5400976 ¢

La conjetura también exige que n=2(mM0Od3) y establece una estructura de cuales seran los
denominadores, a saber:
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4 1 1 1 3 1 3
= = 4+ T4 = +—+
n (n-2)/3+1 n n((n-2y3*1 ml1 n n(+1

Para nuestro ejemplo, hemos operado como sigue:

4 1 1 1 3 1 3 1 1 1 4
—= = + — = T4 T4~ =

= =  + "4 = —+ =
n (83-2)3+1 83 83((83 2)3) 1 88 1 83 8383 1) 28 83 23283

Podemos respetar el que n sea de la forma n=3k+ 2, pero los valores de X,y y z no tienen
por qué seguir esta estructura. Veamos otra solucidn para el ejemplo anterior.

4 1 1 1 4 1 29 . L N
—=—+-"—"+-"donde —— =——, diferencia que no es una fraccidon unitaria, por lo

°83 28 y z 83 28 2324
gue operamos: *

2324+1= 81,1379...- A 81:£ i 2 que no es fraccién unitaria.
9 2324 81 18824<
2324+1= 81,1379...- A 82— 29 _1__ 27 que no es fraccién unitaria.
2324 82 95284
2324+1= 81,1379...-> /l 83— 29 ——1=—1 gue si es fraccidn unitaria.
9 2324 81 2324
2354+1= 81,1379... - /l 84— 29 ——1 ——1 gue si es fraccidn unitaria.

2324 84 174c:

donde encontramos dos representaciones para la ecuacion:

4 1 1 1 4 1 1 1
— =t —+——y —=—+- T+
83 28 81 2324 83 28 84 17:

* ver http://hojamat.es/parra/mat_antig.pdf

En un estudio titulado On Expanding 4/n into Three Egyptian Fractions, el profesor del Austin

College, de Sherman USA, John H. Jaroma, considera la posibilidad de que la ecuacidon admita
una de las fracciones como negativas, y propone la siguiente estructura:

4 1 1 1

IEIGES S

Como ejemplos resuelve, para n=109,100:

4 1.1 1 4 1 1 1
—_ -_ + -

109 54 55 323730y 1001 462 539 42(

Allan Swett, profesor de teoria de niumeros de la Universidad de Indiana, plantea la variacién
donde, para n>0, si S, denota un conjunto de enteros A={O,l,2,3,...,4l— }Ztal que

Ax+W=0(mdbd4 n- 1), podemos encontrar los siguientes valores:
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N | Médulo: 4n—1 Conjunto S

1 3 2

2 7 (3,5,6)

3 11 {7,8,10}

4 15 (7,11,13,14}

5 19 {14,15,18}

6 23 {7,10,11,15,17,19,20,21,22}
7 27 {20,23,26}

8 31 {15,23,27,29,30}

9 35 (2326313234}

10 39 {17,19,23,29,31,34,35,37,38}

6.3 Conjetura de Ramanujan donde x* +y*+ 7' = t*+ u*+3%
El matemadtico Srinivasa Ramanujan (1887-1920) ha sido el mas sobresaliente del pasado siglo.
Se le considera un genio por su inexplicable habilidad en el manejo de los nimeros, atribuyén-

dosele importantes series y funciones que tienen relacién con cualquier tipo de nimero.
La conjetura que nos ocupa es la suma de tres cuartas potencias iguales a otras dos cuartas

potencias mas 3", con bases distintas. La solucién planteada originalmente fue de
(4n° -=5n)* + (6n* - 3)'+ (4n*+ 1f - (4°+ nY'- (2n*- 1f= 8
modificada posterior como
(4n° —n)* + (6n*+ 3)*+ (4n" - 1)'- (4n°+ 5n)'— (2n*+ 1f= 8

en ambos casos, la conjetura se cumple para cualquier valor de n< 20. Por ejemplo:

n * y* 24 | = 4 ut | g
1 3 9 3|= 3 913
2 126 99 63 | = 138 33 |3
3 969 | 489 | 323 | = 987 | 163 | 3
4 4092 | 1539 | 1023 | = | 4116 | 513 |3
5 | 12495 | 3753 | 2499 | = | 12525 | 1251 | 3

6.4 Conjetura de Diofanto donde x*+ y*+ Z=¢ c2 7.

Supongamos que sabemos que la ecuacion XZ 4 y2 + Z = c tiene solucién para valores de
c=0,1,2,3,4,5,6,8,9,1y no solucién cuando c=7.

Como 0°=0 y 1* =0, podemos obtener algunas soluciones rapidas segun sea el valor de c,
por ejemplo:

11=F+ %+ 7 16=4#+0+C 21=4F 4+ 2+ ¢
12=2424+ 2 17=4#+4+%4+ 0 2=3+34+ 72
13=3+ 2+ C 18=#+F+ ¢ 23=X+y'+7
14=F+ 2+ ¢ 19=F+ 3+ ¢
15=X° +y* + 7 20=4#+24+C
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Para €< 23, la ecuaciéon X + y2+ Z = ¢ no tiene solucién cuando c=7,15,23 esto es,

cuando ces de laforma 8k + 7.
Los nimeros de la forma 8k + 7 donde ¢<100 son, ¢c=31,39,47,55,63,71,79,87, y todos,

positivos 'y negativos, dan como X2—|—y2—|— Z= Cc Podemos decir que, la ecuacién

X2 + y2 + Z = c tendra solucidn si, y solo si, ¢ no es de la forma 8k + 7 y coincidiriamos con
Diofanto que ya lo conocidé en su momento.

6.5 Conjetura de Bachet donde y* =y’ +k

Claude Gaspard Bachet de Méziriac (1581-1638) fue un matematico francés que tradujo la
Aritmética de Diofanto mejorando notablemente las soluciones planteadas por éste. La dificul-
tad a la resolucion de esta ecuacién es que carece de solucién cuando k es de la forma

k =(4n-1)* - 4nT, en donde m y n son enteros tales que ningin primo p =-1(mdd4) divide
a m. Para su solucidn se han creado distintos generadores, tales como

y=8-12a+ 124 ,x= 4 y=12a(a-1), x= 4a- 4 y=12(a-1)(a- 2), x= 8 &

que son faciles de calcular.
Vamos a intentar resolver esta ecuacidn para k primo. He aqui algunas representaciones:

22=P+3, 3=2+1, 5= 2+ 17, = 2 41,°8 °8 37,9 ¥
F=4+17, 16= 8+ 73, 1= ¥ 113, 12 6 19, ’H *+5 71
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