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14. FORMAS CUADRATICAS BINARIAS Y GRUPOS DE CLASES

14.1 Ecuacion Pell

1.1 Introduccidn y origen

En su obra A Dictionary of Mathematics Originally, el profesor de la Universidad de Ox-
ford Christopher Clapham, define a la Ecuacion Pell como una ecuacién diofantica de la forma
X* = ny2 +1, donde N es un entero que no es cuadrado perfecto.

Arquimedes (287-212 a.C.), la recoge en su obra Libro de los Lemas en el problema de
los bueyes, donde plantea la ecuacion x* =4729494/* + 1de la que no da solucién.

En su Aritmética, Diofanto de Alejandria (sobre 250 d.C.), plantea las ecuaciones
x* =26y° +1y x> =30y*+ 1 que, aunque no da solucién, bien podrian considerarse como de
Pell.

En el afo 628, el astronomo y matematico hindd Brahmagupta (598-665), plantea el
primer método razonado para la solucién de esta ecuacion. Este método fue mejorado por
otro astronomo y matematico hindu, Bhaskara (1114-1185), que queda recogido en su obra
Lilavati.

Fue Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) el que, aprovechando las aportaciones de Pie-
rre de Fermat (1601-1665) y de Leonhard Euler (1707-1783), y con la ayuda de fracciones con-
tinuas, aportd uno de los métodos que se aplica en la actualidad. Fue precisamente Euler el
que, por equivocacién dio a la ecuacidn el nombre de Pell, atribuyendo su descubrimiento a
John Pell (1610-1685), matematico ingles que ha pasado a la historia de las matematicas, pre-
cisamente por esta equivocacion.

En 1799, la ecuacién X* = ny2 +1 pasé a ser representada como X* - Dy2 =#1, cuan-

do Carl Friedrich Gauss (1777-1855) publicd su obra Disquisitiones Arithmeticae, donde expo-
ne la factorizacién Unica en cuerpos reales y, a partir del conjugado, establece la norma

N(a)=(a+b/D)(a- b/ D = & - DB =+1
gue permite otra solucién a la ecuacién Pell

y= EWD O WD) (¢ W D= ¥ D
2 2/D

donde D =b? -4ac es el discriminante o dominio de integridad de los sistemas cuadraticos.
1.2 Algunos métodos de solucion

La solucién a esta ecuacidn no es facil, pero tampoco imposible. Requiere, eso si, la
utilizacion de ciertas herramientas, como las fracciones continuas o métodos de solucion de
una ecuacién modular. A continuacién vamos a exponer alguno de estos métodos.

1.2.1 Triangulos y cuadrados: la solucién de Euler

Un ndmero es cuadrado si responde a la forma N = n? y es triangular cuando es de la
forma N =n(n+1)/2. A partir de este razonamiento, Euler establece las siguientes igualdades:
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n“+n=2nf - 4+ 4n= 8m
A’ +4n+1=8nf+1 - (2 P= 2(4nH+

de donde, si y=(2n+1) e x= 2m resulta y* =2x"+1, que es un caso particular de ecuacién
Pell x? - Dy2 =1, con infinitas soluciones cuando D es libre de cuadrados. En este caso admi-

te como solucién 3 - 2[* =1,
1.2.2 Método de Carmichael

En su obra Diophantine Analysis publicada en 1915, el profesor Robert Daniel Carmi-
chael (1879-1967) partiendo de las ternas pitagdricas, propone para la solucién de
x* - Dy® = 7 el siguiente generador:

x=nt+ Drf, y=2mn = - Df

Por ejemplo, para

m=5n=3,D=7 - x= 5+ 7J8= 88y= DB 3 307= *5 [7°8-
88" - 7(BC = 38

Por ejemplo, para

m=6,n=3,D=11- x= 6+ 103= 135y= 2638 36~ °6 If3-
135 - 11136 = 63

En el primer caso la solucién, mediante niumeros algebraicos, podemos plantearla co-
mo

(5+3/7) (5-3/7 =88 30 }( 88 30 )= 83 736 2

Esto es una forma cuadratica dentro de los campos reales. Si tenemos en cuenta que la
suma de (5 + 3\/7) + (5 - 3\/7) = 10, el polinomio minimo resulta x* —10x+ 38= Q que

tiene como solucién X = 51\/1_3 , Y teniendo en cuenta que esto es una cuadratica
2 2
(5+=13) (5-v-19 =( 8+ 189 = 3

1.2.3 Mediante ecuaciones modulares

Al tratarse de una ecuacion con dos variables, el método consiste en despejar una en
funcién de la otra. Supongamos que debemos resolver la ecuacién x> —7y* =1.

Despejamos x en funcion de y:

Escribimos la ecuacién como x° =1(madd7)
El coeficiente independiente de esta ecuacién es 1, y 1 siempre es resto cuadratico de
cualquier ecuacién, ya que 1* —1= 0, por tanto la primera raiz es X, =1+ 7t. Es una solucién
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paramétrica. Gauss nos ensefa, que si una ecuacién cuadratica moénica admite una raiz, tam-
bién admitird como segunda raiz, su inversa. La inversa de un nimero, respecto al médulo, es
su complemento. En nuestro caso, la inversa de 1 respecto a 7 es 6, ya que 6+1=7 entonces,
la segunda raiz es x, =6+ 7t. Observar que la suma de los coeficientes independientes de las
raices, en las ecuaciones mdnicas, dan el médulo, 6+1=7.

Al tratarse de una ecuacién multivariable, si la primera tiene dos raices, la segunda
también.

Por sustitucion, despejamos y

@+7ty-7y°=1- y12=‘_1+%+7t)2—= o+ 2+ P
6+t -7y*=1 - ygzwz 5+ 12+ T

La solucidn a la ecuacion es:

2 =imod7) L | BTN = 0r 2+ T
X,=6+7t yy =5+ 12+ T

Ahora se trata de que, dando valores a t, busquemos un cuadrado en X tal que, res-
tando la unidad y dividiendo por 7 obtengamos un cuadrado. O bien, busquemos un cuadrado
que, multiplicado por 7 y sumandole la unidad obtengamos un cuadrado perfecto.

Observar que si en x =1+7t damos valor 1 a t, resulta 8 =64 vy
64-1= 63= 7J9= T3 por tanto la solucién a la ecuacién es 8 — 7[F = 1.

Ahora, observar otra cosa, (8+ 3\/_7)(8— 3\/_7)= les la norma. Aplicando la solucién de
Gauss

BN 3Ty o @I @I,
= =8, y= ==z
2 27

Hemos dado a la ecuacion exponente 1. Para 2,3,4,.. las soluciones habrian sido
x=127, 2.024, 32.257, e y=48, 765, 12192,.
que producen los siguientes resultados.
127 -7048 = 1, 2024 @ 765 1, 32257 007 12%¢2
Como veran, es un tipo de ecuacién que genera infinitas soluciones.
1.2.4 Método de los cuadrados
Si se tiene cuenta que la ecuacién Pell tiene como solucidn la diferencia de un cuadra-

do y el producto de otro cuadrado con un entero, gue no sea un cuadrado, esta solucién puede
encontrarse directamente utilizando cuadrados perfectos.
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Supongamos que buscamos un cuadrado de la forma4k+1=¢, a partir del cual podemos
hallar las siguientes soluciones:

4@2+1=9 . 3-713 = A[#2+1= 169 -~ 13- 4D%=
4[6+1=25 . 5- G12= 4[B6+ 1= 225 . 15— 5B1%2=
4012+ 1= 49 . 7- 171%= A72+1= 289 - 17- 7D1%=
4[P0+1= 81 - 9- 20 2= 4090+ 1= 361~ 19- 90 2=
4[B0+1= 121 - 13- 30%= 4110+ 1= 441 - 2A- 110°%=

Para niumeros de la forma 4k + 3= ng hallamos, entre otros

405+3=63 - 8-N3=| | 424+3=99 » 10- 103= |

Es importante observar la progresidén que se produce para los valores de k, que pone
de manifiesto la estructura de los nimeros entre los de la forma 4k +1y 4k + 3.

Si tenemos en cuenta que n’—1=ds es una solucién de la ecuacién Pell, donde
d,n, s Z a partir de un cuadrado podemos encontrar algunas de las muchas soluciones en el
cuadro siguiente:

2?-1=3=31 - 2- 3i=.
F-1=8=2% - 3- 212=
4*-1=15=151%1 - 4- 182=
5-1=24=602 - 5- @2=
6°-1=35=3511 . 6- 3B74=
7 -1=48=1202 - 7- 1212=
§-1=63=713 - 8- T18=
9°-1=80= 2002 - §- 2012=
10°-1=99= 1108 - 10- 1%

Asi, sucesivamente, se puede generar una solucion a partir de infinidad de cuadrados.
En la resefia sobre el origen de la Ecuacién Pell, hemos anotado las ecuaciones x* = 26y2 +1ly
X2 = 3Oy2 + 1, atribuidas ambas a Diofanto de Alejandria, pero que no da solucién. Bien, noso-

tros lo vamos a intentar, pero ignorando las fracciones continuas y los cuerpos cuadraticos,
desconocidos en la época en la que vivié Diofanto, siglo Il de nuestra Era.

Para la ecuacién x° =26y” +1:
Por tanteo con n, buscamos 26n*+ 1= <. Para n=1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, encontra-

mos que el 10 satisface la ecuacién. Efectivamente, 2610 + 1= 260 3017= 51 por tan-
to

x> =26y +1= 5% - 267116=

donde la norma es (51+ 10\/?6)(51— 10/_269= :

Para la ecuacién x* =30y” +1:

Por tanteo con n, buscamos n?>-1=30s’. Para n=1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, encon-
tramos que el 11 satisface la ecuacién. Efectivamente, 11° —1=120= 20315 20 3( por tan-
to
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x*=30y°+1=1Ff- 3012= .
donde la norma es (11+ 2\/?0)(11- 2/730)= 1

1.2.5 Meétodo de las fracciones continuas

El astronomo y matematico hindu Aryabhata (476-550), se cree fue el primero en utili-
zar las fracciones continuas para resolver sistemas de ecuaciones indeterminados. Asi se des-
prende de su obra Aryabhatiya, escrita en verso alld por el afio 510. Fue John Wallis (1616-
1703), el mas importante matematico inglés anterior a Isaac Newton (1642-1727), el que, en
1655, introdujo y desarrollé el concepto de fraccion continua en su obra Arithmética Infinito-
rum.

1. La relacién de las fracciones continuas con los cuerpos cuadraticos se basa en que los
desarrollos de los irracionales cuadraticos son periddicos.

2. Un numero irracional « es cuadratico si, y sélo si, los coeficientes de su fraccion con-
tinua se repiten peridédicamente a partir de un cierto término.

Para desarrollar el irracional cuadritico o vamos a calcular los coeficientes @, al

mismo tiempo que los restos . Concretamente &, es la parte entera de «, y

an+1 :1/(an _an)'

Para /7, como la raiz cuadrada est4 comprendida entre 2 y 3, entonces g, =2.

1 247
Para o, = = V7 y & =2. Paraq, = ! =1+ﬁ ya, =1
Ji-2 3 247 2
3
Para a, = ! =1+\/7 ya,=1. Para q, =;=2+\/7 ya, =1
V7| 3 1447 _,
2 3
1 2+47
Para o, = = \/_=O(1ya5:4.
2+7-4 3

Por tanto, obtenemos \/7 = [2,1,1,1,4}1 donde la barra indica el periodo que se repite.
Observar que en el paso oy se repite la fraccion de «; con lo que se termina un periodo y
empieza otro.

T=or— Y [»7114
(T

l

Ahora, calcularemos los convergentes o reducidas de la siguiente forma:
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1 2 3 4 5 6 7 8 9
a, 2 1 1 1 4 1 1 1 4

X 2 3 5 8 37 45 82 127 590

y 1 1 2 3 14 17 31 48 223
x*-Dy*|-3 2 -3 1 -3 2 -3 1 -3

Observar que los valores de x* — Dy? forman una sucesion que se repite al igual que el periodo
de restos. También, que los Unicos valores que satisfacen a la ecuacién son los de las columnas
4y 8. El primero corresponde a la norma del cuerpo cuadrético, esto es (8+ 3ﬁ)(8— 3/77)2 1
el segundo corresponde al exponente 2

eI Nn-6dND
Y= 2J7 - A

=127,

(= 8+3V7) + (8- 3/7]
2

donde 8 -7[F = (8- 703 Y= 127- T148= !
Vamos a resolver la ecuacién x* —23y* =1.

Como /23 estéd comprendido entre 4y 5, entonces a, = 4.

o, = ! —4+\/£ a=4 o, = 1 —3+\/£ a =1
1 \/5_4 7 » Y 2 1 2 )
44423
7
oy = 1 —3+;/§,03:3 o, = 1 —4++/23, a,=1
34423, 3+v23
2 7
1 4423
o = 1 = 7 =0y, 0, =8
4++23-8

Por tanto, obtenemos J23= [ 4,1,3,1,$ donde la barra indica el periodo que se repite.

@:4+;=[4,ﬁiﬂ

1+ 1
1
3+
1
1+ I
8+
1 2 3 4 5 6 7 8 9
a, 4 1 3 1 8 1 3 1 8
X 4 5 19 24 211 235 916 1151 10124
y 1 1 4 5 44 49 191 240 2111
X*-Dy*|-7 2 -7 1 -7 2 -7 1 -7
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A partir de estos datos, la norma es (24+ 5/ 23)(24- & 23¥ vy lasolucidn a la ecua-
cion propuesta

_(24+5/23)+ (24 § 23)_ _ (24 8 23y (245 M),
X= > =24, y= 2\/7 =t

Si hubiéramos resuelto mediante ecuaciones modulares, en x> —23y* = 1 despejamos x
x* =1(m6d 23)

Sabemos que la unidad es raiz de una ecuacion cuadratica, por tanto
X =1+23

La segunda raiz sera la inversa respecto al médulo 23, esto es
X, =22+ 23

Por sustitucién despejamos Y, luego

o_ 1+ @+ 237 _

(1+23Y-232=1- y >3 o 2+ 28

, —1+(22+ 237} _

(22+23f-23°=1- ¥ >3 2% 4+ 23

Observar, que para t =1, x=1+23= 24 es el valor de la norma, (24+ 5\/_7)(24— 5/_7)2 1Para
Yy, Y=2+23= 25= % o también 24’ -1= 575= 23125 28%

1.2.6 Método de los cuerpos cuadraticos

Si a:a+b\/_D es un entero perteneciente al cuerpo cuadratico Q\/B y
N(a)=(a+b/D)(a- b/ D)= d- DB =+1, siendo N(ab) la norma del conjugado
a-bJD, una solucién para la ecuacion Pell seria x+ y\/_D)(x— y\/TD) = ¥ - Dy =1, donde
el valor de D puede ser calculado mediante fracciones continuas.

Si a,B es una solucién de la ecuacién x> — Dy’ =1, también a°-DB*=1y

(a® - DB%)" =1 seran soluciones para cualquier valor de n con N1, entonces
x* - Dy?* =(a’- DB?)"
(x+ y/D)(x- WD) =(a+ 5V D)"(a~ D)

de donde

x+yW/D=(a+BVD)"y x-yWD=(a- VD)
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Resolviendo el sistema
x=[(@+pVD) +(@-pJD)"|/2, y=[(@+pID) ~(a-BJ/D)']/(2D)

que es la solucién planteada por Gauss.
Por ejemplo, vamos a resolver la ecuacién x> —31y* =1.

Sabemos que a, =+/D =+/31, raiz que estd comprendida entre 5y 6.
A continuacidn calculamos los cocientes incompletos que se generan:

1 1 5+/31 1 1 1+/31
a, = = = , a,= = =
a,-a, ~31-5 6 a-a 5+y31_, 5
6
1 1 4+/31 1 1 5++/31
a, = = = , a, = = =
a,-a, 1+\/ﬁ_1 3 a,-a, 4+\/ﬁ_3 2
5 3
go 1 . 1 5+/31 1 1 _4a+d31
* a,-a, 5+\/3_1_5 3 * a,-a, 5+\/3_1_3 5
2 3
S S | 14431 1 1 _s+31
" a,-a, 4+J§1_1 6 ' ° a,-a, 1+J§1_1 1
5 6
1 1 5+4/31
ag = = = =qa,.
a,-a, 5+/31-10 6
Planteamos su desarrollo
J31=5+ 11 :[5,1,1,3,5,3,1,10]
1+ 1
1+
1
3+
1
3 S —
1
T P S—
1
1+~
141
1

10

Finalmente calculamos las reducidas o convergentes

1 2 3 4 5 6 1 8 9 10 11 12
a, 5 1 1 3 5 3 1 1 10 1 1 3
X 5 6 11 39 206 657 863 1520 16063 17583 33646 118521
y 1 2 7 37 118 155 273 2885 3158 6043 21287
x*-Dy’|6 5 3 2 3 5 -6 1 -6 5 -3 2
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Como podemos comprobar, (1520- 273/731)(1529 213_31:) es la unidad funda-

mental de norma 1, y la solucién a la ecuacién 152¢ — 310273= 1
Teniendo en cuenta que los valores de las variables vienen determinados por

= CEWD O WD (¢ WD (x ¥ D
2 ' 2/D

Para n=1,2y 3,tenemos

= 1520+ 273/ 31)+ (1526 278 31)

> 1.520, 4.620.799, 14.047.227.440

y = 1520+ 273/—3123&1529 238 31) 273, 829.920, 2.522.956.527

En el cuadro siguiente se recogen, para nUmeros primos menores a 101, las unidades
fundamentales para la norma 1, asi como los cocientes incompletos de los cuerpos cuadraticos

K =QvD.

D| x| VY |[af{aaa}] D X y [a{a.a a}]

2 3 2 142} 43 3482 531 6,{1,1,3,1,5,1,3,1,1,12}

3 2 1 1,{1,2} 47 48 7 6,{1,5,1,12}

5 9 4 2,{4} 53 66249 9100 7,{3,1,1,3,14}

7 8 3 2,{1,1,1,4} 59 530 69 7,{1,2,7,2,1,14}

11 10 3 3,{3,6} 61 1766319049 | 226153980 | 7,{1,4,3,1,2,2,1,3,4,1,14}
13 | 649 | 180 | 3,{1,1,1,1,6} 67 48842 5967 8,{5,2,1,1,7,1,1,2,5,16}
17 33 8 448} 71 3480 413 8,{2,2,1,7,1,2,2,16}

19 170 39 442,1,3,1,2,8} 73 2281249 267000 8,{1,1.5,5,1,1,16}

23 24 5 4,{1,3,1,8} 79 80 9 8,{1,7,1,16}

29 9801 | 1820 | 5,{2,1,1,2,10} 83 82 9 9,{9,18}

31 1520 273 5,{1,1,3,5,3,1,1,10} 89 500001 53000 9,{2,3,3,2,18}

37 73 12 6,{12} 97 62809633 6377352 9,{1,51,1,1,1,1,1,5,1,18}
41 2049 320 6,{2,2,12} 101 201 20 10,{20}

14.2 Unidad Fundamental de la Norma

2.1 Unidad Fundamental de Norma 1
Sea mun entero positivo libre de cuadrados. Entonces

S, ={(x Y| XON, yON}, si D= 2,3(m6d4
SDZ{E%HXDNJDN,XE y(m(')dZ)}, siD= 1( méck

Sea (a,b)0 S, lasolucién de a®> - Db*=1. Si e=a+ by'D donde ¢ es una unidad de 0,5 de

una norma, la unidad € se llama unidad fundamente de norma 1. Si tenemos en cuenta de que
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e21+~+/D 21+/2, si D= 2,3(od .4
1+4/D _1++/5
2

€2 =
2

, si D=1(mo6d.4)

entonces € >1.
Sea D un entero positivo libre de cuadrados. Sea ¢ la unidad fundamental de norma 1, enton-
ces:

1. ¢ eslaunidad mas pequefia en Ouso de una norma que es mayor que 1.
2. Cada unidad de Ouso de una norma 1 es de laforma * ¢" para cualquier entero n.
3. Si 7 es una unidad de la norma 1 en Ooio tal que 7>1 vy cada unidad de Ooso de

norma 1 es de la forma + 7* para cualquier entero k, entonces 7 =e.
4. Sea D un entero positivo libre de cuadrados. La unidad fundamental 77 de Ous5 S

define como O si Ouss contiene la unidad de la norma -1, y € en caso contrario.
5. Sea Dun entero positivo libre de cuadrados. Entonces, cada unidad de 77 de OuJ/5 ©S
de la forma = 1", nOZ, donde 77 es la unidad fundamental de Ous5: Si contiene las

unidades de la norma -1, estas se dan para by+ 7" con n impar, y los de norma 1 para

by+n1" con n par.
2.2 Unidad Fundamental de Norma -1

Sea D un entero positivo libre de cuadrados tal que Ou/s contiene la unidad de la
norma -1. La Unica unidad g >1 de norma -1 de tal manera que cada unidad OoJr € de la

forma = 0", nZ, y se llama unidad fundamental de Oovm de norma -1.

2.3 Calculo de la Unidad Fundamental

Sea D un entero positivo libre de cuadrados, sean hn/kn, n=0,1,2,.. los convergen-

tes de la fraccion continua D ysea | el periodo de expansion.
Si | es par, tal que x* — Dy® = —1 no tiene solucién en los enteros X €Y, la solucién de

x* — Dy® =1, con los enteros positivos X € Yy es, al menos (X, y) = (h_, k_,)-
Si | es impar, entonces x* — Dy” = —1 tiene solucién en los enteros X €, y la solu-

cién de x* — Dy” =1, con los enteros positivos X € Y, viene determinada con , al menos una X

dada/ por (Xl y) = (h—l! If—l)'
Si D=2,3(mdd.4) 6 D= 1(mo6d.8) todas las unidades de g,z son de la forma

X+ y\/7D, con X ey enteros, donde la unidad fundamental 77 de OuJo viene determinada
por 7= +k_'D, N(7)=(-1) .

Si D=5(mbd8), puede no ser unidades de g, de la forma 1Y2(x+ y\/ﬁ), con
X €y enteros impares. Si no hay unidades de este tipo, 70Z+ZJD y, como en el caso ante-
rior, n=h_ + K_1\/7D, N(7) = (-1) . Si hay unidades de este tipo, entonces 707 +Z~/D, y se
puede demostrar que 7°0Z+Z/D. En este caso, /7° =X+ y\/_D, donde X ey son enteros

10
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positivos que satisfacen, al menos para X, a x> — Dy? =+1. La unidad fundamental viene de-
terminada por 7° =h_ +k_~/D, N(7)=(-1) .
Sin=(A+ B\/B)/Z, donde Ay B son enteros impares positivos, entonces

(A+BVD)/2 =h,+ k /D
y asi
A’ +3AB’D=8h,, 3X B+ B D= 8k,

por lo tanto
1/3
Alh,, 1= A< 22y B|h,, 1< B< z[%}

A partir de este esquema desarrollamos el siguiente algoritmo que nos va a permitir
determinar la unidad fundamental 77 de Qg5 Para cualquier D entero vy libre de cuadrados.

h,=1 k,=0yR=0,Q=13=[VD| h=[VD], k=1
Determinar P, Q,, &,, h,,k,, con r= 1,2,..de forma recursiva a través de

P=5.,Q,-P,conrl2,..

_p2?
Q, :u, conn=1,2,...
n-1

_R+VD

,conn=12,...

n

h,=ah,+h, conreEl2,..
k,=ak_,+k_, conrFl2,..
Igualdad fundamental si N >1
R=R Q=Q
Para N-1=1, si D=2,3(mdd.4) 6 D= 1(md&d.8) entonces
7=h4+k./D, N@)=(-1)

Si D =5(m0d8), determinar todos los divisores impares positivos A de h_ menores
que 2h"? y todos los divisores impares positivos B de k_, menores que 2(k_,/D)"%.Si para

algun par (A, B) tenemos A*+3AB°D=8h_,, 3K B+ B D= 8K, , entonces

11
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n=A+TBﬁ’, N@)= 1)

de otra forma
n=h,+ K—l\/_Da N@7) = (-1)
2.4 Determinar la unidad fundamental de D =31= 3(mdd.4)

Empecemos por calcular los términos de la fraccién continua y sus convergentes:

6 11 39 206 657 863 1520 16063 17¢
1'2' 7' 37118 155 273 2885 31F

V31=[5,5113,531110,1]

o,

Partimos con los valores de h; =1, k,=0,R=0,Q = 13= 5Ri= 5k= vy calcu-
lamos, sucesivamente, losde P,, Q,, a,, h,,k,, con = 1,2,.. mediante la siguiente tabla:

n|-1/{0|1(2]|3| 4 5 6 7 8 9
a, 5/1|1|3] 5 3 1 1 10 1
P, 0|51 | 4] 5 5 4 1 5 5
Q, 1/6|5 ] 3 2 3 5 6 1 6
h, 56|11 |39|206 | 657|863 | 1520 | 16063 | 17583
K, 11| 2| 7| 37 | 118 | 155 | 273 | 2885 | 3158

Como R, =R =5, Q= Q= 6,encontramos que
N=9,1=N-1=8,h,=h =1520k,= k= 27
n=h_+k_ N D=1520+ 273/ 31N/ ¥ £ 1= « #)=
D=31=3Mmodd.4)- 3+ F 2& 7.

La unidad fundamental de g, 5 es 1520+ 273/ 3:de norma 1.

Dado que K = (Q)\/?Tl es un cuerpo cuadratico real donde N(a+ b\/ﬁ)= X -31y =1
de donde 152CF — 31J273= 1 el polinomio minimo que lo genera es x* —3040x+ 1= 0 ya
que (1520+ 273/731)!- (15206 27\3_31:) 30¢ por tanto la unidad fundamental de o €5

€ =1520+ 273/731 de norma 1. No admite la norma -1.
2.5 Determinar la unidad fundamental de D =41=1(md&d.8).

Los términos de fraccion y los convergentes son:

JAi=[6221227,) 8 13 32 397 826 204

El siguiente cuadro recoge los valores necesarios:

12
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n|-1/0|1]2]| 3 4 5
a, 621|212 2 2
P, 0|6 |4| 6 6 4
Q, 1|5 (5] 1 5 5
h, 6| 13 | 32 | 397 | 826 | 2049
kK, |lo|1] 2|5 | 62 |129| 320

El calculo de P, y Q, lo hemos determinado de la forma siguiente:

P=a,Q,-P,  P=60-0=6,R= 205 6 4,R= 25 4 |
P= I2-1 6 R= [25=6 4

Q,=(D-F)/Q.: Q=(41-€)1=5Q= (4t 4) 5 5Q= (4 %/)5
Q= (4°GFlL §= @LI°A¥5 5

Como P, =R =6, Q,= Q=5, encontramos que
N=4,1=N-1=3,h,=h =32k, = k=1

”:h—1+K—1\/B:32+5/Zl,NOF 615: € PH=-:

D=41=1(m06d.8) » 41- == 46 5l
La unidad fundamental de Ogvai €S 32+ 5/41de norma -1.

Como K =Qv41 es un cuerpo cuadratico real donde N(a+bJ/41)= ¥ — 41y =-1
de donde 32° - 418 =-1 el polinomio minimo que lo genera es x> —64x—1= 0, ya que
(32+5/41)+ (32~ § 41F 6 por tanto la unidad fundamental de Oguai 8 0=32+5/41

de norma -1.

Vamos a utilizar el programa sobre teoria de nimeros de Keith Matthews, profesor de
matematicas y fisicas de la Universidad de Queensland, Australia, para demostrar que el su-
puesto anterior también admite la norma 1.

Para P?=41(mbd.1) la posible solucion de P la encontraremos en el rango

0sPs<¥y2:[d= (0+V41)1

(R +V41)/Q, = (0+\/41Y1,h/k = 6.

(R +v/41)/Q, = (6+/41)'5,h/k = 18

(P, +/41)/Q, = (4+/41) 5,1/ k= 32!

(R +/41)/Q, = (6+/41) 1,h/k = 397 6
(P, +/41)/Q, = (6+V/41Y 5,/ = 826 12
(R +41)/Q, = (4+41) 5,h/k = 2049 32

13
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de donde la unidad fundamental de OgJai €S 2049+ 32&/_4] de norma 1.

Como K =Q+/41 es un cuerpo cuadratico real donde N(a+ b\/ﬁ)z X — 41y = 1de
donde 2049 — 411320= 1 el polinomio minimo que lo genera es X* —4098x+ 1= 0 ya que
(2049+ 32@/741)- (2049 32(5_41:) 40¢ por tanto la unidad fundamental de Ogva €S

€ = 2049+ 32Q/ 4. de norma 1.
2.6 Determinar la unidad fundamental de D =13=5(mad.8).

Los términos de fraccion y los convergentes son:
J13=[31,1116,1,] 3471118 119 13

El siguiente cuadro recoge los valores necesarios:

n|-1/0|1|2|3|4]| 5 6
a, 3|11 1)1 6 1
P, o|3[1|2 ]| 1] 3 3
Q, 1141334 1 4
h, 314|711 18] 119 | 137
k, |lo|1{1|2| 3| 5| 33| 38

SiP,=B=3, Q=Q=4,tenemos N=6,|=N-1=5h,=h =18k, = k=&
Paraun Aimpar, Alh,, 1< A< 2} = A|9, k¥ A< 53> A= 16

1/3
Paraun B impar, B|k_,, 1< B< 2(%] = B|5 k¥ B< 1,52 B= !

Del par (A, B) =(1,1), (3,1 solamente el segundo satisface al par de ecuaciones
A’ +39AB* = 144, 3K B+13B =4

por lo tanto la unidad fundamental 7(>1) de Oo/i €S

,7:(3+\/EJ( 3_;/T3j=—l N =1

2

Esta solucién es equivalente a 18° — 1305* = —1. ¢Por qué?
En el primer caso genera un polinomio minimo x*> —=3x—1= 0 que tiene como solucién
3+4/13
>
En el segundo caso, X> —36X— 1= 0 es el polinomio minimo generado que tiene co-
mo solucién X =18+ 513

Las conclusiones de por qué de estas variaciones las dejamos en manos del lector.
En cuantoa D =13=5(mdd.8) - 13 5 & &1

X=z

14



Rafael Parra Machio

FORMAS CUADRATICAS BINARIAS Y GRUPOS DE CLASES

2.7 Determinar la unidad fundamental de /26.

Los términos de fraccion y los convergentes son:

J26=|5,10,10,10,10,]

5 51 515 5201 5252

Utilizando el programa del profesor Keith Matthews, calculamos

(R, +/26)/Q, = (0++/26) 1,h /k = B
(R+/26)/Q = (5+V/26) 1,h/k = 511
(P, +4/26)/Q, = (5+/26Y1,h /k = B

de donde (X, y) =(5,1) satisface a la unidad -1y (X, ¥) =(51,10) a la unidad 1. Por tanto
la unidad fundamental de Oqyz €5 5+\/§5 de norma-1y 51+ 10\/53 de norma 1.

Podemos representar estas normas como

(5425 (5 25) =1y (52725 /9=

En la siguiente tabla recogemos valores de D que generan norma doblede 1y -1:

D | (.1 | (xy).(-1) D (x¥), (+1) (% ¥),(-1)
2 3,2 1,1 58 19603,2574 99,13

5 9,4 2,1 61 | 1766319049,226153980 | 29718,3805
10 19,6 3,1 65 129,16 8,1

13 | 649,180 18,5 73 2281249,26700 1068,125
17 33,8 4,1 74 3699,430 43,5
26 51,10 5,1 82 163,18 9,1

29 | 9801,1820 70,13 85 285769,30996 378,41
37 73,12 6,1 89 500001,53000 500,53
41 | 2949,320 32,5 97 |  62809633,6377352 5604,569
50 99,14 7,1 101 201,20 10,1
53 | 66249,9100 | 182,25 106 | 32080051,3115890 4005,389

2.8 Algoritmo de Lagrange

En el afio 1768, Joseph-Louis Lagrange(1736-1813), demostré que si x> — Dy* = N,
{X, y} >0, med(x Yy=1y |N| </ D, entonces X/y es un convergente A]/Bn de la fraccion

continua simple. Ya que si hacemos

e N e B N D
(x+ WD)(x- WD) =N |x @'xwﬁfﬁm

tenemos

y_

X X 1 1
Z>Jb = |©=-JD DAL P
y y X JB‘ 2%

1 X
<—vy—>/D =
2y 'y

15
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si VD =[a0, 81,...,6}] , debido a la periodicidad de (-1)"™*(A> - DB?), para la solucién,

solamente tenemos que comprobar los valores del rango 0<n< LI/ZJ — 1. Para encontrar to-

das las soluciones, comprobamos el rango 0<n<|-1.

Por ejemplo, para \/E:[S,l,l,l,,l,b Convergentes I,—,—,—,

A/B, | A -138
3/1 -4
4/1 3

7/2 -3

4
-1

11/3
18/5

Mwlnlk|lol s

La solucion positiva (X, Y) viene determinada por

M(4+4/13), n= C
X+y\/l_3: n7( \/7)
N (4++/13),n= 0

donde l7:18+ 5/13y 7+ 2\/@:,7— (—4+\/T3)

La solucién cuadrética de la ecuacién es x* - Dy’ =18°-135'=-1

2.9 Método de Gauss

El método propuesto por Carl Friedrich Gauss (1777-1855) se basa en el siguiente es-
quema: Supuesto a®>-Dy? =N, donde N #0, D> 0 libre de cuadrados y mcd(a, y) =1. Su-
puesto también ad — By =1, entonces si P =af3 — D)d, tenemos que

a) a =-Py(mdd| N)
b) P*- D= N(82- D3?)

y en particular

P? = D(mod| N)

Por ejemplo, para P?>=3(mdd31) donde \/31:[5,1,1,3, 5,3,1,]. y los convergentes
56 11 39 206 65 . .
son {7,7,— —— —E} como ya hemos visto en un supuesto anterior.
112 7 37 11
—P”, de donde

P, +J/D D
- » h=-F.+38.,Q, h =
) 8,.Q1Y Q o

R=0,Q=1a=VD|] vy h=ah,+h, k=ak,+k, entonces para

m=31= 3(mAd.4) obtenemos:

2

Si tenemos en cuenta que a, =

h..=1k.,=0,R=0Q=13= 5h= 5k=

y el resto de valores de P,, Q,, &,, h,, Kk, los obtenemos el siguiente cuadro:

16
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nik|IQ |a] h K,

-1 1 0
0 0 1 5 5 1
1 5 6 1 6 1
2 1 5 1 11 2
3 4 3 3 39 7
4 5 2 5 206 37
5 5 3 3 657 118
6 4 5 1 863 155
7 1 6 1 1520 273
8 5 1 10 | 16063 | 2885
9 5 6 1| 17583 | 3158

Como R, =R =5 Q= Q= 6,obtenemos
N=9,I=N-1=8,h_,=h=1520k_, = k= 27:
n=h,+k_JD=1520+ 273/ 31,N,, = { 1F

de donde la unidad fundamental de OQ(m) =1520+ 273/—31 de norma 1.

Hemos llegado a las mismas conclusiones que en la solucién anterior aplicando otro método
distinto.

14.3 Formas Cuadraticas Binarias

3.1 Definicion

Una forma cuadratica binaria es un polinomio f (X, y)DZ[ X, )4 , el cual es homogéneo
de grado 2. La forma cuadratica f (X, y) tiene la forma general f(x,y)=axX + bxy+ ¢y donde
<a,b,c>0Z son los coeficientes y D =b? —4ac el discriminante. Las propiedades de las for-
mas cuadraticas binarias dependen de manera esencial de la naturaleza de los coeficientes.

En la ecuacién ax’ + bxy+ ¢y = msi a=0 o ¢=0 la solucién es trivial, ya que una

de las incégnitas ha de ser un divisor de m y generar un nimero finito de soluciones. Supon-
gamos el casoenque a#z0 o c#0.

Si factorizamos el polinomio ax’ + bxy+ cy = & x a)( x [3), la ecuacidn se convierte en
ax—-ay(x-By=nmn
-b++/b* —4ac

2a
Si D =0 entonces a = 3 =-b/2a, que multiplicada por 4a obtenemos la ecuacién

donde los nimeros & y 8 son

(2ax+ by)* = 4am

con soluciones faciles de determinar.
Si D =k? #0, entonces multiplicando por 4a obtenemos

(2ax+ ky)(2ax- ky=4 ar

17
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que a su vez se reduce a un nimero finito de sistemas de ecuaciones de la forma
2ax+ ky= uy 2ax— ky=v

donde u y Vv recorren las factorizaciones de 4am Si n=0 la ecuacién se reduce a
2ax+ ky=0, con solucidn facil de obtener. Si n# 0, el nimero de soluciones es finito.

Si D no es un cuadrado perfecto, entonces @ y £ son elementos del cuerpo K =(@\/B. Si

llamamos N ala normaen Q+/ D, la ecuacién puede ser expresada en la forma
N(x—ay)=m/ &

A partir de las funciones hiperbdlicas, las formas cuadraticas binarias, que podemos
escribir como ax’ + bxy+ cy = mtienen como solucién

X_—byi\/yz(bz—4ac)+4am - bx:\/ Xb-4ax4a
- 2a Y= 2c

o bien

f(xy)= (2ax+by" - DY _ m
4a

Matematicamente hablando, es importante conocer el manejo de algunas herramien-
tas utilizadas para la resolucion de este tipo de ecuaciones:

(a+898) (a-5/7)

2b
VD

(a+b\/f))(a— b/_D): & - DB, (a+b\/5)+(a— b/_D):Za

a

_m- y(bx+ cy) p=m- ax — cy o= M- x(ax+ by

X Xy Yy
Ejemplo: Resolver X° +5xy+ 2y =1.

Una solucién sencilla de una forma cuadrética ax? + bxy + cy? = m, requiere los si-
guientes pasos:

Calcular el discriminante:
b® -4ac=5" - 402= 17
Calcular la estructura del nimero algebraico:

QVD =17

Calcular la norma:

N(a,B) = (a + BJD)(@ - B/D) = (33+ 8/17)(33- & 17F

18
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Calcular una variable:

[(0’+,8\/B)—(0’—ﬁ\/5)]/(\/5)=(33+ &/T?)— (33 8/_17)=ﬂ6

J17
Calcular la otra variable:
2 X = -7
X*+bx+c=0= X +546+ N6~ E G X+ 80¢ 51% x =73

Por lo que, una de las muchas soluciones, es (=7)* + 516 7+ 2116 = 1que podemos ratifi-
car mediante

X_—5EL6+\/16"’ (8- 402y 4D1
201 Y 22

-5 ®J 7 @02 a2l

1

f(xy)= (2ax+ by - Dy _ e QOO+ 506§ -17(16' _
42 40

Los valores de <a,b,c> pueden ser determinados mediante las férmulas

q=m- Y(bx+ cy) _1-16(5¢ 7)+ 2[]16):1

NG (-7)?
b= M- aX - cf _1-1(-7y - 2[16 &
Xy (=716
c=m-Xaxt by _1-(=N)(AC)+506)_,

y2 162

La solucidn a esta ecuacion, mediante el programa Mathematicas 7, es:

4am+ Dy _ by
a’ 2a

1\/4am+(b2—4a() y by

1
Sea x=-= 5 —=-=
a 2a 2

(-85 (55 ¥
V17

,conndZ, n=0

x:3—14(15JT7((33— 8/19 -( 33 d_ly)+ ](7( 338 17+ ( 33@)1”%) conndZ n

x:3—14(17(i(33— 8/17 +( 33 e(_l}’ji 5_1(7( 338 17-( 33@)@} con nOZ n

donde encontramos tantas soluciones como cambios de signos y/o valores a n apliquemos.
Vean el cuadro siguiente:
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0 1 2 3 4 5
463 30551 2015903 133019047
0 | -16 | -1056 | -69680 -4597824 -303386704

73 | 4817 | 317849 | 20973217 | 1383914473
-16 | -1056 | -69680 -4597824 303386704

-73 | -4817 | -317849 | -20973217 | -1383914473
0 | 16 | 1056 69680 4597824 303386704

-7 -463 -30551 -2015903 -133019047
0 | 16 | 1056 69680 4597824 303386704

<X <X |[<|X| [<|X|>
o

Entre las muchas soluciones encontramos para Xx=-73, y=16. Vamos a demostrar
gue son soluciones ciertas.

X® +5xy+2 y =1=(-73)*+ 5(~73)6+ 216>

(o 1 [4am+ Dy _by_ 1[40 17016 516 .,
2\ @& 2a 2 o 21

_ (se-avad) (s &1}
a Ji7

=16, conndZ,n= 0

f(x,y)= (2ax+ Tﬁ - Dy _ M= (2ELE(—73)+45E]LlG§ - 1716 _ L

Ejemplo: Resolver la ecuacién x* +6xy+ 2y =1.

o3 (o sy
y= o/7 )

ceifoar (o)

8-3/7) (e 3/‘?))
27

,con ndZ nz (

_(8-3/7) (e 37
y= o7 )

3((8— 3/7) (8 3/—7))
27

x:%(—(S—sﬁ)s—(& efjj— conndZ nz (
oo oy
27 '

3((8— 3/7) (8 3/‘?))
27

X=

+%((8—3ﬁ)5+(8+ 3/7as) ,conndZ n= (

20
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_(8-3/7) e+ 37
y= o7 )

X =%((8—3\/_7)S +(8+ 3/_7)5)—3((

o377 (o 3
27

,conndZ n= (

Dejamos en manos del lector la comprobacién de estas soluciones.
3.2 Método de Harvey Cohn

En su obra Advanced Number Theory, el profesor Harvey Cohn de la Universidad de
New York, propone el siguiente generador para dar soluciones a la ecuacion binaria

f(xy)=axX + bxyr cf=( » y2)°+ (3 f2)°= 1
Por ejemplo, para X=5, y=6

(x+y/2) + (32 y/2)*= (5+ € 2F+ (B%0p 2f= 64 45 1C
3.3 Resolver la ecuacién x° +6xy+ 4y =1.

El discriminante de es esta ecuacién es D =6° —4[1¥= 20= 512 . A= 5 que ini-
cialmente no es libre de cuadrados.

A partir de las tablas, para N(a+bJ/5)= ¥ -5y =1= - 54 Esto nos lleva a una
forma cuadratica del campo real donde (9+ 4\/?3)(9— 4/_5)= Iy (9+ 4\/_5)+ (9- 4/_5)= 18

generan un polinomio minimo de x> -18x+ 1= 0.
Aplicado a la ecuacién planteada, como una de las variables debe tener como solucién

(9+4/5)- (- 4/5)_,
25 B

X=y=#%

basta sustituir en una de las variables para despejar la otra. Por ejemplo, para =y, tenemos

X? + 24x+ 64= 0. que tiene como soluciones X = +3,+21,
Por este mismo procedimiento podemos encontrar algunas otras soluciones como:

x | £3,#21 | 55,377 | +987 + 676¢
y 4 72 +1272

Por el Programa Mathematicas, una solucion puede ser:
y:i(9+4«/_5)n—(9— 4\/3”
25
((or 48 -9 4/9') (o-a/5) +(oraV5)
+ +

X==x
25 2

,ndz

que tiene infinitas soluciones, tantas como valores le asignemos a n.
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14.4 Grupos de clases.

4.1 Propiedades de las formas reducidas

Se dice que la forma definida positiva <a, b, c> es reducida si |b| <as cyencasode

1B 5 pi o]
bs\/:oblen |a < 5 V2

que |D| =4ac- I = 4& - &. El nimero de formas reducidas del discriminante —D es finito.

que |b| =a é a=¢C, entonces b=0. Si el discriminante D <0,

El entero m se dice que esta representado por la forma cuadratica binaria <a, b, c>,
si existen nimeros enteros X ey tales que m= axX + bxy+ cﬁ. Asi, por ejemplo 31 se repre-
senta por la forma x* + Xy+3 y2 como 31=1% + 1B+ 303, pero 2 no esta representado por la
forma x? +5y?. En el primer caso D =1* - 4[A[B=-11y D =0 - 4[1[6= - 2C para el segun-

do, dos discriminantes distintos.

a+bym
2

Como a+b\/ﬁ1, a bz, (m=-1-2)y , a,b0Z, m=-3~7~ 11 son do-

minios euclideos, podemos determinar cudando un primo p esta representado por cada una
de las formas x* + y*, X>+2y?, X+ xy+ ¥, X +xy+2y y x>+ xy+3 Y. Para ello aplica-
remos las propiedades de la Ley de Reciprocidad Cuadratica de Legendre, valorando p como
ndmero primo impar.

1. Si p es un numero primo tal que p=1(mod4), entonces existen dos enteros
X ey tales que p=x*+ y°. Ejemplo: 29=5 + 2.

2. Si p es un numero primo tal que p=1,3(MAbd.8), entonces existen dos enteros
x ey tales que p=x*+2V. Ejemplo: 83= & + 2(1F

3. Si p es un nimero primo tal que p=1(Mdd3), entonces existen dos enteros
X ey talesque p= X+ xy+ V. Ejemplo: 43= 77 + 7 6)}+ € 6§

4. Si p esun numero primo tal que p=1,2,4(MAbd.7) entonces existen dos enteros
x ey tales que p=>*+ xy+2 . Ejemplo: 23=F + 302+ 213

5. Si p esun numero primo tal que p=1,3,4,5,9MAd .11) entonces existen dos en-
teros X ey tales que p=x + xy+3 Y. Ejemplo: 71= ¥ + 10~ 5+ 3¢ 5§

Otras representaciones podrian ser:
Si p es un nimero primo tal que p=1,7(Mdd.8), entonces existen dos enteros X ey tales

que p =X —2Y. Por ejemplo: 41= (—29} - 2126
Si tenemos en cuenta que (3+ 2&)( 3- 3@ =1
S RCCEREECEE R EE S SET-E R EE
y=;11(4(3—2f2)1— LEES 2f2)1+ b3 f)zl+ The \E)é)z

Si p es un ndmero primo tal que p=1,11({Mdd.12). entonces existen dos enteros
x ey tales que,0 p=x* -3y 6 p=3y* - X. Por ejemplo: 61=1F — 3106
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Si tenemos en cuenta que (2+J§)(2—J§) =1
x=§(s(z-@)l-@( NE N PN N 2()31)= 1

St RLECERS EE AR RO R

Por ejemplo: p=3y* - ¥ =3[17° - 28 = 83 Como podemos comprobar.
Si p es un nimero primo tal que p=1,5,19,23(n6d .24) entonces existen dos enteros X ey

talesque, 6 p=X -6y 6 p=6Yy*>— X. Ejemplo: 101= 6139 - 95
Si tenemos en cuenta que (5+ 2\/_6)( 5- 2\/_6) =1

y=1—12(30(5— a/‘e)l— iq 5 2F§1+ 35 f)é+ j(ef,ﬁ)g):

x=%(7(5—2\/_6)1—5/_6(5- A4+ (s dp+ €65 \E)é)z s

Por ejemplo: p=x* -6y =91°- 60137 = 67 Como podemos comprobar.

Podemos observar que, en las soluciones de estas ultimas representaciones, los valores de
X ey van expresados con exponente 1, lo que denota un sistema indeterminado con multiples

soluciones.

4.2 Calcular las representaciones de p= x° +21y* donde D =-84.

Empecemos por calcular las soluciones de x* +21y* = r(mAdd.84). Con un poco de pa-
ciencia, obtenemos para r :

r=0,1,4,9,16,18,21,22,25,28,30,36,37,4248657,58,60,64,70,72,78,

Si ahora tomamos valores para p=84k+ r, algunas representaciones de p= X’ +21y* pue-
den ser:

277=16 + 211
p=x+21y’ =1 337= £+ 2004
541= & + 2115

Podemos encontrar muchas mas.
Para el discriminante D = -84, encontramos otras representaciones, tales como

X%+ 7y?, 27 + 2xy+ 11y, 5X° + 4xy+ 5y
con las que les invitamos a que, mediante

3x% + 7y* = r(m6d.84), 2x* + 2xy+ 11y = r(m6d.84) 5x* + 4xy+ 5y = r(mdd.84)
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busquen nimeros primos P que satisfagan algunas de estas representaciones.

4.3 Método de Jeffrey Stopple

Jeffrey Stopple, profesor de matematicas de la Universidad de Santa Barbara, en Cali-
fornia, en su obra A Primer of Analytic Number Theory, nos propone el siguiente método sobre
las reducidas que transcribimos a continuacién. (*) La cuestiéon de si un nimero primo p se
puede escribir, por ejemplo, como 2x* + 3y?, obviamente, es la misma que si se puede escri-
bir como 3x? + 2y?. Todo lo que hemos hecho es cambiar el papel de X € Y. Un poco menos
obvio, es 2x* + 4xy+ 5y . La razén es que esto es sélo 2(x+ y)* + 3y*. Hemos cambiado las
variables (X,y) por (X+V,y), vy pueden facilmente cambiarse de nuevo:
2(x—y)* +4(x- y)y+ 5y¥ = 2X+ 3y .Unasolucién (X, ) de 2x*>+ 3y* = p es equivalente a
la solucién de (X'=Xx-Y, Y= y)de 2x?+ 4x'y% 5y® = p. Para evitar este tipo de redundan-

cia, Gauss propuso una relacion de equivalencias de formas tales que
f =(a,b,c) y f'=(a,b, c)son equivalentes. Si hay un cambio de variables, f se convierte

en f'. Concretamente, Gauss define a f como equivalente a f' si es un entero de la matriz
M, donde (X, y)M denota la multiplicacién de matrices:

se define como (rx +ty, sx+ uy

(X)rs
'ytu

donde la inversa resulta

r s 1

ru —st

r s

M = es

t u t u

La inversa es un ndmero entero de la matriz cuando 1/(ru —st) es un ndmero entero,
de modo que, el factor determinante (ru—st) debe ser x1. Se simplifican las cosas si, en

nuestra relacion de equivalencia el determinante de M es +1. El conjunto de todas estas ma-
trices constituyen otro ejemplo de grupo. En este ejemplo, la operacién de grupo, de multipli-
cacion de matrices, en general, no es conmutativa. El cambio de variables en

0
2x% + 3y* ~ 3x* + 2y corresponde a la matriz M = 1 j que cambia (X, y) - (-V, X.

1
El cambio de variables en 2x* + 3y ~ 2x* + 4xy+ 5y corresponde a la matriz M 2‘1 ;] que

cambia (X,y) - (X+ Y, ).
El punto de la relacion de equivalencia es que las formas equivalentes que toman los
mismos valores, tienen el mismo rango de funciones. Diremos que f representa un nimero

entero N si N es siempre positivo en el rango de f, es decir, si existen niUmeros enteros
X e Yy tales que N = f(X, y). La multiplicacién muestra que

4x(axX + bxy+ cy)=(2 ax by + (4 ac B 3
Si D =b®-4ac<0, la expresion de la derecha que es siempre positiva, significa que la

ecuaciéon ax’ + bxy+ cy siempre tiene el mismo signo que la constante a. En otras palabras,
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una forma con discriminante negativo representa sélo nimeros positivos o sélo los nimeros
negativos. Hay, obviamente, una estrecha relacidon entre los casos, la gama de valores de
(a,b, €) que es siempre positiva, y la gama de valores de (—a,—b,—C) que es siempre negativa.

Por esta razén, se consideran las Unicas formas que representan nimeros enteros positivos.
Estas formas se denominan definidas positivas, y tienen a>0. Debido a que (a,b,C)

es siempre positivo y equivalente a (c,—b,a) de acuerdo con (X,¥y) — (-V, X, esta dltima
forma también representa sdlo nimeros enteros positivos, por lo que su primer coeficiente ¢
es siempre positivo.

Todo lo expuesto puede ser reflejado en forma de matriz como:

Fxy)=[x% 34[;2 bﬂm

y su equivalencia f ~ f' conla matriz M, es

fi(xy)=[x M[bjlz b/CZT M{:j
4x 4] M{b?z b/CZT ([x ™)

donde "M denota la transpuesta de la matriz.

Demostrar que las formas equivalentes tienen el mismo discriminante D.

Por un lado, destacamos que Gauss también demostrdé que las clases de equivalencia
de las formas cuadraticas binarias de un discriminante fija también la formar de un grupo. La
ley de la composicién es un poco complicado de explicar aqui.

Demostrar que la formas f(x,y)=2xX + 3y y x*+6y’ ambas tienen discriminante
(-24). Demostrar que G(X, Y) representa a 1,y que f(X,Y) no lo hace, por lo tanto f no
puede ser equivalente a G.

Qué numeros enteros D pueden producirse como el discriminante de una forma
cuadratica binaria? Al reducir D =b* —4ac(mdd4), vemos y que D =0,1(mdd.4). Esta condi-

cién es necesaria y suficiente. Si D =0(mdd.4), entonces x* - D/4y2 es el discriminante D.
Por otra parte, si D =1(m&d.4), entonces x* + xy+ (1— D)/ 4y es el discriminante D.

Para cada D <0, el nimero h de clase es finito. De hecho, cada forma es equivalente
a una forma (a,b,c¢) con |b|s a< ¢ La prueba del teorema consiste en demostrar que si la

desigualdad no se cumple, podemos encontrar una forma equivalente que reduce la suma de
los coeficientes. Este proceso se puede repetir un nimero finito de veces, porque sdlo hay un
numero finito de nimeros enteros positivos menores que a+C. Asi que, sgnp )== 1serd el

1

signo de b; entonces, Sgnbb:m. Si a<|b|, la matriz 0)
-sgn

(1 cambia (X,y) por

(x=sgn@)y.y).
La forma correspondiente es

a(x—-sgn@)yy + b(x- sgnb)y)y c¥=
ad + bt s@nb)a)xy+ (ar e| p ¥
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donde tenemos que a+(a+ C—| tj) < at+ G yaque a<|b|.

. Del mismo modo se redu-

-sgnp
1

1
Demostrar que en el caso de C<|d, la matriz 0

ce la suma de los otros coeficientes.

Si al final a y € son 2|b|,en la matriz

gj es necesario el intercambio de a y C.

Esto demuestra la desigualdad indicada anteriormente.
A continuacion, demostramos que sélo hay un numero finito de estos triples con dis-

criminante D. Las desigualdades de a, |t1 y C implica que
3a’=4a’-a’< dac- B=-D=| b

Esto significa que as<,|D|/3 y bsas<,/|D/3. Ademds, como se observé anteriormente,
b? —4ac= D implica que b?=D(mdd4), por tanto b= D(mAd2). En otras palabras, b es
impar siy sélo si D lo es. Hay un nimero finito de opciones de (a,b, c), lo que se demuestra
por la ecuacién del discriminante: ¢ = (b* — D)/(4a).

(*) Ver articulo en PDF titulado EXERCISES ON BINARY QUADRATIC FORMS, que pueden consultar en
http://www.math.ucsb.edu/~stopple/BQF.exercises.pdf

4.4 Calcular el numero de clases de D =-35.

El teorema no sélo demuestra que el nimero de clases es finito, sino que también da
un limite superior. Aqui hay un ejemplo con D =-35. Tenemos ,/|D|/3=3,41565.. por lo que
|b| <3y l<ac<3. Ademas, b debe serimpar como D, de modo que, b selimitaa —-3,+16 3
Con b=#1, b’ - D=36. Sélo tenemos una forma cuando ¢ = (b* — D)/(4a) es un numero en-
tero. La eleccion a=1 da lugar alas formas (1,£1,9). La eleccion a=2 da ¢ =3@/8, gue no es
un ndmero entero. La eleccion a=3 da lugar a las formas (3,£1,3). Mientras tanto, si b=1%3,
entonces a2|d debe ser 3,y como C= 44/12 no es un nimero entero, el nimero de clase es
menor o igual a 4. Observar que D =b* —4ac=1*- 400= - 433 - 3¢

Llevar a cabo este mismo andlisis discriminante para obtener una cota en el nimero de
clases. De hecho, la prueba anterior es algo mads. En realidad, da un algoritmo para encontrar

un representante de una clase que satisface las desigualdades. Por ejemplo, la forma
(33,-47,17 tiene discriminante D =-35. Pero 47> 33, por lo que el teorema dice que se

debe sustituir (X, y) por (X+V, V), lo que nos da (33,19, 3) Elegimos el sigho "+" debido a que
b es negativo. Ahora, 19> 3, por lo debemos hacer el cambio (X, Y) por (X, y— X), lo que da
(17,13,3) Una vez mas 13> 3, asi que el cambio produce (7,7,3) y (3,1,3), que se puede re-

ducir sin mas, porque la desigualdad 1< 3< 3 se cumple. Tenga en cuenta que la suma de la
primera entrada y la Ultima disminuye en cada paso. 33+17> 33+ 3> 1# 3 # 3 3

4.5 Calcular el numero de clases de D =-23.

Si D=-23: b?’-4ac=-23 con b impar,
ac=6, a<c, obtenemos:

b<|d <233 con b=%1. Asi que si
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1. (1,1,6)

2. (1,-1,6) no se reduce ya que b=a, b<0, es equivalente a (1,1,6) a través de (X,Y)
con (X+Vy,Y)

3. (2,1,3)

4. (2,-1,3)reducida desde |b| Zza azc

Por lo que el grupo de clases de D =-23 es h(-23)=3: (1,1,6),(2;t 1,3)

14.5 Solucion de los Sistemas Cuadraticos Binarios.

5.1 Calcular reducidas y soluciones de 3x° + 5xy+ 4y = 13

En primer lugar calculamos el discriminante: D =b® —4ac= 5% — 4[B4= - 23
Para aislar 5xy, resolvemos la ecuacién con moédulo 5, esto es

3x% + 5xy+ 4y = 13(mo6d.5
que es equivalente 3x* + 4y =3(mdd5) y que tiene como soluciones
(x,¥)=(@1,0),(2,2),(2,3),(3,2),(3,3) y (4.(

Las soluciones compatibles con la ecuacién planteada son (X, ) = (£3,12).

Ahora calculamos las formas reducidas del discriminante donde D =b? —4ac<0,a> 0,c> 0.

Recordemos que ax’ + bxy+ cy = m mcf x y=1.

Resolvemos la ecuacién n* = D(méd2m),0< e 2m

Para cada solucién de N, debemos calcular S, donde n> =4ms= D
Reducimos (m,n, 9 a (a,b,c).

Ll S

En cuanto al discriminante:

Si D es negativo, f(a,b,C) es una reducida si |b|sas cy b=0, o bien a:|l:1 )
a=c

Si D es positivo, f(a,b, C) es una reducida si ‘\/B —2|C” <b<+/D.

Si n”=D(m6d2n),0< e 2m> h=-23(mod2J13), & a8 213 # 9,1

Para n° —4ms= D=9 -4[13s=-23- s= 2 Donde (m,n 9= (13,9,2)
Para n°—4ms= D=17°- 403%=- B - s= 6 Donde (m,n, 9= (13,17,6)

Calculo de reducidas:

Para (13,9,2)se reduce a (2,-1,3).
Para (13,17,6)se reduce a (6,-5,2)ya (2,1,3).
En cuanto a la propuesta: (3,5,4) se reduce a (4,3,2) y finalmente a (2,1, 3).
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Por tanto, los grupos de representacidn para el discriminante D =-23, son (1,1,6),(2% 1,3)

que podemos comprobar, ya que D =b* —4ac=1*- 4006= ¢ 1f - 41213 - 2¢
Comprobemos si estas representaciones tienen solucidn en la ecuacién propuesta:

Para 2x* + xy+ 3y’ = 13tiene como soluciones (X, y) = (x2,+1).

Para x* = xy+ 6y’ =13 no tiene soluciones.
5.2 Calcular reducidas y soluciones de 3x° + 5xy+ 6y = 18

El Maximo Comun Divisor de esta ecuacién es D =b? —4ac= 5 — 4[B6= — 47
Resolvemos mediante el médulo 5 y obtenemos:

3x% + 5xy+ 6y =3x*+ y?= 3(mdl .5)

que tiene como soluciones (X, y) =(1,0),(2,1),(2,4),(3,1),(3,4y (4,(

De todas estas soluciones, son compatibles con la ecuacién presentada (X, y) = (3, 1).

Probamos que es cierto:

fx,y) =2 2322 - Dy _ . (20BB+ 5(;3)% 47¢ 1§ g

Si N =-47(m6d.2(118), & n< Z118- r= 5,13,23,3

Para n° —4ms= D=5%-4[18s=-47- s= 1 Donde (m,n 9= (18,5,1)
Para n° —4ms=D =13"-4[18s=-47 - s= 3.Donde (m,n, 9= (18,13,3)
Para n?—4ms=D =23 -4[8s=-47 ~ s= 8.Donde (M, n, 9= (18,23,8)
Para n? —4ms= D=3 -418s-47- s 14Donde (m,n 9=(18,31,14)

El proceso de reduccion sigue las siguientes secuencias:

(18,5,1)~ (1,1,12) (18,13,3)~ (3r 1,4) (18,23,8)~ (8- 7,3~ (3,14
(18,31,14)- (14r 3,1 (1,1,1Z(3,5,6)- (6-5,3)- (3~ 1,4

Para el discriminante —47 las representaciones son (1,1,12),(2t 1,6),(% 1,4como podemos

comprobar por las tablas.
Comprobamos también la representacion de los coeficientes:

a= m—(bx+ cy y_18- (5[B+6(-1))X-1) _3
X 3

_m—a><2—c3?_18—3(3)2—6(—1)2_5
ox 3(-1) )

b

_m- X ax+ by _ 18- 3(3B+ 5¢ 1)):

2 2 6
y (-1

c
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5.3 Calcular reducidas y soluciones de x*+3xy+ 4y =14,

El discriminante de esta ecuacién es D =3 — 4[1[4= -7, y segun las tablas la repre-
sentacion (1,3,4) no es primitiva, ya que es equivalente a (1,1,2), que como podemos com-

probar, también tiene como discriminante D =1*-40MP=-7
Resolvemos mediante el médulo 3 y obtenemos:

X2 +3xy+ 4y =x*+ y*=2(maod3)

que tiene como soluciones (X, y) =(1,1),(1,2),(2,1),(2,2
Hay dos soluciones que se repiten en forma simétrica, (1,2) y (2,1). y que pueden ser solucio-
nes de la ecuacién planteada en (£1,£2),(* 2+ 1). Comprobamos:

_ (2ax+by)* - DY _ e (2002+ 30f + 7€ 15 _14
4a 41

F(xy)

e ~by+ V(F -4ad+4am_3(-1)+/ (-1} 7)+ 410014 _
- 2a - 40 -

1

_—bx+\R(F-4aQ+4cm 32-2Z7)+ 40414 _
y_ = =
2c 41

-1

gue admite las soluciones. De hecho, esta ecuacién admite como soluciones enteras
(% y)=(£2,£1), &5+ 1)
y como soluciones reales

x:—4\/§,y=%

Dejamos en manos del lector la solucion de las reducidas.

5.4 Calcular reducidas y soluciones de 9x* + 7xy+ 11y’ = 199
Aplicando médulo 7, la ecuacién 9x* + 7xy+ 11y = 199(mAd.7 es equivalente con
2x% + 4y* = 3(m6d.7)

que tienen como soluciones (X, y) = (1,3),(1,4),(2,2),(2,5),(5,2),(5,58,3),(6,4)

Las soluciones de la ecuacién planteada son (X, y) = (£5,£2), como podran comprobar.
Comprobamos con el siguiente método: (*)

La ecuacién tiene solucidén, ya que mcd(9,7,11)= 1y 1|199.

Resolvemos aplicando mddulos de 9,16 y 25:

Ox? + 7xy+ 11y = 199(6d.9,16, 25
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y en todos los casos hay soluciones, por lo tanto proseguimos.
Debemos convertir la ecuacién en una de la forma x?+ By’ + Cy+ D=0, por lo que la multi-
plicamos por 36:

36(9x° + 7xy+ 11y* — 199F 324+ 252y 39§ - 71

que escribimos como 324x* + (252 X+ (3967 - 7164 (

Sumamos y restamos (7Yy)? para complementar el cuadrado y obtenemos:
(18x+ 7yY + (396y° — 7164y (4Y F (18 VY°F (34¥- 71¢

Ahora realizamos la sustitucién para X' =18x+ 7Yy y obtenemos x> +347y* — 7164= 0

Como X' essiempre =0, 347y? - 7164 debe ser menor o igual a cero.

—4,543736..
Para 347y’ — 7164= (tiene como solucién y=+6 /1—99 = que deberemos reem-
347 |+4,543736..

plazar en 347y* — 7164 con valores desde —4 hasta +4. El resultado debe ser el negativo de
un cuadrado perfecto. Para Y =2, tenemos:

X'=18x+ 7y=+%+ 5776=% 7t

que obtenemos como soluciones (X, y) = (£5,+2).

La ecuacidn planteada tiene como discriminante —347 y la representacion
(a,b,0)=(9,7,11) es primitiva. De hecho para este discriminante, las representaciones son:

(abc)=(1187),(3x & 29y (& % 1

Estas representaciones han sido calculadas a partir de los valores de
(m,n,9=(199,161,33)y (199,237,7

Dejamos en sus manos la comprobacién de estos célculos.

(*) Hemos aplicado el Programa de Alpertron, desarrollado por el profesor argentino Diario Alejandro
Alpern, que pueden consultar en http://www.alpertron.com.ar/NUMBERT.HTM

5.5 Calcular reducidas y soluciones de 5x° — 6xy+ 8y = 41

La ecuacién 5x* — 6xy+ 8y = 41(m0d.6) genera como soluciones
(% y)=(1,0),(13),(31).(3,2),(3,4),(3,5@),(53)

de las que (X, y) = (£3,£2), corresponden a la ecuacién planteada.

El discriminante resulta ser D =6° — 4[B[B=— 124 que tiene como representaciones
(a,b,¢)=(1,0,31),(5+ 4,7 lo que demuestra que (5,—-6,8) no es una representacién primiti-
va. Estas representaciones se han conseguido a partirde (m, n, §=(41,32,7),(41,50,16 como
podran comprobar si aplican alguno de los métodos descritos anteriormente.
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5.6 Calcular reducidas y soluciones de x* +13xy+ 7y = 61

Este supuesto, con discriminante 141y una representacién de la forma cuadratica bi-
naria de (a,b, c)= (1,11~ 5) que hemos conseguido aplicando la secuencia

(1L,13,7)- (7.3 5% € 59,3 (L1%,

admite una primera solucion de (X, Y) =(x4,£1), pero se trata de un sistema indeterminado,
con multiples soluciones, entre otras:

(X, y) = (+11,£20), & 249+ 20) 43%, 780)%( 97@1, 78Q

Utilicen el programa en linea http://www.wolframalpha.com/examples/ para compro-
bar estos resultados y buscar otros.

5.7 Calcular reducidas y soluciones de x* —3xy+ 6y + 2x= 17

Esta ecuacién, que podemos escribirla como x* + x(2-3y)+ 6y — 17= 0 tiene como solucién
(xy)=(1-2),67-2)

Los discriminantes, respecto a esta forma cuadratica, son:
Respecto a X:—15y* —-12y+ 72 respectoa y:—3(5x° + 16x— 1B §

14.6 Formas Cuadraticas Binarias Especiales.

6.1 Resolver la forma cuadratica x° + xy+2 x= 43.

LIy -172

2 = 0, encontramos como soluciones reales

2
Como X* + xy+2y - 43:( x+%]

\/% \/Ts
X=+2 [—,y=%,|—
7 14

y como soluciones enteras (X, y) = (£5,+2),& 7+ 2)

6.2 Resolver la forma cuadratica x* + xy+ 3y = 37.

RPN . 111 37 .
Esta ecuacion tiene como soluciones reales x = *2 11 y=+ Y y como soluciones

enteras (X, y) =(¥2,+3),& 5+ 3)

6.3 Resolver la forma cuadratica x° + xy+4 Yy =19,

2
Como X* + xy+4y —19:( x+%] +%476: 0, encontramos como soluciones reales
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o

19
X=#4 |[—, y=%

y como soluciones enteras (X, y) = (x3,+2),& 1x 2)

6.4 Resolver la forma cuadratica x* + xy+5 Y = 47.

R . 235 47 .
Esta ecuacion tiene como soluciones reales x = *2 19’ y=+ 95 y como soluciones

enteras (X,y)=(x6,x1),£ 7 1)
6.5 Resolver la forma cuadrética x* + xy+6 Yy’ =59.

23y? - 236

2 = 0, encontramos como soluciones re-

2
Como X* + xy+6 Yy —59:[ x+%j +

[354 [ 59
X=42, |—,y==%,/—
23 138

y como soluciones enteras (X, y) = (£5,+2),& 7+ 2)

ales

6.6 Resolver la forma cuadrética x* + xy+7 Y’ = 97.

2
Como x* + xy+7y —97:( x+%j +%388: 0, encontramos como soluciones re-
ales
S
X=z% ,y==%
3 y 3

y como soluciones enteras (X, y) = (x9,£1), & 10;t 1)

6.7 Resolver la forma cuadratica 2x* —15xy+ 27y’ = 0

La factorizacién de esta ecuacidn es la siguiente:

2x* —15xy+ 27y = 2x*+ y(27y— 15x)
=x @ ¥4 = €& P K3y

qgue también podemos expresar como
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2
2x* —15xy+ Z yf = 2(x—%) —%

_ (4x-15y)- 9y
- 8

donde D =9y”.
Esta ecuacidn tiene como solucion x=9t, y=2t, con tUZ .

Los supuestos planteados en este apartado son formas cuadraticas binarias especiales,
la prueba son las soluciones, ya que con estructuras distintas, dan resultados parecidos. Lo que
les propongo es que estudien todos y cada uno de los numeros primos que aparecen como
coeficiente independiente e intenten encontrar la forma que les une. El supuesto resuelto en
4.2 les podra servir de ayuda.
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Numero de clases para 0,1( mod

-D | h <a,b,c> -D | h <a,b,c>

3 1] @1l 63 | 4 | (1,1,16),(2+ 1,8),(4,1,<

4 | 1| (102 64 | 2 | (1,0,16),(4,4,5

1] @12 67 | 1| (1,1,17)
1| @0,2) 68 | 4 | (1,0,17),(2,2,9),(% 2,€

1 | 1] @13) 71 | 7 | 1,1,18),(2+ 1,9),(% 1,6
(4,£3,5)

12 | 1] @03 72 | 2 | (1,0,18),(2,0,9

15 | 2 | 1,1,4),(2,1,2 75 | 2 | (1L,1,19),(3,3,7

16 | 1| (1,0,4) 76 | 3 | (1,0,19), (4% 2,5

19 | 1] (@115) 79 | 5 | (1,1,20),(2+ 1,10),(4 1.

20 | 2 | (1,0,5),(2,2,3 80 | 4 | (1,0,20),(4,0,5),(F 2,7

23 | 3| (1L1,6),(2+ 1,3 83 | 3 | (1,1,21),(3% 1,7

24 | 2 | (1,0,6),(2,0,3 84 | 4 | (1,0,21),(3,0,7),(2,2,11
(5,4,5)

27 | 1| (1LL,7) 87 | 6 | (1,1,22),(2+ 1,11),(3,3,8
(4,£3,6)

28 | 1| (L,0,7) 88 | 2 | (1,0,22),(2,0,11

31 | 3] @18),(2£14 91 | 2 | 1,1,23),(5,3,5

32 | 2|(108),3,23 92 | 3 | (1,0,23),(3+ 2,8

35 | 2| (1,1,9),3313 95 | 8 | (1,1,24),(2+ 1,12),(% 1,8
(4,£1,6),(5,5,6)

36 | 2 | (1,0,9),(2,2,5 9% | 4 | (1,0,24),(3,0,8),(5,2,5
(4,4,7)

39 | 4 | (L1,10),(2+ 1,5),(3,3,« | 99 | 2 | (1,1,25),(5,1,5

40 | 2 | (1,0,10),(2,0,5 100 | 2 | (1,0,25),(2,2,13

43 | 1| (1,111 103 | 5 | (1,1,26),(2+ 1,13),(4 3,7

44 | 3 | (1,0,12),(3% 2,4 104 | 6 | (1,0,26),(2,0,13),(% 2,9
(5,+4,6)

47 | 5 | (L1,12),(2 1,6),(% 1,¢| 107 | 3 | (1,4,27),(3t L9

48 | 2 | (1,0,12),(3,0,4 108 | 3 | (1,0,27),(4% 2,7

51 (1,1,13),(3,3,5 111 | 8 | (1,1,28),(2+ 1,14),(4 1,7
(3,3,10), (5+ 3,6)

52 (1,0,13),(2,2,7 112 | 2 | (1,0,28),(4,0,7

55 (1L,1,14),(2+ 1,7),(4,3,« | 115 | 2 | (1,1,29),(5,5,7

56 (1,0,14),(2,0,7),(% 2,¢ | 116 | 6 | (1,0,29),(2,2,15),(3 2,1C
(5,+2,6)

59 | 3| (1L,1,15),(3+ 1,5 119 | 10 | (1,0,30),(2+ 1,15),(% 1,10
(5,+1,6),(4+ 3,8),(6,5,6)

60 | 2 | (1,0,15),(3,0,5 120 | 4 | (1,0,30),(2,0,15),(3,0,10
(5,0,6)
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FORMAS CUADRATICAS BINARIAS Y GRUPOS DE CLASES

Numero de clases para D libre de cuadrac

D | h <a,b,c> D h <a,b,c>

2 | 11](12-1) 66 | 2 | (1,16,-2),(3,12,-10)

3 11 1(12-2) 67 | 1 |(1,16,-3)

5 | 111,1,-1) 69 | 1 |(1,7,-5)

6 | 1 |(14,-2) 70 | 2 | (1,16,-6),(2,16,-3)

7 | 11(14-3) 71 | 1 | (1,16,-7)

10 | 2 | (1,6,-1),(2,4,-3) 73 | 1 |(1,7,-6)

11 | 1 | (1,6,-2) 74 | 2 | (1,16,-10),(2,16,-5)

13 | 1 |(1,3-1) 77 | 1 | (1,7,-7)

14 | 1 | (1,6,-5) 78 | 2 | (1,16,-14),(2,16,-7)

15 | 2 | (1,6,-6),(2,6,-3) 79 | 3 | (1,16,-15),(3,14,-10),(3,16,-5)

17 | 1 | (1,3,-2) 82 | 4 | (1,18,-1),(2,16,-9),(3,14,-11),
(3,16,-6)

19 | 1 | (1,8-3) 83 | 1 |(1,18,-2)

21 | 1 | (1,3,-3) 85 | 2 |(1,9-1),(3,5,-5)

22 | 1 |(1,8,-6) 86 | 1 | (1,18,-5)

23 | 1 | (1,8,-7) 87 | 2 | (1,18,-6),(2,18,-3)

26 | 2 | (1,10,-1),(2,8,-5) 89 | 1 |(1,9-2)

29 | 1 |(1,5-1) 91 | 2 | (1,18,-10),(2,18,-5)

30 | 2 | (1,10,-5),(2,8-7) 93 | 1 |(1,9,-3)

31 | 1 |(1,10,-6) 94 | 1 | (1,18,-13)

33 |1 |(15-2) 95 | 2 | (1,18,-14),(2,18,-7)

34 | 2 | (1,10,-9),(3,8,-6) 97 | 1 | (1,9,-4)

35 | 2 | (1,10,-10),(2,10,-5) | 101 | 1 | (1,9,-5)

37 | 1 |(1,5,-3) 102 | 2 | (1,20,-2),(3,18,-7)

38 | 1 |(1,12,-2) 103 | 1 | (1,20,-3)

39 | 2 | (1,12,-3),(2,10-7) | 105 | 2 | (1,9,-6),(2,7,-7)

41 | 1 | (1,5,-4) 106 | 2 | (1,20,-6),(2,20,-3)

42 | 2 | (1,12,-6),(2,12,-3) | 107 | 1 | (1,20,-7)

43 | 1 | (1,12,-7) 109 | 1 | (1,9,-7)

46 | 1 | (1,12,-10) 110 | 2 | (1,20,-10),(2,20,-5)

47 | 1 | (1,12,-11) 111 | 2 | (1,20,-11),(2,18,-15)

51 | 2 |(1,14,-2),(3,12,-5) | 113 | 1 | (1,9,-8)

53 | 1 |(1,7,-1) 114 | 2 | (1,20,-14),(3,18,-11)

55 | 2 | (1,14,-6),(2,14,-3) | 115 | 2 | (1,20,-15),(2,18,-17)

57 | 1|(1,7,-2) 118 | 1 | (1,20,-18)

58 | 2 |(1,14,-9),(2,12,-11) | 119 | 2 | (1,20,-19),(5,14,-14)

59 | 1 | (1,14,-10) 122 | 2 |(1,22,-1),(2,20,-11)

61 | 1 |(1,7,-3) 123 | 2 | (1,22,-2),(3,18,-14)

62 | 1 |(1,14,-13) 127 | 1 | (1,22,-6)

65 | 2 | (1,7-4),(2,5,-5) 129 | 1 | (1,11,-2)
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