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Analisis de la Varianza (ANOVA)

Conceptos generales

La técnica del Analisis de la Varianza consiste en
descomponer la variabilidad de una poblacion
(representada por su varianza) en diversos sumandos
segun los factores que intervengan en la creacidon de esa
variabilidad. Por ejemplo, si estudiamos la varianza que
presenta una colecciéon de calificaciones que provienen de
tres asignaturas en cuatro cursos distintos a lo largo de los
ultimos anos, la varianza total se puede descomponer en
cuatro sumandos:

Parte proveniente del factor asignatura

Componente aportado por los distintos cursos
Influencia de la evolucion temporal en los ultimos afos
Varianza propia (interna) de la poblacién.

Este ejemplo seria bastante complejo, porque depende de
tres factores: asignatura, curso y afo. Son mucho mas
frecuentes los ejemplos de un solo factor (por ejemplo,
tres métodos distintos aplicados simultaneamente a
alumnado del mismo nivel) o de dos factores (lo seria la
influencia del sexo y la edad en un rendimiento)

Lo original del Analisis de la Varianza es que su verdadero
objetivo no es la variabilidad, sino otros contrastes, como la
igualdad de medias o el ajuste en un problema de
Regresion. Lo veremos en los casos que vamos a estudiar.



Analisis de Varianza de un factor
Modelo y supuestos

Supongamos la existencia de varias muestras distintas que
corresponden a los resultados obtenidos en una poblacion
bajo la influencia de distintos niveles de un factor. La
palabra niveles no se debe interpretar en sentido ordinal.
Pueden ser niveles distintos métodos de ensenanza,
lugares de nacimiento o sexo. Se consideran igualmente
validos niveles cualitativos o cuantitativos (fijos).

Para fijar ideas, supongamos un experimento consistente
en medir los minutos transcurridos en la desaparicion de un
dolor después de la administracion de tres tipos de
analgésicos a una muestra de pacientes con migrafna

Analgésicol A | B | C
12111114
18112 |18
14 113 | 17
1012 | 21
21| 8 |17
15]115| 16
18119
11| 21

En este caso el factor es el tipo de analgésico, que actua a
través de tres niveles distintos A. By C.

En la tabla se observa que dentro de cada nivel existe
bastante variabilidad (cada paciente tendra su forma de
reaccionar), y que parece que también existen diferencias
entre unos niveles y otros. Si calcularamos las medias nos
resultaria

m+4=15; my=12,5; m3=17.875



Si las medias fueran iguales, negariamos que existan
diferencias en el efecto de los distintos analgésicos, pero
como no lo son, deberemos plantearnos un contraste de
hipotesis para la igualdad de medias.

De hecho, el verdadero contraste que se propone el
Analisis de la Varianza es el de igualdad de medias.
Plantearemos la hipotesis nula:

HoZ m4i1=MmMo=Mms;

Pero en realidad la contrastaremos descomponiendo la
varianza. Para ello supondremos que cada medida de
minutos se puede descomponer en tres sumandos:

aj=m+ g + gj

aj: Es la medida real que se observa en los sujetos (12, 18,
13, 10...) y se considera descompuesta en tres factores
aditivos

m: Es la media general de todo el experimento. En el
ejemplo equivaldria a 15,14.

a;: Mide la influencia del factor, mediante la diferencia entre
la media de cada columna y la media general. En el
ejemplo se darian estas diferencias: a;=15-15,14=-0,14
a,=12,5-15,14=-2,64 a;=17,875.15,14=2,735

ej: Mide la variacion propia de cada individuo.
Para entenderlo mejor descompondremos dos datos:

La medida 8 de la segunda columna equivale a 8=15,14-
2,64-4,5. En esta suma 15,14 es la media general del
experimento, -2,64 la influencia del medicamento By -4,5 la
diferencia aportada por el individuo, que ha reaccionado
muy rapido.



La medida 19 de la tercera columna equivale a
19=15,14+2,735+1,125. El factor medicamento aporta
2,735, porque es el mas lento en actuar, y el individuo
1,125, que no es tan rapido como el anterior.

Modelo

El conjunto de supuestos mas aceptado en este caso,
porque permite inferencias muy simples, es el siguiente:

Se trabaja sobre una variable aleatoria Yj, a la que se le
supone descompuesta de la siguiente forma:

Y =0 + 0; + 0 donde [ es la media de la poblacion, [jla
influencia del factor, que equivale a la diferencia entre la
media general y la del grupo. Finalmente, O se
corresponde con la diferencia propia de cada individuo.

Se supone que todas las Y son normales e
independientes.

Llamamos n; al numero de sujetos por grupo, y N al numero
total, con lo que ny+ny+ns3...=N

Estimadores

La media general 0 se , - _ estima mediante

2.

J

Las medias de cada grupo o nivel de "= forma

similar:

n.

1

La influencia del factor ([J;) se estima mediante la diferencia
Ji=m;-m

Para la estimacion de la varianza deberemos antes abordar
la operacion fundamental del Analisis de la Varianza, que
consiste en descomponer en sumandos la suma de



cuadrados de los datos corregida con la media. Se
distinguen tres sumas distintas:

Suma de cuadrados total (SCT)
Viene dada por la Scr=%"3(v, -7y formula

Que coincide con el numerador de la varianza total. Esta
férmula se puede simplificar mediante esta otra:

SCT=ZZY,§—N72
rJ

En el ejemplo de arriba el valor seria
SCT = 5339 — 229,109504*22 = 298,59

Si esta suma la dividimos entre los grados de libertad, que
son N-1, nos resultara la Media cuadratica Total. En este
caso: MCT = 298,59/(22-1)= 14,22

Suma de cuadrados Intra o de error (SCE)

Representa la suma de cuadrados corregidos que se da
dentro de los grupos, es decir, las diferencias de los datos
entre la media de cada grupo.

SCE=>">"(¥,~Y:)

Y su expresion reducida



SCE =2 21/5.—711-171-2
i\ J

En el ejemplo su valor seria

SCE=(1430-15"2*6)+(1312-12,5"2*8)+(2597-17,88"2*8) =
182,88

Si lo dividimos esta suma entre los grados de libertad N-n
nos resultara la media cuadratica de error, que es el mejor
estimador de la varianza de la poblacién.

MCE = 182,88/(22-3)=9,63

Suma de cuadrados Inter (entre grupos)

Se define mediante la formula

scI = Zni(Yi — )2

[
Aunque también se puede calcular restando, ya que se
demuestra que

SCT = SCIl + SCE
En el ejemplo valdria
SCIl = 298,59 — 182,88 = 115,72

También se puede hallar la media cuadratica Inter
dividiendo entre los grados de libertad i-1

MCI=115,72/2 =57,86



En la practica se forman tres sumas de cuadrados:

WX’
J

i

que consiste en sumar todos los datos por separado
elevados al cuadrado. En el ejemplo tendria un valor de
5339.

P Z (2 Y'ij)z

n;

l
que equivale a sumar los datos de cada nivel, elevar al
cuadrado y dividir entre el numero de datos. En el ejemplo:

S2=90%/6+100%/8+143%/8= 5156,13

Y por ultimo, la suma S3 equivale al cuadrado de la suma
total de datos dividida entre el numero total de los mismos.

S3 = 333%/22 =5040,41.

De esta forma, la suma de cuadrados total es la diferencia
entre S1 y S3 (se puede demostrar)

SCTotal = S1 — S3 = 5339 - 5040,41 = 298,59

De igual forma, la suma de cuadrados Intra es la diferencia
entre S1y S2

SCintra = S1 - S2 = 5339 - 5156,13 = 182,88

Y la otra diferencia sera la suma Inter:



SCinter= S2-S3 = 5156,13 - 5040,41 = 115,72

Analisis de Varianza de dos factores
Modelo y supuestos

Supongamos la existencia de varias muestras distintas que
corresponden a los resultados obtenidos en una poblacidn
bajo la influencia de distintos niveles de dos factores.

Por ejemplo, imaginemos que las medidas de la tabla
siguiente se han obtenido en tres barrios distintos ABy Cy
en tres niveles de edad: 10-30, 31-50, 51-70. Podemos
imaginar las medidas como una valoracion que se ha
recogido en una encuesta:

Barrio A Barrio B Barrio C
10-30 3,445,4 6,2,3,4,5,4 2,4,5,6,6
2,4.5,3,1 456,2,7 3,4,3
31-50 6,8,4,6,9 8,9,6,7,7 5,7,5,6,6
7,3,4,8,7 10,6,9,8,7 3,5,4,6
51-70 42245 6,6,4,5,3,8 5,6,4,5,3
1,3,2,4,5 40,1,4 521,110

Al igual que en el caso de un factor, podemos
descomponer las medidas en varios sumandos:

dijk =M+ ag; + bj + abi,- + €k

ajx €s una medida cualquiera, individual, que Ila
consideramos descompuesta en cuatro sumandos:
m: Es la media total de toda la tabla.




a; . Mide el efecto del factor A. En el ejemplo podria ser el
barrio, que influyera en la valoracion efectuada por los
sujetos.

b; : Mide el efecto del otro factor B, en nuestro caso el nivel
de edad.

abj : Puede que los efectos de A y B no sean aditivos sin
mas, sino que exista interaccion entre ellos. Este sumando
mide dicha influencia mutua. Si se supone que A y B son
independientes, valdra 0, y consideraremos un modelo sin
interaccion.

ejk : Contiene las diferencias individuales. Se supone que
su distribucidon es Normal de media 0.

La hipotesis nula en este caso es la de que todas las
medias de los subgrupos son iguales.

Como en el caso anterior, el analisis se basa en sumas de
cuadrados y en grados de libertad, para después dividirlos,
obtener estimadores de la varianza y compararlos mediante
un contraste F.

Si se ha entendido el modelo de un factor, para abordar
éste hay que considerar que existen cuatro fuentes de
variacion en este problema.

Explicaremos cada fuente mediante la resolucion que del
ejemplo propuesto nos brinda la hoja de calculo. En unos
temas practicos como estos, no llenaremos la teoria de
sumatorios, remitiendo a manuales especificos el estudio
detallado de los mismos.

Fuente

Ry SC |GL|CM | F
variacion

Factor A 129,26 | 2 (14,63| 5,05 0,165

valor




Factor B

Interaccion
AB

Error

TOTAL

149,04

11,65

231,68

421,62

80

88

74,52

2,91

2,9

25,73

1,01

Significativa
al 5%

valor
de
FB

0,005

P-

valoro,41 0
de

FAB

Fuente de variacion Barrio: SCA=29,26. Esta suma
representa la variabilidad de los tres grupos formados por
los barrios. Se consigue de forma similar a la de un factor.
Sus grados de libertad son 2, equivalentes al numero de
barrios menos 1.

Fuente de variacion Edad: SCB= 149,04. Representa la
variabilidad entre edades. Como existen tres niveles, sus
grados de libertad también son cuatro.

Interaccion: SCAB=11,65. En algunos modelos no se
considera que haya influencia entre los dos factores. Esta



decision se debe tomar teniendo en cuenta conocimientos

anteriores, y no como consecuencia de los datos obtenidos
en el ANOVA. En estos temas usaremos siempre modelos

con interaccion.

Sus G.L. se calculan multiplicando los de los dos factores.

Error: SCE=231,68. Las sumas correspondientes al error y
sus grados de libertad se suelen calcular restando los
totales de los otros tres. Asi se consigue mas rapidez. Este
sumando representa la variabilidad interna de los datos,
independientemente de la influencia de los factores. Es el
verdadero estimador de la varianza, y hay quien plante el
ANOVA sodlo para conseguir este estimador.

En el ejemplo la mejor estimacion de la varianza seria 2,9.

Total: SCT=421,62. Es la suma de los factores, la
interaccién y el error. Su utilidad reside en facilitar los
calculos y comprobar que las sumas cuadran bien.

Todos los cuadrados medios estiman la varianza de la
poblacidn, aunque el mejor estimador sea 2,9. Si aplicamos
el contraste F a la comparacion de estimadores, los sesgos
significativos que encontremos se deberan a influencias de
los factores.

En el ejemplo ha resultado significativo el factor edad.



Analisis de la regresion
Modelo y supuestos

Las técnicas de descomposicion en sumas de cuadrados
propias del ANOVA también se pueden aplicar a la
regresion entre dos variables. EI modelo tedrico es el de
suponer que entre dos variables X e Y existe una relacion
lineal de la forma:

Yij =a+ X+ €ij
En esta féormula supondremos lo siguiente:

X es cuantitativa y presenta valores fijos, como los niveles
en el modelo ANOVA. Estos valores dividen a los de Y en
distintos subconjuntos. Se supone que los valores de Y en
ellos son independientes entre si (covarianza cero)

Y presenta valores aleatorios dependientes de X segun la
relacion lineal a + BX a cuyo valor se anade un sumando
aleatorio ej;, Se supone que ej; se distribuye normalmente y
que las medias de Y en los distintos conjuntos dependen
de las medias de X segun la misma relacion lineal.

Los valores de la varianza en los distintos subconjuntos son
iguales (homocedasticidad)

Lo anterior es un breve resumen de los supuestos. En
manuales de Inferencia Estadistica puedes estudiarlos con
mas amplitud.

En los temas 5 y 7 estudiamos los estimadores de .y B y
los valores pronosticados Y’ = a + BX. Aqui nos interesaran

mas bien las descomposiciones en sumas de cuadrados y
las técnicas de ANOVA.



Hipo6tesis nula: =0 Hipotesis alternativa: B#0 (o
<0 o p>0)

La anulacion de B equivale a que todas las medias de
subgrupos sean iguales, porque la recta de regresion seria
horizontal, luego esta hipotesis nula coincide con la del
ANOVA de igualdad de gcr- ZZ(Y vy medias. Por
eso nos vale esta técnica también para la
regresion. Explicaremos como:

Suma de cuadrados total:

Tiene la misma expresion que en el ANOVA, y sus grados
de libertad seran N-1, porque se ha estimado un valor, que
es la mediade Y.

SCT=Y > (y-Y)

Suma de cuadrados explicada:

Si representamos los prondsticos del modelo de regresion
como Y’, se dara entonces la identidad Y’=a + BX. La
diferencias de Y’ respecto a la media general representaran
a la variabilidad explicada por el modelo. Sdélo tiene un
grado de libertad, pues todo depende del valor de B.

Suma de cuadrados no explicada scr= ZZ(Y N (o
de error):

En ella se suman las diferencias entre los valores reales de
Y y los pronosticados Y’. Es decir, se suman los cuadrados
de e;. Representa, pues, la suma de errores, y de ahi su
nombre. Le quedaran N-2 grados de libertad, por lo que el
estimador de la varianza de la poblacion sera el cociente de
esa suma entre N-2.

Estas tres sumas se pueden estructurar de forma similar al
caso de ANOVA con un factor. Lo veremos con un ejemplo:



Se ha sometido a unos sujetos a unas horas de
entrenamiento para una prueba en la que el numero de
aciertos depende en gran parte del manejo de un mando de
juegos para ordenador de nuevo disefo. En la siguiente
tabla se recogen los distintos niveles de tiempo de
entrenamiento y las puntuaciones obtenidas en un
determinado juego.

Tiempo en | Resultados en puntos de 0 a 10
minutos

10 3345464

15 4546578

20 466578756

25 5998671047

30 48896891010

;. Se puede considerar que estos datos siguen un modelo
de tipo lineal? ¢Cual seria su ecuacion? ;Qué varianza
presenta la poblacion?

Aplicamos el ANOVA y nos queda:

Fuente | o0 1GLIcoy | F
variacion :
.. P-
Reg:;esm 69.39| 1 6%,3 23,3 valor 0,0g
de F
Fcritic e epe
a al 2,8‘1:|gn|f|cat|v
0
Error (95,4939 (2,45 90/?.
Feritic Significativ
aal 4,09 9
95%
Fcritic e g 4
ToTAL | 164840 (4,12 aal 7,3359nificativ
8 99% a




La F=28,34 es claramente significativa, luego existe
influencia de tipo lineal.

La estimacion de la varianza de la poblacion es el cuadrado
medio de error, es decir, 4,12

La ecuacion de la recta de regresion la obtendriamos por
los métodos tradicionales y resultaria ser Y’ = 2,43+0,187X

Prueba del analisis de regresion

Podemos combinar el analisis de regresion con el de
varianza para probar simultaneamente la anulacion de la
pendiente y la hipotesis de linealidad. EI esquema de
calculo seria el mismo pero anadiendo también las sumas
de cuadrados INTER e INTRA.

Solo daremos el esquema al que daria lugar el ejempilo,
pues se explica por si solo:

Analisis de la regresion
comparado con el ANOVA

Fuente | oo 1G-1om| F
variacion L.
17.6 Fcriti
INTER |70,75| 4 9’ 6,76 ca al
95%
P-
.. valor . ege as
Regresio 69,39| 1 699,3 23,5 de F- 0,0g 2,633;gn|f|cat|
n INTE
R
Desviaci P-
on 11,36 3 |0,45 0,17valor 0,00 4,11S|gn|f|cat|
regresio de F- 0 va
n REG




P-
valor 0.91
INTRA (04,1336 (2,61 |deF- ", 2,87
DES
V.
TOTAL 16;"8 40 (4,12

En él aparece somo significativa la F-INTER, luego
podemos afirmar que hay efecto de los niveles. También es
significativa la F-REGR. y no lo es la desviacion, por lo que
nos reafirmamos en que el efecto de los niveles es de tipo
lineal con pendiente no nula.



